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PORTADA: Mohammed Ibn Musa Al-Khwarizmi (789-850) conocido como 
el padre del álgebra. Se sabe poco de su vida, salvo que vivió en la primera 
mitad del Siglo IX y que trabajó en la biblioteca del califa de Bagdad. Escribió 
libros sobre geografía, astronomía y matemática. En su obra Aritmética 
("Algoritmi de numero indorum") explica con detalle el funcionamiento del 
sistema decimal y del cero que usaban en la India. Obra de gran importancia 
pues contribuyó a la difusión del sistema de numeración indio y al 
conocimiento del cero. 
Debe destacarse la obra de contenido algebraico "Hisab al abr wa´ l 
muqqabala", considerada uno de los primeros libros de álgebra. 
Es el autor de uno de los métodos más antiguos que se conocen para resolver 
ecuaciones de segundo grado. Dicho método, geométrico, se conoce como de 
completar cuadrado. (Fuente: Gacetilla Matemática: 
wysiwyg://principal.13/http:www.arrakis.es) 
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ALGUNAS CONSIDERACIONES PREVIAS 
 
 
 

 
Contenidos de la asignatura 
 
                                                 Como se menciona en los fundamentos situados en el programa 
vigente “El curso de Álgebra I gira fundamentalmente alrededor de las estructuras numéricas 
fundamentales; tratándolas paralelamente y dentro de las estructuras algebraicas básicas que se 
volverán a tratar en profundidad en los cursos posteriores”. 
 
Mas concretamente nos permitimos resaltar los siguientes temas:  
 

• Número real. 
• Trigonometría. 
• Número Complejo. 
• Divisibilidad en N y en Z. 
• Polinomios sobre un anillo. 

 
Número real.  
 
                      En este punto, el más extenso de todo el programa,  abarcamos no solamente un 
desarrollo axiomático del cuerpo totalmente ordenado y completo de los números reales sino de sus 
subestructuras más usuales (Naturales, Enteros y  Racionales) así como un tratamiento detallado de 
la potenciación.   
 
                      Cabe destacar  que en este tema justificaremos los procedimientos que utilizamos 
habitualmente para la resolución de ecuaciones e inecuaciones: racionales, irracionales, 
exponenciales y logarítmicas en el campo de los reales así como un exhaustivo estudio de la función 
cuadrática (de segundo grado). 
 
 
Trigonometría. 
 
                           Fundamentalmente nos dedicaremos a precisar las definiciones de las funciones 
trigonométricas principales. No le prestaremos mayor atención a la demostración de las fórmulas ya 
que en su gran mayoría estas son rutinarias, y no aportan nada nuevo. Desde el punto de vista 
práctico nos dedicaremos fundamentalmente a la resolución de ecuaciones e inecuaciones 
trigonométricas. 
 
 
Número complejo. 
 
                                 Aquí hablaremos sobre el cuerpo no ordenado de los números complejos, sus 
distintas formas, interpretación geométrica y algunos aspectos sobre la potenciación. 
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Divisibilidad en N y en Z. 
 
                                             Como el título lo dice trataremos en este punto cuestiones vinculadas 
con la división entera y exacta en los naturales y en los enteros. Temas como: división entera, 
divisores y múltiplos, máximo común divisor y mínimo común múltiplo, números primos y 
compuestos, etc. Destacamos como temas no tan vistos a las congruencias y las ecuaciones 
diofánticas. 
 
 
Polinomios sobre un anillo. 
 
                                                La temática principal que se abordará en este punto es el análisis de la 
naturaleza dual de los polinomios como forma polinómica y como función. Así también como 
algunos aspectos vinculados a la divisibilidad. Cabe destacar que trabajaremos sobre un anillo 
cualquiera sin descuidar los casos mas utilizados, los polinomios de coeficientes reales y los de 
coeficientes complejos. 
 
 

Otros temas del programa (por ej. conjuntos – relaciones – funciones – operaciones - 
estructuras algebraicas)  son  tratados de manera instrumental; ya que un estudio más profundo y 
específico se realizará en otras asignaturas; en particular en matemática básica. 
 
 
Características y objetivos 
 
                                               El lector habrá observado que la mayoría de los temas mencionados 
forman parte de los programas de secundaria. A diferencia de lo que ocurre en la universidad donde 
bajo el título de Álgebra I usualmente se tratan temas correspondientes al álgebra lineal. Cabe 
destacar que la profundidad y exigencia con la que pretendemos abordar nuestra temática es 
muy diferente a la utilizada habitualmente en los cursos de secundaria. Sobre todo este aspecto 
se pondrá de manifiesto en la fundamentación teórica. 
 
                                                Uno de los motivos por lo cual volver a estudiar y sobre todo 
profundizar en temas conocidos es que ellos serán entre otros los temas con los cuales deberá 
trabajar el futuro docente. Es innecesario destacar la necesidad de que el docente conozca 
profundamente y maneje con soltura la temática que desarrollará. Soltura y profundidad que no se 
adquieren en secundaria. 
 
                                                 Destacamos como una de las características más salientes tanto de 
Álgebra I como de las otras materias específicas la pretensión de fundamentar detalladamente los 
distintos puntos que se tratan.  
 
                                                 Si los comparamos con otros cursos terciarios notaremos una mayor 
pasión por la fundamentación teórica y por el detalle; lo cual nos lleva en contrapartida a tratar 
menor cantidad de temas en cada curso. Tengamos en cuenta que para nosotros la matemática es 
mucho más que una herramienta con la cual resolver problemas en otras áreas. 
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Algunas sugerencias 
 
  
                                    En las páginas siguientes el lector se encontrará con un desarrollo teórico de 
algunos de los  distintos puntos del programa. Este material teórico está intercalado por ejercicios y 
problemas resueltos y a resolver. Además al final de cada sección se encontrará con un listado de 
ejercicios y de ser posible sus respuestas que coinciden con los repartidos trabajados en los cursos 
presenciales.  
 

 
                                    Más precisamente se encontrará con el desarrollo de número real y de 
divisibilidad. En el mencionado desarrollo se indica bibliografía complementaria. Con respecto a 
los temas no tratados nos permitimos sugerir: para Número Complejo el “Calculus” de Apostol 
así como otros apuntes que serán enviados a la biblioteca de cada Instituto de Formación Docente 
junto con la presente Guía. Respecto a Trigonometría le sugerimos un trabajo del prof. R.Louro  
con el mismo título, disponible donde se indicó anteriormente. (Hay dos trabajos del mismo autor, 
uno con el tratamiento clásico y el otro por series de potencias; nos referimos al primero). Relativo 
a Polinomios aconsejamos los apuntes titulados “Anillo de los polinomios” del prof. R.H.Cobas. 
(el enfoque tratado aquí puede resultarle muy duro en una primera lectura. Si así fuera puede leer 
previamente el tema en “Matemática A para 5ª año” tomo 5-2 de A. Infantozzi). Por supuesto 
que la bibliografía sugerida no implica que el lector recurra a otra, sobre todo a la indicada en el 
programa oficial. Es más, es recomendable que lo haga.  
 
                                     Le sugerimos al estudiante que re-elabore su propio teórico; sintiendo, 
incorporando cada definición, cada teorema, cada ejercicio en “mano propia”.  Así como también 
que amplíe cada tema con la bibliografía indicada. 
 
                                     También es conveniente dedicarle el tiempo necesario a realizar los 
ejercicios ubicados al final de cada sección antes de pasar a la siguiente; esto no significa que deban 
realizarse necesariamente la totalidad de los ejercicios y problemas propuestos; pero sí un 
porcentaje importante de los mismos. 
 
                                     Esta es una primera versión y seguramente aparezcan involuntariamente 
múltiples errores; especialmente en las respuestas de los ejercicios. Desde ya agradezco que me 
hagan llegar todas las discrepancias y sugerencias que permitirán mejorar esta guía. Esperando el 
primer contacto real o virtual les saluda atentamente: 
 

 
 

Prof.  Daniel Siberio 
 
 
Les recordamos que se enviará a la Biblioteca de cada I.F.D. los siguientes materiales: 
 "Anillo de Polinomios", y "Número Complejo" del profesor Raúl Cobas, y  
 "Trigonometría" del profesor  R. Louro. 
 

 
 Inicio 
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 Para_volver_a_Menú 
 

NÚMERO REAL 
 

 
 
Introducción 
 
                      A lo largo de nuestra vida nos hemos ido encontrando con algunas estructuras 
numéricas. Seguramente el lector conoce desde hace mucho tiempo a los naturales a los enteros y 
a los racionales; así como también las diferencias entre ellas y las necesidades no cubiertas por una 
estructura  que hacen necesario la creación de la siguiente. 
 
¿Cuáles son las insuficiencias de los racionales que hacen necesario presentar una nueva 
estructura algebraica? Intentemos plantear una de ellas. 
 
 

         Consideramos un cuadrado de lado 1 (una unidad cualquiera) y pretendemos “medir” una de  
         sus diagonales tomando al lado como unidad.  Si existiese tal medida  en Q ( a la cual  
         llamaremos L) por Pitágoras cumpliría: 
         
         2L11L 2222 =⇒+=        
 
         q

pLQLSн =⇒∈       con p y q enteros primos entre si. ( en otras palabras si L es un  

                                                                                  racional se puede escribir como una fracción irreducible)  
 

( )
paresqparesqt2qt4q2:quedanosdosustituyenq2pcomo

t4pZt;t2pparespparespq2p2L

2222222

22222
q
p2

q
p2

2

2

⇒⇒=⇒==

=⇒∈=⇒⇒⇒=⇒===
 

 
Por lo tanto si  existiese un racional q

pL =  que midiera exactamente la diagonal de un cuadrado de lado 1 tendríamos 

que:     p es par,  q es par,  p y q enteros primos entre si.         Lo cual es contradictorio. 
 

En consecuencia no existe ningún racional que elevado al cuadrado sea 2 y por lo tanto los 
racionales no nos permiten medir la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado uno. Es 
inecesario resaltar la importancia que tiene disponer de una estructura con la cual poder medir 
cualquier longitud u otra magnitud escalar. Hemos presentado una de las incapacidades de los 
racionales; no la única. Elegimos esta por ser la de mayores consecuencias desde el punto de vista 
histórico. 
 

“Los Pitagóricos enamorados de los números enteros creyeron que todas las cosas podían 
derivarse de ellos, empezando por todos los demas números. Se produjo una crisis en esta doctrina 
cuando descubrieron que la raíz cuadrada de 2 (La razón entre la diagonal y el lado de un 
cuadrado) era irracional, es decir que 2  no puede expresarse de modo preciso como la razón de 
dos enteros determinados por grandes que fueran estos números. 

 
Este descubrimiento se llevó a cabo utilizando irónicamente como herramienta el teorema 

de Pitágoras. Irracional significaba en principio que un número no podía expresarse como una 
razón (cociente) Pero para los Pitagóricos llegó a suponer algo amenazador, un indicio de que su 
concepción del mundo podía carecer de sentido, lo cual es la otra acepción que tiene hoy la 
palabra irracional”  (COSMOS de Carl Sagan)        
  

1 
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Para cubrir esta como otras carencias de los racionales presentemos a los números reales. 

Para ello existen fundamentalmente dos caminos: El constructivo; crear a los naturales, a partir de 
ellos a los enteros, luego a los racionales y a partir de estos últimos generar a los números reales. El 
otro camino consiste en crear directamente a los reales siendo los naturales, los enteros y los 
racionales subestructuras de los reales. 

 
Esta última opción es la que trabajaremos en esta asignatura; la primera será vista, por lo 

menos parcialmente, en "Matemática Básica". 
 

Cualquiera de los dos caminos implican la utilización del método axiomático. No 
desarrollaremos aquí las características de este método por exceder la longitud de este trabajo y 
además tratarse en las otras asignaturas especiales; tanto en "Geometría I" como en "Matemática 
Básica". Corriendo el riesgo de caer en una simplificación excesiva diremos que:  El método 
axiomático  consiste en la aceptación de algunas proposiciones como válidas (que llamaremos 
axiomas), sin necesidad de demostración, y la deducción del resto de las proposiciones de la teoría 
a partir de estos.  
 

La característica imprescindible que debe cumplir un sistema axiomático es la consistencia; 
la no contradicción de las proposiciones tomadas como axiomas (téngase en cuenta que en toda 
demostración por absurdo se está utilizando la consistencia del sistema). Otras propiedades como la 
independencia o la categoricidad  no tienen porqué ser cumplidas por todos los sistemas 
axiomáticos. 
 
 
 
 

Axioma 1 (Axioma de cuerpo ) 
 
                                                    En un conjunto que llamaremos de los números reales (al que anotamos 
ℜ ) en el cual están definidas dos operaciones que denominamos suma y producto ( las cuales las 
anotamos con + y ·· respectivamente que cumplen: 
 
                                                 1S ) Asociativa  ℜ∈∀++=++ c,b,ac)ba()cb(a  
                                                 )S2 Conmutativa   ℜ∈∀+=+ b,aabba  
                                                 )S3  Neutro  ℜ∈∀=+=+ℜ∈∃ aaa00a;0      
                                                 )S4  Opuesto   0a)a(op)a(opa;)a(opa =+=+ℜ∈∃ℜ∈∀  
 
                                                 )P1  Asociativa  ℜ∈∀= c,b,ac).b.a()c.b.(a  
                                                 )P2  Conmutativa      a.b=b.a    ℜ∈∀ b,a  
                                                 )P3  Neutro     ℜ∈∀==≠ℜ∈∃ aaa.11.a;011  
                                                 )P4  Inverso 1a).a(inv)a(inv.a;)a(inv0aa ==ℜ∈∃≠ℜ∈∀  
 
                                                  SP)  Distributiva   ℜ∈∀+=+ c,b,ac.ab.a)cb.(a  
                                                                                   ℜ∈∀+=+ c,b,acaa.ba).cb(  
 
Nota 1 
 
            En el axioma recién enunciado aparece el término “operación”. ¿Qué entendemos por tal 
término?  Antes de ir a una definición concreta de “operación” analicemos un caso más que 
familiar; la suma en los naturales. En el cual aparecen expresiones como: 
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                                                 2+4=6 
                                                 3+5=8 
                                                 a+b=c 
 

Cuando anotamos por ejemplo  2+4=6 aparecen en juego tres números naturales cumpliendo 
distintos roles (2 y 4 como sumandos y el 6 como resultado). Podemos pensar a la suma de 
naturales como una “correspondencia” que al par (2,4) le hace corresponder el 6, al par (3,5) el 8 .... 
al par de naturales (a,b) el natural c. 

Y no cualquier tipo de correspondencia ya que a cada par ordenado de naturales la suma le 
hace corresponder un y solo un natural (el resultado de sumar ambas componentes del par). En 
definitiva; podemos considerar a la suma de naturales como una función de NN×  en  N. 
 
Obsérvese que una interpretación idéntica puede hacerse con el producto de naturales; que el producto de enteros puede 
considerarse como una función que a pares ordenados de enteros hace corresponder un entero ( o sea una función de  

ZZZ →×  ) ; la suma de vectores como una función que a pares ordenados de vectores hace corresponder un vector;..... 
Concretamente: Siendo A un conjunto no vacío llamamos operación en A (o ley de composición interna ) a una 
función de AAA →×  
Con esta definición podemos determinar una operación en cualquier conjunto no vacío por modesto que este sea. 
Definamos una operación (llamémosla *) en el conjunto { }b,aA =  
 

{ })b,b(),a,b(),b,a(),a,a(AA =×           
 
 
 
 
 
 
 
 
Solemos anotar  aaa =∗ bbbybabbba =∗=∗=∗     o también presentar una tabla de doble entrada en 
lugar de un diagrama de “flechas”. 
                                                              

* a b 
a a b 
b b b 

 
 
Ejercicio   Definir una operación en { }p,n,mB =  
Tengamos presente entonces que una operación o una ley de composición interna en un conjunto no vacío A no es otra 
cosa que una función de AAA →×  y por lo tanto si tenemos una correspondencia entre pares de elementos de un 
conjunto A y elementos del propio A para poder afirmar que dicha correspondencia es una operación debe cumplirse: 
1) La imagen de cada par (el “resultado de la operación”) debe pertenecer al conjunto A.  2) Y debe ser única. 
 

Así con esta definición de operación la resta en N no es una operación pues falla la primera 
condición. Y tampoco es una operación el producto de un vector por un escalar pues no estamos 
operando elementos del mismo conjunto. 
 

Cabe señalar que no es la única definición de operación que puede tomarse. Sino que es la 
mas restrictiva pues nos obliga a “ operar” con elementos del mismo conjunto ( lo cual deja afuera 
el producto de un escalar por un vector) y también nos obliga a que el resultado sea del mismo 
conjunto del cual son los “operandos” (con lo cual el producto interno de vectores no sería una 
operación) Otras definiciones mas amplias permiten “operar” elementos de distinto conjunto y 
también que el resultado no pertenezca al mismo conjunto que los elementos operados. Lo que se 
exige en casi todas las definiciones de operación que se puede encontrar en diferente bibliografía es 
la unicidad del resultado. Nosotros adoptamos esta definición pues es la elegida en “matemática 
básica”. 

(a,a) 
(a,b) 
(b,a) 
(b,b) 

a 
 
 
b 

AA× A 

* 
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Nota 2   Si leemos con atención el axioma 1 percibimos que entre las muchas cosas que este nos dice esta que el 
conjunto de los números reales es un conjunto no vacío que tiene al menos dos elementos: el 0 y el 1 neutros de la suma 
y el producto.  
Nada en este axioma implica que ℜ  tenga mas que estos dos elementos; pues si tomamos { }1,0=ℜ  y la suma y el 
producto definidos por  
 

+ 0 1  · 0 1
0 0 1  0 0 0
1 1 0  1 0 1

 
El lector podrá comprobar que este modelo verifica el axioma 1 Lo cual no solamente sirve como argumento para lo 
dicho sino que también para corroborar la consistencia del mismo. 
 
Nota 3  Como recién dijimos el axioma de cuerpo no lleva a que ℜ tenga infinitos elementos como todos esperamos. 
Esto será necesariamente cierto recién cuando entre en juego el segundo axioma. El lector atento también habrá notado 
que se indica explícitamente en el primer axioma que 0 1≠ .  Esto se debe a que si tal proposición no es necesariamente 
cierta tomando { }0=ℜ   y  0+0=0   ,   0.0=0   tal modelo verifica toda la axiomática que veremos sobre número real; 
creando un modelo trivial que no es el que andamos buscando generar. 
 
Veamos ahora algunas proposiciones que se desprenden de manera mas o menos inmediata del axioma de cuerpo. 
 
Teorema  Unicidad de los neutros 
 
                1) 0 es el único neutro de la suma.               2) 1 es el único neutro del producto  
 
 
 
Dem2) 
             Supongamos que ℜ∈∀==ℜ∈∃ aaa'.1'1.a;'1         Entonces 

                                                                                                                      '11
Ppor'1'1.1

osiciуnsuplapor1'1.1

3
=⇒

⎭
⎬
⎫

=
=

 

Y por lo tanto 1 es el único neutro del producto de reales.  
 
Obsérvese que en la última implicación se utilizó que el producto es una operación en ℜ y por lo tanto el resultado de 
un mismo producto es único. 
 
Teorema  Cancelativas 
 

1)  cbcaba =⇒+=+                      cb
0a

c.ab.a)2
=⇒

⎭
⎬
⎫

≠
=

 

 
Dem 1)      [ ] [ ] ⇒++=++⇒++=++⇒+=+ ca)a(opba)a(op)ca()a(op)ba()a(opcaba  
                  cbc0b0 =⇒+=+⇒  
 
Ejercicio   1) Justifique el lector los pasos dados en la demostración anterior 
                  2) Demuestre justificando detalladamente el punto 2) 
                  3) ¿Por qué en la segunda proposición se exige que el factor cancelado sea distinto de cero? 
Teorema  Absorción 
                                        ℜ∈∀= a00.a  
 
Dem:      0.a00.aa0a0.aa0.a1.a)01(a1.aa0a =⇒+=+⇒+=+=+===+  
 
Justifique el lector todos y cada uno de los pasos dados . 
 
Teorema  Ausencia de divisores de 0   
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∨
=

⇒=
0b

0a
0b.a  

 
Dem:    Si a=0  la proposición es verdadera 
 

            0aSi ≠     0b0aademбscomo0.ab.a
00.aanteriorteoremaelpor

0b.ahipуtesispor
acancelativ =⇒≠=⇒

⎭
⎬
⎫

=
=

 

                 
Teorema   Existencia y unicidad de la diferencia 
 

H)  ℜ∈b,a                 T)  
⎩
⎨
⎧ +=ℜ∈∃

ъnicoesc)2
bca;c)1

 

 
Dem: 1) [ ] [ ] ⇔+=+⇔++=+⇔++=+⇔+= 0c)b(opa)b(opbc)b(opa)b(opbc)b(opabca  
              )b(opac +=⇔  
 
Para terminar la demostración de la existencia basta tomar  c=a+op(b)  y realizar  c+b  aplicando las propiedades ya 
vistas el lector seguramente llegará a que c+b=a. 
 
Dem 2)  Supongamos que b'ca;'c +=ℜ∈∃   Como por lo demostrado en 1)  bca;c +=ℜ∈∃   entonces 
              c+b=c’+b  'cccanc =⇒  
 
 
Nota 1) Al número c lo denominaremos diferencia entre a y b. Anotamos c=a-b 
         2) En el teorema inmediato anterior no solamente se demostró que existe c tal que a=c+b  sino que también se  
             calculó cuanto vale; llegando a que c=a+op(b).  Por lo tanto   a – b = a + op(b)  
         3) Teniendo en cuenta el resultado anterior ℜ∈∀−=⇒=+=− xx0)x(op)x(op)x(op0x0  
             Lo cual justifica la notación habitual de opuesto   op(x) = -x 
 
Teorema  Existencia y unicidad del cociente. 
 

H) 
⎩
⎨
⎧

≠
ℜ∈

0b
b,a

                    T) 
⎩
⎨
⎧ =ℜ∈∃

ъnicoesc)2
b.ca;c)1

             

 
Demostración a cargo del lector. 
 
Nota  1) Al número c lo denominaremos cociente entre a y b  Anotamos b

ac =  
          2) Cuando demostró el teorema inmediato anterior seguramente llegó a que   c = a.inv(b)  ; teniendo entonces que 
                                                                  

                                                    )b(inv.a
b
a
=  

          

          3) Por lo tanto ⇒== )x(inv)x(inv.1
x
1     *x

x
1)x(inv ℜ∈∀=       { }0( * −ℜ=ℜ  ) 

 
 
 
Ejercicios  (primer repartido del curso presencial ) 
 
I)  Demostrar las siguientes proposiciones en  ,·),( +ℜ donde a,b,c,d son números reales. 

     i) op(op(a))=a          ii) inv(inv(a))=a         iii) ba0ba =⇔=−           iv) )0b0a(ba1
b
a

≠≠=⇔=  

     v) 0)0(op =            vi) inv(1)=1         vii) 0a0a ≠−⇒≠            viii) )b(aba −−=+           ix) ba)ba( −−=+−   
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     x) a).1(a −=−          xi) )b.(ab).a()b.a( −=−=−           xii) b.a)b).(a( =−−           xiii) acab)cb.(a −=−    

     xiv) )b(inv).a(inv)b.a(inv =           xv) a
1
a
=           xvi) 

b
a

b
a

b
a

−
=

−
=−             xvii) )0b0a(

a
b

b
ainv ≠≠=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛    

     xviii) )0c0b(
b
c.aa

c
b

≠≠=            xix) )0d0b(
bd

cbad
d
c

b
a

≠≠
±

=±           xx) )0d0b(
bd
ac

d
c.

b
a

≠≠=  

Notas  1) En la propuesta anterior utilizamos indistintamente op(a) ó –a  e  inv(a) ó a
1   según consideramos conveniente 

               A partir de este momento utilizaremos exclusivamente la notación habitual (-a  y a
1 ). 

           2) Una vez culminado este ejercicio habrá demostrado muchas de las propiedades usuales del álgebra elemental  
                de manera relativamente sencilla y transparente utilizando exclusivamente el axioma de cuerpo y sus primeras 
                consecuencias. 
 
II) Hallar, justificando el procedimiento, el conjunto de los números reales x que cumplen: 
 
     i) x+2=5          ii)  3x+1= x-3          iii)  5x-2=2x+4          iv)  0+x=x          v)  x+x=x          vi) x.0=0 
 
     vii) x.0=2          viii) (x+3).(x-1)=0          ix) 0x2x 23 =−  
 
    ¿Qué otro título pondría ud. al ejercicio anterior? ¿Cómo denominaría al conjunto hallado? ¿Y a cada uno de sus     
      elementos? 
 
 
 
Notas 
           1) A manera de ejemplo hagamos un par de ejercicios. 
 
              ii)  ⇔−+−+=−++⇔−+−=−++⇔−=+ ))1(3(x))1(1(x3)1()3x()1()1x3(3x1x3 14 SS  
 
                    1434 SSS(*)yS )4x()x(x3)x(4xx34x0x3 ⇔−+−=+−⇔−=⇔−=+⇔  
 
                    [ ] [ ] ( ) ⇔−=⇔−=⇔−=⇔−+−=+−⇔ )4()x2)((4x240x24xxx31 2

1
2
1

PSS 434  
 
                    ( )[ ] 2x2x.12x.2. 341 PP2

1
P −=⇔−=⇔−=⇔  

 
                    Por lo tanto el conjunto buscado es: { }2Sii −=  
 
              iv) 0+x=x        Como )S(xxx0 3ℜ∈∀=+     entonces el conjunto buscado es  ℜ=ivS  
 
       2)  Somos conscientes que hemos utilizado números reales (2,3,-4 etc.) que no estamos autorizados a utilizar a esta  
            altura del desarrollo teórico. A pesar de ello lo hicimos por motivos didácticos.  
            Por el momento entendemos:  2=1+1 , 3=2+1, 4=3+1, -4=op(4) etc. Así también 232 x.xxyx.xx ==  
            De esta forma (*)   –3+(-1) = (-1).3 +(-1).1 [ ] 44).1(13).1(SP −=−=+−=    Obsérvese que además de utilizar el  
            axioma 1 hemos usado algunas de las propiedades demostradas en el ejercicio I). 
 
       3) Habitualmente este ejercicio lo titularíamos: Resolver justificando el procedimiento las siguientes ecuaciones en 
           ,·),( +ℜ Al conjunto hallado se le suele llamar conjunto solución de la ecuación y a cada uno de sus elementos  
            raíz de la ecuación. 
           Nótese que la justificación no es otra cosa que la utilización de las propiedades ya vistas de los números reales. 
           Ni definimos ecuación; ni utilizamos “metateoremas” sobre la resolución de ecuaciones. Lo cual es mas que  
          difícil diríamos imposible de hacer correctamente. 
  
Ejercicio  Resolver y discutir según a y b en ,·),( +ℜ la ecuación  ax+b=0 
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ORDEN EN LOS REALES 
 
 

A continuación intentaremos introducir en ,·),( +ℜ una relación de orden estricto total (<) y 
una relación de orden amplio total compatible con la suma y el producto. En pocas palabras 
intentaremos ordenar al cuerpo de los reales con las características previstas. Lo cual haremos por 
intermedio del siguiente axioma. 
 
 

Axioma 2  Axioma de orden 
 

                                               Existe un subconjunto de los reales a los cuales denominamos reales 
positivos (anot. +ℜ ) que cumple: 
 
                    1) Todo real x cumple una y solo una de las siguientes proposiciones:  i) +ℜ∈x     ii) x=0    iii) +ℜ∈− x  
 

                    2)  Si  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

ℜ∈

∧
ℜ∈+

⇒ℜ∈ℜ∈
+

+

++

y.x

yx
yex  

 
Nota  Cuando en el punto 1) decimos que todo real cumple una y sólo una de las siguientes 

proposiciones estamos diciendo que todo real necesariamente entra en uno de esos tres “casilleros” 
y en solamente uno. En otras palabras queremos expresar que todo real es o positivo o cero o que su 
opuesto es positivo; que no hay reales que no entren en una de esas tres categorías. Y además en 
una sola de ellas; dicho de otra forma que un mismo real no puede ser simultáneamente positivo y 
cero o positivo y su opuesto también o cero y su opuesto positivo. 

En el segundo punto estamos diciendo que la suma y el producto de dos reales positivos da 
como resultado un real también positivo. Tengamos en cuenta que para nosotros por ahora ser 
positivo es pertenecer a ese subconjunto de los reales del cual afirmamos su existencia en el axioma 
2 y que denominamos reales positivos. 

Lo que primeramente demostraremos es que el mencionado subconjunto no es vacío. 
 
Teorema 
                        +ℜ∈1  
 
Dem Probémoslo por absurdo. Suponemos +ℜ∉1  ya que por intermedio del Ax 1 sabemos que 01≠  aplicando la  
         primera proposición del axioma 2 tenemos que: +

−
+ ℜ∈−−⇒ℜ∈− )1).(1(1 )22Ax  

 
        Como demostramos anteriormente (-a).(-b)=a.b  +ℜ∈⇒==−−⇒ 111.1)1).(1(   pero habíamos supuesto que  

         +ℜ∉1   lo cual es contradictorio. 
 
Definición 
                   Consideramos ℜ∈b,a  decimos que: 

                                                                                 1) +ℜ∈−⇔< abba  
                                                                                 2) abba <⇔>  

                                                                                 3) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
∨
<

⇔≤
ba

ba
ba  

                                                                                 4) abba ≤⇔≥  
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Observación.-  Notemos que definimos menor a través de los reales positivos cuya existencia está 
asegurada por el axioma de orden. Como ocurre habitualmente al definir la relación menor (mayor) 
queda definida su relación inversa mayor (menor). 
Probemos ahora para nuestra tranquilidad que ser positivo es ser mayor que 0. 
 
Teorema 
 
                   +ℜ∈⇔> x0x  
 
Demostración 
 
            ++ ℜ∈⇔ℜ∈−⇔<⇔> x0xx00x  
 
Definición 
 
               Llamamos conjunto de los reales negativos  (anotamos −ℜ ) al conjunto formado por los 
opuestos de los reales positivos. Sintéticamente: 
 
                                                                         { }+− ℜ∈−ℜ∈=ℜ x;x  
 

Con esta definición podemos enunciar de manera mas familiar la primera proposición del 
axioma de orden diciendo que: todo real cumple una y una sola de las siguientes proposiciones i) es 
positivo  ii) es cero  ó  iii) es negativo. 
 
Teorema 
 
                  −ℜ∈⇔< x0x  
 
Demostración a cargo del lector. 
 
Probemos que las relaciones que acabamos de definir “merecen” el nombre que les dimos. 
 
Teorema  < es una relación de orden estricto total en ℜ . O sea cumple: 
 
                   1) ℜ∈∀</ aaa     (Inídentica) 
                   2) abba </⇒<      (Asimétrica) 

                   3) ca
cb
ba

<⇒
⎭
⎬
⎫

<
<

   (Transitiva) 

                   4) Todo par de reales a y b verifica una y solo uno de las siguientes proposiciones: i) a<b 
                                                                                                                                                        ii) a=b 
                                                                                                                                                        iii) a>b      (Tricotomía) 
 
Demostración  3) 
 

                +
+

+
ℜ∈−+−⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

ℜ∈−⇒<

ℜ∈−⇒<
)bc()ab(

bccb

abba
2Ax      como  (b-a)+(c-b)=c-a    entonces 

 
               caac <⇒ℜ∈− +  
 
Las demás demostraciones quedan a cargo del lector. 
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Teorema  Monotonías de la suma y el producto (compatibilidad con las operaciones) 
 
 
1)   cbcaba +<+⇒<      (Monotonía de la suma) 
 

2)   dbca
dc
ba

+<+⇒
⎭
⎬
⎫

<
<

(Monotonía generalizada de la suma) 

 

3)  c.bc.a
c

ba
<⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

ℜ∈

<
+     (Monotonía del producto) 

 

4)  c.bc.a
c

ba
>⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

ℜ∈

<
−       

 
Dem 3)  Debemos probar que: a.c < b.c  +ℜ∈−⇔ acbc  

Por hipótesis           +
+

+
ℜ∈−⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

ℜ∈

ℜ∈−⇒<
c).ab(

c

abba
2Ax        Como    (b-a).c = b.c - a.c 

 
Entonces  c.bc.ac.ac.b <⇒ℜ∈− +  
 
Teorema  (Regla de los signos del producto) 
 
1) +++ ℜ∈⇒ℜ∈ℜ∈ b.aba  

2) −−+ ℜ∈⇒ℜ∈ℜ∈ b.aba  

3) −−− ℜ∈⇒ℜ∈ℜ∈ b.aba  
 
Demostración  2) 
 

              +
+

+−
ℜ∈−⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

ℜ∈

ℜ∈−⇒ℜ∈
)b.(a

acomo

bb
2Ax  Por lo visto en uno de los ejercicios anteriores  a.(-b) = -a.b 

 
En consecuencia  −+ ℜ∈⇒ℜ∈− b.ab.a      ( Tengamos presente la definición adoptada de reales 
negativos ) 
 
 
Teorema  Densidad 
 
Dados dos números reales cualesquiera a y b siendo a < b se cumple que:  bca;c <<ℜ∈∃  
 
Demostración 
 

          

b
2

baa

b2baa2bbbaaa
bbbaba

baaaba

.producdel.monot

)(de.monot

)(de.monot

<
+

<⇒

⇒<+<⇒+<+<+⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+<+⇒<

+<+⇒<

+

+
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Efectivamente ( )2
bacc +=ℜ∈∃   tal que   a < c < b 

 
Nota  En la demostración anterior se utilizó que a+a = 2.a   ¿Qué nos justifica tal afirmación? 
          a.2a).11(a.1a.1aa =+=+=+     Por otra parte vimos que 11011011 =+>+⇒>⇒ℜ∈ +  
          Entonces  1+1 > 1 > 0   En consecuencia 1+1 es un real distinto del 0 y del 1, por lo tanto tenemos 
          derecho a “bautizarlo” con un nombre diferente; lo denominamos 2. 
          Un razonamiento similar nos lleva a   0 , 1 , 2 , 2+1(que denominamos 3) ,  3+1 (4) ,  4+1 (5) ,........  
          son números reales necesariamente diferentes. Entonces la aceptación del axioma 1 y del axioma 2 nos  
          lleva a que ℜ tiene infinitos elementos; lo cual, como vimos, no es así solamente con el primer axioma. 
  
 
Ejercicios  (Repartido 2 del curso regular) 
 
I) Demostrar que en el cuerpo ordenado de los números reales se cumple: 

    i)  
a

b
a b

∈ℜ

∈ℜ

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ + ∈ℜ

−

−
−           ii) a a∈ℜ ⇔ ∈ℜ+ +1           iii) a a∈ℜ ⇔ ∈ℜ− −1  

    iv) Si ∀ε ∈ℜ ≤ < ⇒ =+ 0 0x xε           v) a a a≤ ∀ ∈ℜ           vi) 
a b
b a

a b
≤
≤

⎫
⎬
⎭
⇒ =  

    vii) 
a b
b c

a c
≤
≤

⎫
⎬
⎭
⇒ ≤                        viii) ∀ ∈ℜa b, a b b ay

o≤ ≤  

    ix) a b a c b c≤ ⇒ + ≤ +           x) 
a b
c d

a c b d
≤
≤

⎫
⎬
⎭
⇒ + ≤ +           xi) 

a b

c
ac bc

≤

∈ℜ

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ ≤+  

 

    xii) 
a b

c
ac bc

≤

∈ℜ

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ ≥−           xiii) 

0
0
< <
< <

⎫
⎬
⎭
⇒ <

a b
c d

ac bd           xiv) 
a b
b c

a c
≤
<

⎫
⎬
⎭
⇒ <  

 
   ( Las proposiciones v) vi) y vii) nos permiten afirmar que ≤  es una relación de  
     orden amplio; el cumplimiento además de la proposición viii) nos asegura que 
     es una relación de orden amplio total.) 
 
II) i) Demostrar   x x2 0≥ ∀ ∈ℜ  

     ii)     “            a b a b2 2 0 0+ = ⇔ = =  

     iii) Si a b, ∈ℜ+  demostrar que  a b a b< ⇔ <2 2  
     iv)Sin la exigencia de que a y b sean positivos ¿La proposición anterior es válida? 
 
 
 
 
 
 
III) i) Probar que x y xy x y2 2 2+ ≥ ∀ ∈ℜ,  

      ii) Sabiendo que a b c, , ∈ℜ+  y además a b c+ + = 1 ; probar: 

                                    1) ( )1 42− ≥a bc  
                                    2) ( ).( ),( )1 1 1 8− − − ≥a b c abc  
 
IV)  Hallar el conjunto de los ℜ∈x  tales que:  1)  i)  3x+2 < 0     ii)  3x+2 = 0     iii)  3x+2 > 0 
                                                                             2)  i) –3x+1 <0     ii) –3x+1 = 0    iv) –3x+1 > 0 
                   
        ¿Qué otros nombres se le ocurren para este ejercicio? 
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V)  Estudiar en ),·,,( ≤+ℜ el signo de bax)x(f;:f +=ℜ→ℜ  )b,a( ℜ∈  
 
 
VI) Resolver en ( , ,., )ℜ + ≤  y discutir según m m( )∈ℜ  las siguientes inecuaciones: 

      i) mx > 3               ii) ( ).3 2 1− < −m x m               iii) ( ).m x2 2 3+ < −  

      iv) m x m3 2 0+ <       v) x
m

m m
−

≥ + ≠
1

1 1( )      vi) x
m

x
m

m m
−

>
+

− ≠ − ≠
2 2

3 2 2( , )   

 
Nota Pasamos ahora a la resolución de algunos ejercicios a manera de muestra. 
 
 IV) 1) i)  ( ) ( ) )2.(x3.2x3)2(0)2()2x3(02x3 3

1
3
1

(·)monot)(.monot −<⇔−<⇔−+<−++⇔<+ +  

                          3
2x −<⇔     Por lo tanto  { }3

2
i x;xS −<ℜ∈=  

 
                     ii)  3

2x02x3 −=⇔=+       Entonces    { }3
2

iiS −=  
 
                     iii) ( ) ( ) 3

2
3
1

3
1 x)2.(x3.2x3)2(0)2()2x3(02x3 −>⇔−>⇔−>⇔−+>−++⇔>+  

                            En consecuencia  { }3
2

iii x;xS −>ℜ∈=  
 
                 Este ejercicio podríamos titularlo: Resolver en ),·,,( ≤+ℜ las siguientes inecuaciones: .....   
                 También podríamos decir: Hallar en ),·,,( ≤+ℜ el signo de 2x3)x(f;:f +=ℜ→ℜ   lo cual solemos 
                 esquematizar: 
                                         Sig (3x+2)   
 
 
                             
 
           
 
 
 
V)    Entendemos por estudiar el signo de  f: f(x) = ax+b   en  ),·,,( ≤+ℜ  a encontrar el conjunto de los x reales cuyas  
        imágenes son positivas, el conjunto de los reales cuya imagen es 0 y el conjunto de los reales cuya imagen es  
        negativa. 
 
        bax)b(0)b()bax(0bax )(.monot −>⇔−+>−++⇔>+ +  
 
        Como seguramente el lector prevé debemos ahora utilizar la monotonía del producto; para lo cual nos es necesario  
        discutir si el factor por el cual pretendemos multiplicar la desigualdad ( a

1 ) es positivo o negativo. 
 
         Si  a > 0         ( ) ( ) a

b
a
1

a
1 x)b(.ax.bax −>⇔−>⇔−>  

         Si  a < 0          ( ) ( ) a
b

a
1

a
1 x)b.(axbax −<⇔−<⇔−>  

 
 
        a

bx0bax −=⇔=+        (Justificación ya vista) 
 
 
        bax)b(0)b()bax(0bax −<⇔−+<−++⇔<+  
 
         Si  a > 0          ( ) ( ) a

b
a
1

a
1 x)b.(ax.bax −<⇔−<⇔−<  

         Si  a < 0          ( ) ( ) a
b

a
1

a
1 x)b.(ax.bax −>⇔−>⇔−<  

 

3
2−

 + 
   0

 _ 
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        En resumen:     Si  a > 0     a
bx0bax −>⇔>+                 Si  a < 0      a

bx0bax −<⇔>+       

                                                     a
bx0bax −=⇔=+                                     a

bx0bax −=⇔=+  

                                                     a
bx0bax −<⇔<+                                     a

bx0bax −>⇔<+  
 
        Resultados que esquematizamos: 
                                                                Sig  (ax+b)   
 
 
 
Pasemos ahora a estudiar el signo de la función de segundo grado. Antes algunas proposiciones previas. 
 
Lema 
           Siendo ℜ∈a  llamamos a.aa 2 =         Se cumple que:  1) 22 ba)ba).(ba( −=+−  

                                                                                                     2) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
∨
=

⇔=
ba

ba
ba 22  

Demostración a cargo del lector. 
 
 
Resolución en  (ℜ,+,·,≤) de  ax2+bx+c=0  0a( ≠ ) 
 

ac4bbabx4xa4ac4abx4xa4cbxax0cbxax 222222
(*)

22 −=++⇔−=+⇔−=+⇔=++  
 
Llamando ac4brealnъmeroal 2 −Δ   como además 2222 )bax2(babx4xa4 +=++    tenemos que:  

Δ=+⇔=++ 22 )bax2(0cbxax  
 

Si  Δ>0         ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⇔Δ−=+

=⇔Δ=+
⇔Δ=+⇔Δ=+

Δ−−

Δ+−

a2
b

a2
b

222

xbax2

xbax2
)bax3()bax2(  

 

Por lo tanto en este caso  
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −−−−+−

=
a2

ac4bb,
a2

ac4bbS
22

 

 

Si  Δ=0        
a2

bx0bax20)b̀ax2( 2 −=⇔=+⇔=+  

                     Entonces si 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

==Δ
a2
bS0  

 
Si  Δ< 0    Como ∅=⇒Δ=+ℜ∈∃/⇒≥+ℜ∈∀ S)bax2(;x0)bax2(x 22   
  
 
Nota (*)  Multiplicamos ambos miembros por 4.a  (tengamos presente que 0a ≠ ) con el objetivo de 
completar el cuadrado de un binomio. También fue el motivo por el cual sumamos 2b  en el paso 
siguiente. 
 
Nota  Somos conscientes que hemos utilizado raíz cuadrada sin haberla definido y menos demostrado que todo positivo  
         tiene una raíz cuadrada. El desarrollo teórico hecho hasta el momento no nos lo permite (Precisamos para ello el 
         tercer axioma). A pesar de lo dicho utilizamos Δ  para no postergar el estudio del trinomio de segundo grado 
         lo cual consideramos conveniente desde el punto de vista didáctico. Preferimos aquí hacer una disgreción desde 
         el punto de vista formal con el fin de un mejor desarrollo del curso práctico.  

a
b−

0 
sig  a-  sig a
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Ejercicio  Consideramos )0a,c,b,a(cbxax)x(f;:f 2 ≠ℜ∈++=ℜ→ℜ  vimos que sí  0ac4b2 >−=Δ  

                 la función f tiene dos raíces reales distintas; a saber 
a2

by
a2

b Δ−−
=β

Δ+−
=α   Probar que: 

                 1)  
a
c.

a
b

=βα−=β+α               2)  ℜ∈∀β−α−= x)x).(x.(a)x(f  

 
 
Signo del trinomio de segundo grado 
                                                              
Consideramos  .0ac,b,aconcbxax)x(f;:f 2 ≠ℜ∈++=ℜ→ℜ  
 
Si  Δ>0 Vimos que f acepta dos raíces reales que llamamos )(y β<αβα Además ℜ∈∀β−α−= x)x).(x.(a)x(f  
                0xy0xx;x 1111 <β−<α−⇒β<α<ℜ∈∀   
              Por lo tanto 
                                  Si a > 0  0)x).(x.(a)x(f 111 >β−α−=⇒      (producto de un positivo por dos negativos) 
                                  Si a < 0  0)x).(x.(a)x(f 111 >β−α−=⇒       (producto de tres negativos) 
 
               Análogamente se prueba que: β<<αℜ∈∀ 22 x;x          si 0)x(f0a 2 <⇒>  
                                                                                                             si 0)x(f0a 2 >⇒<  
 
              Y que: 33 x;x <β<αℜ∈∀         0)x(f0asi 3 >⇒>  
                                                                      0)x(f0asi 3 <⇒<  
 

Δ−+=⇒+−++=++=⇒++=
Δ−+

22

)bax2(

222222 )bax2()x(af4ac4bbabx4xa4ac4abx4xa4)x(af4cbxax)x(f
2

 

 
Si  Δ=0      ℜ∈∀≥⇒+=⇒ x0)x(af4)bax2()x(af4 2  

                  Es más  ( ) 0fyx;x0)x(af4 a2
b

a2
b =≠ℜ∈∀> −−  

 
                
 
              Por lo tanto:  Si a2

bx;x0)x(f0a40a −≠ℜ∈∀>⇒>⇒>  

                                    Si  a2
bx;x0)x(f0a40a −≠ℜ∈∀<⇒<⇒<  

 
Si  Δ<0       ℜ∈∀Δ−+=⇒ℜ∈∀≥+>Δ−⇒ x)bax2()x(af4x0)bax2(ademбscomo0 22  
                    Por lo tanto:  si  ℜ∈∀>⇒> x0)x(f0a  
                                          si  ℜ∈∀<⇒< x0)x(f0a  
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 En resumen y esquemáticamente: 
 

Consideramos  .0ac,b,aconcbxax)x(f;:f 2 ≠ℜ∈++=ℜ→ℜ   Denominamos ac4b2 −=Δ  
 
1)  Δ>0   )(yrealesraнcesdosaceptaf β<αβα⇔      Sig f(x)   
 
 
 
2)  Δ=0   α⇔ realraнzsolaunaaceptaf (doble)        Sig f(x)      
 
                       
  
3)  Δ<0    ⇔  f  no acepta raíces reales         Sig  f(x)       
 
 
 
 
Ejercicios  (repartido 3 del curso habitual) 
 
 
I) Resolver en ( , ,., )ℜ + ≤  los siguientes sistemas de inecuaciones: 
 
 

   i) 
( ) ( )x x

x
x

+ − + <
+
−

≥

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

1 3 0
2 3
5 3

0

2

          ii) 

x
x

x
x

2

2

1
3

0

1 3
1

1

+
−

≤

−

−
>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

          iii) x x x− ≤ − ≤ −3 3 1 7  

 
 
II) Dada la ecuación  x m x m2 1

42 0− + + = ∈ℜ( ) ( ) .  Determinar los valores de m para 
     que: i) Acepte solo una raíz real.   ii) Acepte solo dos raíces reales. 
 
 
 
 
III) Consideramos f f x x px q: ; ( )ℜ→ℜ = + +2   de raíces reales α  y β .  
      Hallar en función de p y q los trinomios de segundo grado y coeficiente principal  
      1 que tengan las raíces: 

                                     i) − −α βy                ii) 1 1
α β

y               iii) α β2 2y  

                                     iv) 1
1

1
12 2α β+ +

y      v) α β3 3y      vi) 1 1
2 2α β α β+ +

y  

 
 
IV) Hallar los valores de m ( )m ∈ℜ  para que las siguientes ecuaciones admiten dos  
      raíces α βy  en las condiciones indicadas. 

      i) x m x m y2 1 2 1 0+ + + − =( ). ; α β   son de distinto signo. 

      ii) x m x m m y2 23 3 2 3 0 0 0+ − + + − = > >( ). ; α β  

      iii) mx m x m m y2 22 1 0 0 0− − − + = > > >( ). ; ,α β α β  
 
 
V) Hallar los valores de m ( )m ∈ℜ  para que: ( ) ( )2 1 2 3 1 02m x m x m x+ + + + − > ∀ ∈ℜ  
 

α β  

sig  a -sig  a sig  a 
  0  0 

  0 

α

sig  a siga 

sig a 
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VI) Hallar los valores de m ( )m ∈ℜ  para que las siguientes ecuaciones admitan dos  
      raíces reales α βy  en las condiciones indicadas. 
 
  i) mx mx2 5 0 1+ − = < <; α β            iv) ( ) ( ) ;m x m x m+ − − + + = < < −1 2 1 1 0 22 α β  

 ii) mx x m2 2 0 0 1+ − = < >; ,α β        v) ( ) ( ) ;m x m x m− + − + − = > >1 3 1 0 32 α β                                

iii) x mx m2 1 0 2+ − + = < <; α β         vi) ( ) ;m x mx m− − + = − < < <1 3 2 0 1 12 α β  
 
 
VII) Sea f f x ax bx c: ; ( ) .ℜ→ ℜ = + +2   Determinar una condición necesaria y  
       suficiente para que: 
                                       i) f x( ) = 0  admita dos raíces reales α β α βy j j/ ( )< < ∈ℜ  
                                      ii) f x( ) = 0  admita dos raíces reales α β α βy j k/ < < <  
                                      iii) f x( ) = 0  admita dos raíces reales α β α βy j k y j k/ ( , ) ( , )∈ ∉  
                                      iv) f x( ) = 0  admita dos raíces reales α β α βy j k y j k/ ( , ) ( , )∈ ∈  
                                      v) f x( ) = 0  admita dos raíces reales α β α βy k/ > >  
 
 
A continuación algunos ejercicios resueltos a manera de muestra. 
 
 
IV)  ii)  La ecuación 03m2mx)3m3(x 22 =−++−+   acepta dos raíces reales positivas   ⇔  

              
⇔

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>−+=
−+

==βα

>+−=
+−

=
−

=β+α

>+−=−+−−=−=Δ

⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>βα
>β+α

>Δ
⇔

03m2m
1

3m2m
a
c.

03m3
1

3m3
a
b

021m26m5)3m2m).(1.(4)3m3(ac4b

0.
0

0

2
2

2222

 

 

               

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>−+

>+−
>+−

⇔

03m2m

03m3
021m26m5

2

2

 

 
                Sig  )21m26m5( 2 +−       
 
                      

 
 
              Sig  ( -3m+3 )                 
 
 
 
 
        Sig )3m2m( 2 −+  
 
 
  La respuesta es:  m < -3 
 
 
 

1 
5
21

+ _         _ +     +     +

1

_     _    _ 
 

+     +     +   

  1 -3 

+    +    +    + 
+    +    +   + _    _    _    _ 
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VII)  v) 0)x(f =   admite dos raíces reales )x(fSigk;y ⇔>β>αβα  
 
     

              

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

>
−

>
>Δ

⇔

k
a2
b

0)k(f.a
0

                      

Nota   
          Exigimos 0>Δ  con el objetivo de tener dos raíces reales.  Con  a.f(k)>0 obligamos a que f(k) 
tenga el mismo signo que a. Obsérvese que estas dos condiciones no son suficientes para lo exigido; 
pues puede cumplir ambas y ocurrir: k<α<β  Para evitar este caso es que pedimos que el punto 
medio entre βα y  sea mayor que k. 

Téngase en cuenta que el punto medio entre βα y   
a2
b

22
es a

b
−

==
β+α

−

 

Intente en el resto del ejercicio VII así como en el ejercicio VI) y en el V) buscar 
condiciones necesarias y suficientes que involucren valores calculables (discriminante, relaciones 
entre coeficientes y raíces, punto medio, etc.) lo mas “económicas” posibles.  

 
Información mas detallada sobre el comportamiento del trinomio la puede encontrar en un 

trabajo titulado “La función de segundo grado” del prof. R.H.Cobas disponible en la Biblioteca de 
su Instituto de Formación Docente. 
 
 
 
 
Valor absoluto 
 
 
Definición 
 
 
                   Consideramos un número real  a  .   Denominamos valor absoluto de a (Anotamos a ) 
 
 
                     0asiaa ≥=        y       0asiaa <−=  
 
 
 
Ejemplos:  00,3)3(3,44 ==−−=−=  
 
 
Teorema 
 
 
                   1)  ℜ∈∀≥ x0x  

                   2)  0x0x =⇔=  

                   3)  ℜ∈∀== xxxx 222  

β  α
k 

              0                  0 
sig a - sig a siga
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                   4)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
∨
=

⇔=
yx

yx
yx  

                   5)  ℜ∈∀= y,xy.xy.x  

                   6)  ℜ∈∀= y,x
y
x

y
x

 

                   7)  ℜ∈∀≤≤− xxxx  

                   8)  Siendo +ℜ∈r   se cumple que:    i)  rxrrx ≤≤−⇔≤  

                                                                              ii)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−≤
∨
≥

⇔≥
rx

rx
0x    

                        (Las proposiciones anteriores son también válidas si intercambiamos ≤  por <  y  ≥   por > ) 
 
                  9) ℜ∈∀+≤+ y,xyxyx      (Desigualdad triangular) 
                 10)  ℜ∈∀−≥− y,xyxyx  
 
 
Dem  7)  Si x≥0    xx =⇒    Por otra parte 0x0x ≤−⇒≥      como  xx0x ≤−⇒≥  
 
 
 
Entonces  xxxxxx ≤≤−⇒=≤−  
 
 
 
Si  x < 0    xxxxxx ≤−⇒=−⇒−=⇒  

 
                Por otra parte como ℜ∈∀≥ x0x   y en este caso x < 0  xx ≤⇒  

 
Entonces también en este caso   xxx ≤≤−  
 
 
Por lo tanto  xxx ≤≤−   ℜ∈∀x  
 
 
Dem 9)   xxx)7Por ≤≤−   

                                 yyy ≤≤−  

                          ( ) yxyxyxyxyxyxyxyx i)8 +≤+⇒+≤+≤+−⇒+≤+≤−−  
 
 
Ejercicios  (Repartido 4 del curso habitual) 
 
I) Resolver en ( )ℜ + ≤, ,•, : 

                                          i) x − <1 9                   ii) x x x2 4 2
3

0− −
−

≥  
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   iii) x x
x

x
2

1
1
3

−
+

< −              iv) x x− ≥ −2 3 2            v) 
3 2
2 2 1

0
x x

x
− +

− −
≥  

 
II) Analizar el valor de verdad de las siguientes proposiciones: 
 

    i) x x< ⇒ <5 5             ii) x x− < ⇒ < <5 2 3 7           iii) 1 3 1 2
3

+ ≤ ⇒ ≥ −x x   

 
    iv) La ecuación x x− = −1 2  tiene solución vacía. 
 
III) Resolver en ( )ℜ + ≤, ,•,  : 

                                       i) x x2 6− <                ii) x x+ − + <1 3 1 02
       

 
     iii) 2 1 3x x+ < −                    iv) x x+ − <3 4 1 
 
IV) Teniendo en cuenta la definición de valor absoluto y las propiedades vistas en 
      el curso teórico; demostrar: 
 
                                             i) x y x y− ≥ +          ( )∀ ∈ℜx y,       
 
                                             ii) ( )x y x y x y− ≤ − ∀ ∈ℜ,  
 
 
 
 
 
 
 
Respuestas: 
                  I)  i) ( )−810,       ii) ( ] [ )−∞ ∪ +∞, ,2

3 2       iii) ( )1
2 ,+∞        iv) [ ]0 1,  

                      v) ( ) [ )−∞ ∪, ,0 12  
 
                  II)   i)  Falso     ii) Verdadero      iii) Verdadero      iv) Falso 
 
                  III)  i) ( )−2 3,      ii) ( ) ( )− − ∪ −4 1 12, ,      iii) ( )−4 2

3,        v) ∅  

 
 
 

Inicio 
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 Para_volver_a_Menú 
NÚMERO NATURAL 

 
La idea en “crudo” de la generación de los números naturales ya fue presentada; recordémosla: 

Como  0111011101 >>+⇒+>+⇒>      Por lo tanto el número real 1+1 es necesariamente distinto 
del 0 y del 1; mereciendo entonces un “nombre” diferente.    Al real 11+   lo denominamos  2. 
Al ser  01212111212 >>>+⇒+>+⇒>    Entonces el real 2+1 es un número distinto del 0 del 1 y 
del 2. Lo denominamos 3. Un razonamiento idéntico nos lleva a que 3+1 es un real distinto (mayor) que el 0, 
que el 1, que el 2 y que el 3. 
Denominamos 4 a 3+1.   Y así sucesivamente. 
Formalicemos esta idea. 
 
Definición 
 
                   Consideramos:  ℜ⊆A     Decimos que A es un conjunto inductivo si y solo si se cumple: 
                   1)  A0∈  
                   2)  A1xAxSi ∈+⇒∈  
 
Ejemplos   ℜ es inductivo.        +ℜ no lo es pues falla la primera condición.       Sí es inductivo { }0∪ℜ+  

                   El conjunto { } +ℜ∪−= 1B   no es inductivo pues: B011peroB1 ∉=+−∈−  fallando entonces la  
                   segunda condición. 
 
Nota  Anotamos ℑ  a la familia de todos los conjuntos inductivos.  Así  ℑ∉ℜℑ∈ℜ +,  
 
Observación  ℑ∈∀∈=+⇒ℑ∈∀∈=+⇒ℑ∈∀∈=+⇒ℑ∈∀∈ AA312AA211AA110AA0  
                       Entonces 0,1,2,3,..... ℑ∈∀∈ AA      Los números reales que identificamos como naturales 
pertenecen a  todos los conjuntos inductivos. 
 
Definición 
 
                    Llamamos conjunto de los números naturales (anotamos N) a la intersección de todos los 
conjuntos inductivos. Sintéticamente: 
                                                                  AN

A
∩
ℑ∈

=  

 
Observaciones: 
 
                      1) ℑ∈∀⊆ AAN   Ya que la intersección de varios conjuntos está incluido en cada uno de ellos 
                      2) Como 0,1,2,3,... N,....3,2,1,0AANyAA ∈⇒ℑ∈∀⊆ℑ∈∀∈       (Los números que  
                        desde siempre reconocimos como naturales; con la definición que acabamos de adoptar; son  
                        efectiva y tranquilizadoramente números naturales) 
                    3)  ℜ⊆N   pues ℑ∈ℜℑ∈∀⊆ yAAN      Un razonamiento similar nos lleva a: 

                    4)  { }0N ∪ℜ⊆ +     En otras palabras  Nn0n ∈∀≥  
 
Teorema 
 
                      ℑ∈N  
 
Demostración a cargo del lector. 
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Teorema de inducción completa 

                                                            ⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈+⇒∈
∈
⊆

H1xHxSi)3
H0)2
NH)1

)H
           T)  H = N  

Dem 
         De 2) y 3) HNH ⊆⇒ℑ∈⇒       como  NHNH =⇒⊆  
 
 
Observación   

Al cumplirse que: ℑ∈∀ℜ⊆⊆ AAN     y además  N y ℜ ser conjuntos inductivos podemos 
afirmar que N es el “mínimo” y ℜ es el “máximo” de los conjuntos inductivos. (Para hablar de 
máximo y mínimo necesitamos previamente una relación de orden que en este caso es la inclusión 
amplia de conjuntos). 

 
 

Nota   
 

Según la teoría que venimos desarrollando los naturales son también números reales. Y por 
lo tanto se pueden operar como tales.  

 
¿Las operaciones que manejamos en ℜ (suma, producto, resta y división) siguen siendo 

operaciones en N? Y en caso afirmativo que propiedades cumplen. ¿Las mismas que en ℜ ?  
 

Antes de contestar estas preguntas analicemos la situación desde un punto de vista mas 
general. 
 

Consideramos: ),A( ∗ una estructura algebraica; o sea un conjunto no vacío (A) con una 
operación definida en el (*) 

 
                                  ∅≠⊆ B;AB  
 

Para que ∗  sea una operación en B debe cumplirse que la restricción de ∗  sobre BB×  siga 
siendo una función. 

En otras palabras:  ∗  es una operación en B  ∗⇔  es una función de 
⎩
⎨
⎧

∗
∈∗

⇔→×
ъnicoesyx)2

Byx)1
BBB  

Como B es un subconjunto de A y la condición 2) se cumple para todos los elementos de A tenemos 
entonces que:∗  es una operación en B  By,xByx ∈∀∈∗⇔        ya que la condición 1) se verifica 
automáticamente. 
 

Si ∗  es una operación en B decimos que ),B( ∗ es una subestructura de ),A( ∗ . 
 

Analicemos ahora siendo ),B( ∗  una subestructura de ),A( ∗ .la “transmisión” de propiedades 
de la estructura madre a la subestructura. 
 

Si  );A( ∗  es conmutativa Ay,xxyyx ∈∀∗=∗⇒  
Como ),B(By,xxyyxAy,xBy,x ∗⇒∈∀∗=∗⇒∈⇒∈∀  es conmutativa. 
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Tenemos entonces que si una estructura es conmutativa todas sus subestructuras también.  
Análogamente se prueba: 

 
 
Si ),A( ∗ es asociativa  ),B( ∗⇒  es asociativa  
Si ),A( ∗  tiene neutro n  entonces:      ),B( ∗ tiene neutro Bn∈⇔  

Si ),A( ∗  tiene la propiedad de inverso entonces:       ),B( ∗ cumple inverso BxBx 1 ∈∈∀⇔ −  
 

Consideraciones similares pueden realizarse sobre estructuras mas complejas (que tengan por 
ejemplo mas de una operación). 
 
 
Teorema 
 

NbaNb,a ∈+⇒∈  
 
Dem   
 

Consideramos { }Nxa;NxH ∈+∈=       1) NH ⊆   por definición de H 
                                                                                    2) H0∈   ya que Na0a ∈=+ por hipótesis 
                                                                                    3) H1xHxSi ∈+⇒∈     Pues ⇒∈+⇒∈ NxaHxsi  
                                                                                                                                 N1xa ∈++⇒  ya que N es inductivo 
                                                                                                                                 H1x ∈+⇒  
 
De 1) 2) y 3) aplicando el teorema de inducción completa tenemos que: N = H. Por hipótesis ⇒∈⇒∈ HbNb  

Nba ∈+⇒  
 
 
Nota   
 

Aplicando el teorema y la nota inmediata anterior podemos afirmar que + es una operación 
en N que cumple asociativa, conmutativa, neutro (téngase en cuenta que N0∈ ) 

 
También podemos afirmar que no cumple opuesto ya que: si Nn0n0n;Nn ∉−⇒<−⇒>∈  

 
Un razonamiento similar al realizado recién nos lleva a que la diferencia no es una operación 

en N. Sin embargo la condición para que la resta de dos naturales sea un natural es muy sencilla y  
todos la conocemos (minuendo mayor o igual que el sustraendo). Verifiquemos una vez mas que la 
teoría que venimos desarrollando coincide con lo que ya conocemos. 
 
 
 
Lema 
 

N1a
0a
Na

∈−⇒
⎭
⎬
⎫

≠
∈
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Dem   
 

Consideramos { }N1xу0x;NxH ∈−=∈=  
 
          1) NH ⊆  por definición de H 
          2) H0∈      “         “          “  “ 

          3) H1xHxSi ∈+⇒∈       Ya que 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈+⇒∈+−=−+⇒∈−

∈+⇒∈=−+⇒=+⇒=
⇒∈

H1xN11x11xN1x
у

H1xN011x11x0x
Hxsi  

 
 

De 1) 2) y 3) aplicando el teorema de inducción completa tenemos que H = N  En 
consecuencia todos los naturales son elementos de H; y por lo tanto todo natural x es 0 ó N1x ∈−   
Por lo tanto si N1a0ayNa ∈−⇒≠∈ . 
 
 
Teorema 
 

                  Nba
ba

Nb,a
∈−⇒

⎭
⎬
⎫

≥
∈

 

 
 
Dem  

 Sea { }Nxaуax;NxH ∈−>∈=  
 
          1) NH ⊆    por definición de H 
          2)  H0∈     ya que  Na0a ∈=−  

          3) 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈+⇒∈+−=−−⇒≠−

∈+⇒>+⇒=⇒=−
⇒∈−

∈+⇒>+⇒>
⇒∈∈+⇒∈

H1xN)1x(a1xa0xa
у

H1xa1xxa0xa
Nxa

у
H1xa1xax

Hxsi:puesH1xHxSi

Lema

 

            
 
 

Estamos pues en condiciones de aplicar el teorema de inducción completa sobre el conjunto 
H llegando a que H=N 
 
 

Por lo tanto como HbNb ∈⇒∈    al cumplir además que Nbaab ∈−⇒>/  
 

Nota 
 
        Antes de encarar las dos operaciones restantes por necesidades técnicas debemos analizar el orden en N. Un           
razonamiento similar al realizado en la nota anterior nos lleva a que “<” y ""≤  cumplen en N todas las propiedades 
vistas en ℜ a excepción de densidad. Probemos entonces que N es discreto. 
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Teorema 
 
                 1n0;Nn <<∈∃/   
 
Dem   

Consideramos  { }1xу0x;NxH ≥=∈=  
 
          1) NH ⊆   Por definición de H 
          2) H0∈       “         “          “  “· 

          3) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈+⇒≥+⇒≥

∈+⇒≥=+⇒=
⇒∈∈+⇒∈

H1x11x1x
у

H1x111x0x
Hxsi:puesH1xHxSi  

 
Aplicando entonces el teorema de inducción completa tenemos que H=N y por lo tanto todo 

natural esta en H. 
 

O sea todo natural o vale 0 o es mayor o igual que 1. En consecuencia no existen naturales 
entre 0 y 1. 
 
Teorema 
 
                  1ana;Nn)TNa)H +<<∈∃/∈  
 
Dem   

Por absurdo.    Suponemos que 1an01ana;Nn <−<⇒+<<∈∃  
Como Nanan ∈−⇒>    Habiendo encontrado entonces un natural entre 0 y 1; lo cual 

contradice el teorema anterior. 
 
Teorema 
 
                  b1abaSiNb,a ≤+⇒<∈  
 
Demostración a cargo del lector. 
 
Ejercicio     
 

Probar que el producto es una operación en N que cumple: asociativa, conmutativa, neutro, 
es distributiva  respecto a la suma y no cumple la propiedad de inverso.  Demostrar además que la 
división no es una operación en N.  
 

Continuemos con el estudio del orden en los naturales. Antes algunas definiciones de 
carácter general que nos son necesarias. 
 
Definición 
 
                   Consideramos ∅≠ℜ⊆ A;A  decimos que: 
 
1) A está acotado superiormente  Aaak;k ∈∀≥ℜ∈∃⇔     k se dice cota superior de A 
2) A está acotado inferiormente   Aaah;h ∈∀≤ℜ∈∃⇔      h se dice cota inferior de A  
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3) A está acotado   ⇔    A está acotado superior e inferiormente. 
 
 
Ejemplos  

Investiguemos si los siguientes conjuntos están o no acotados superior y/ó inferiormente y 
en caso afirmativo determinemos sus cotas. 
 
                1) { }7x1;xB <≤−ℜ∈=     -1 es cota inferior de B pues Bxx1 ∈∀≤−  también lo es –2  por el mismo  
                                                                   motivo; es más 1h;h −≤ℜ∈∀    h es cota inferior de B 
                                                                   esk7k;k ≥ℜ∈∀ cota superior de B. 
 

Por lo tanto el conjunto B está acotado tanto superior como inferiormente. En pocas palabras 
B está acotado 
 
                    
 
 
 
                 2) +ℜ  
 
                      +ℜ  está acotado inferiormente por el cero y por todos los reales negativos 
                      +ℜ  no está acotado superiormente. 
 
                     ¿El motivo por el cual +ℜ  no está acotado superiormente es que es un conjunto infinito (que tiene 
                       infinitos elementos? 
 
 
 
Definición 
 
 
                    Consideramos: ℜ∈ℜ∈ℜ⊆ myM,A  Decimos que: 
 

                    1) M es máximo de A   
⎩
⎨
⎧

∈
∈∀≥

⇔
AM

AaaM
 

                    

                    2) m es mínimo de A   
⎩
⎨
⎧

∈
∈∀≤

⇔
Am

Aaam
 

 
 
Ejercicio     
 

1)  Demostrar que el máximo (mínimo) de un conjunto si existe es único.  
Si M es máximo de A anotamos M=máxA y si m es mínimo lo hacemos: m=mínA. 
 

2)  Probar: i) –1 es el mínimo de B   ii) B no tiene máximo (sugerimos. hacer una 
demostración  por absurdo)  
iii)  +ℜ no tiene ni máximo ni mínimo. 
 
Observación  
 

Los ejercicios anteriores nos llevan a que un conjunto esté acotado superior (inferiormente) 
no es condición suficiente para que exista máximo (mínimo). 

-1 7 

cotas inferiores 
B 

cotas superiores 



Prof. Daniel Siberio 

A.N.E.P. - CO.DI.CEN. 
Dirección de Formación y Perfeccionamiento Docente 

Departamento de Educación a Distancia 

32

 
 
 
Teorema  Principio de buena ordenación 
                                                                     
                Todo conjunto de naturales no vacío tiene mínimo. 
 

                 Amнnm;Nm
K

NK
=∈∃⇒

⎭
⎬
⎫

∅≠
⊆

 

Dem 
 
       Si  0∈K  Como Kkk00nNnyNK ∈∀≤⇒≥∈∀⊆    Además teniendo en cuenta que en este caso 
                        Kmнn0K0 =⇒∈  
 
        Si  0∉K   Consideramos { }Kkkx;NxH ∈∀<∈=        
 
                          
 
 
 
 
                        La idea consiste en probar que H tiene un “último” elemento 0x  y  su siguiente 1x 0 +  es el mínimo  
                        de K. 
                         
                        Es inmediato que  H0∈  
                        Suponiendo que  H1xHx ∈+∈∀      El teorema de inducción completa nos lleva a   H = N  ⇒  

                       hipуtesislacontradicecualloK
KNKNKhipуtesisPor

HKHdedefporAhora
NKHK

∅=⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=∩⇒⊆
∅=∩

∩=∩⇒
   

 
 
                        En consecuencia la proposición  H1xHx ∈+∈∀  es falsa  H1x;Hx 00 ∉+∈∃⇒  
                        Probemos ahora que Kmнn1x 0 =+  
 
 
                        Como Kkk1xKkkxHx 000 ∈∀≤+⇒∈∀<⇒∈  
                        Por otra parte: Kkk1xH1x 00 ∈∀</+⇒∉+     tomando en cuenta la proposición subrayada 
                        anteriormente tenemos que: K1xk1x;Kk 0000 ∈+⇒=+∈∃  
                        De ambas proposiciones subrayadas concluimos que 1x 0 + es el mínimo de K. 
 
Teorema 
 
                  Todo conjunto de naturales no vacío y acotado superiormente tiene máximo. 
 

Demostración a cargo del lector. Le sugerimos tomar el conjunto de las cotas superiores 
naturales; demostrar que este conjunto tiene mínimo y que este mínimo es el máximo que 
buscamos. 
 
 
Método de Inducción Completa 
 

H

...10
K
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Entendemos por inducción al proceso que nos conduce de una proposición particular a una 
general. Proceso inverso de la deducción que nos lleva de lo general a lo particular. Veamos 
algunos ejemplos: 
 
 
 
 
Ejemplo 1 
 
                  Observemos que:      
 

                                                          

2

2

2

2

52597531

4167531

39531

2431

==++++

==+++

==++

==+

 

                   
                  Parece que: 
 
                                          Nnn)1n2(.........7531 2 ∈∀=−+++++  
 

Hemos hecho una inducción. De algunos casos particulares (cuatro) hemos llegado a una 
proposición gral. 

 
Ejemplo 2 
 
                   Consideramos 41xx)x(f;NN:f 2 ++=→     Observemos que f(0)=41, f(1)=43, f(2)=47, f(3)=53 
                   y 41, 43, 47 y 53  son primos. 
                    
                  Parece que  f(n) es primo  Nn∈∀  
 

Calculemos ahora 17634141)41()41(f 2 =++=  Pero 1763 no es primo ya que es divisible entre 
41 y entre 43. 

Por lo tanto la conclusión a la cual llegamos en el ejemplo 2 es falsa. es verdadera. 
Queda claro entonces que el que una proposición sea válida para algunos casos particulares; 

ello no implica necesariamente que lo sea en general; pero tampoco necesariamente falsa. Veremos 
mas adelante que la conclusión  del ejemplo 1 es válida. 
Es innecesario resaltar la importancia que tendría el disponer de un procedimiento de inducción que 
nos lleve a conclusiones siempre verdaderas. 
 
 
 
 
Ejemplo 3 
 
                  Disponemos de 10.000 fichas de dominó con las cuales formar una fila. ¿Cómo debemos 
proceder para tener la certeza de que se caerán todas. 
 
 
 
                          
                         
     
 1    2    3    4  .................................................h    h+1................................................  
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                  Observemos que saber que se cayeron las primeras cuatro fichas no implica que 
necesariamente se cayeron todas.  Es razonable afirmar que si: 
 
                                         1)  Se cae la ficha 1 
                                         2)  Las fichas están dispuestas de tal manera que si se cae una cualquiera  
                                             necesariamente se cae la siguiente (h+1)    
 
                  Entonces se caerán todas las fichas. 
 
                  Téngase en cuenta que si falla cualquiera de las dos condiciones no necesariamente se caerán 
todas las fichas 
 
                  Por otra parte observemos que si sustituimos la condición 1) por 1’) Se cae la ficha 5 
llegaríamos a la conclusión de que se caen todas a partir de la 5º. 
 
                  En este último ejemplo entró en juego una condición (la 2)) que no lo había hecho en los 
ejemplos anteriores. Intentaremos a continuación formalizar esta idea.  
 
 
 
Teorema   Principio de Inducción Completa. 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥∈∀+⇒ kh;NhV)1h(PV)h(PSi)2
)kparticularennaturalunparaverdaderaesP.propLa(V)k(P)1

naturaleslosareferidanproposiciуunaP
)H  

 
kn;NnV)n(P)T ≥∈∀  

 
 
 
Dem    

Consideramos  { }V)kx(P;NxH +∈=  
 

1) V)k(P)k0(PpuesH0 =+∈  
2) Si H1xHx ∈+⇒∈       Ya que si H1xV)1kx(PV)kx(PHx )2)H ∈+⇒++⇒+⇒∈  

 
 
          De 1) y 2) aplicando el teorema de I.C. tenemos H = N    
          Ahora    kn;NnV)n(P)kkn(PHknNknkn;Nn ≥∈∀=+−⇒∈−⇒∈−⇒≥∈∀  
 
 
 
Ejemplo 

Demostrar que:   1n;Nnn1n2.....531 2 ≤∈∀=−++++  
 
1) La proposición es verdadera para n=1            Efectivamente pues:  211=  
 
El primer miembro al ser una suma y coincidir el primer y el último termino asumimos que tiene un 
solo sumando;  
    el 1. 
 
2)  H) La proposición es verdadera para n=h            2h1h2.......531 =−++++   
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     T)  La proposición es verdadera para n=h+1        2)1h(1h21h2........531 +=++−++++  
 

22

h

)1h(1h2h1h21h2.....531
2

+=++=++−++++
=

 

 
De 1) y 2)  por el principio de inducción completa tenemos que la proposición es verdadera para 
todo natural mayor o igual que 1.  En otras palabras: 
 
                                                  1n;Nnn1n2.....531 2 ≥∈∀=−++++  
 
Nota  

 Los ejercicios correspondientes a este tema así como un desarrollo mas detallado del mismo 
el lector lo tendrá en el curso de matemática básica. 
 
 
NÚMERO ENTERO 
 
 
Definición 
 
                   Denominamos conjunto de los números enteros (anotamos Z) al conjunto formado por 
los naturales y sus opuestos. 
 
                                      { }NxуNx;xZ ∈−∈ℜ∈=  
Teorema 
 

                 
⎩
⎨
⎧

∈
∈+

⇒∈
Zb.a)2

Zba)1
Zb,a  

Dem 

            Si a∈N  y  b∈N  
⎩
⎨
⎧

∈⇒∈
∈+⇒∈+

⇒
Zb.aNb.a

ZbaNba
 

 
           Si a∈N  y  -b∈N    Llamemos n = -b  en este caso Nn∈ .    naba −=+  
                                           Cuando ZbaNnabana ∈+⇒∈−=+⇒≥  
                                           Cuando Z)an(nabaNanna ∈−−=−=+⇒∈−⇒<  
 
                                          Por otra parte: n.a)n.(ab.a −=−=    como Zn.ab.aNn.a ∈−=⇒∈  
 
            Si  -a∈N  y  b∈N     Análogo. 
 
            Si  -a∈N  y  -b∈N    Denominamos bnyam −=−=        En este caso Nn,m ∈  
                     

Zb.aNn.mb.a
ZbaNnmcomo)nm(nmba

∈⇒∈=
∈+⇒∈++−=−−=+

 

 
Nota   

El teorema anterior junto con alguna de las observaciones realizadas en número natural nos 
permiten afirmar: 
           

1) La suma es una operación en Z que cumple: 
 

                                                                                     i) Asociativa 
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                                                                                     ii) Conmutativa 
                                                                                     iii) Neutro ( )Z0N0 ∈⇒∈  
                                                                                     iv) Opuesto 

                                                                                          
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈−⇒∈−

∈−⇒∈
⇒∈

ZaNa
у

ZaNa
ZaSi  

 
             En consecuencia la diferencia también es una operación en Z. 
 

2) El producto es una operación en Z que verifica: 
 

                                                                                             i) Asociativa 
                                                                                             ii) Conmutativa 
                                                                                             iii) Distributiva respecto a “+” 
                                                                                             iv) Neutro.  )Z1N1( ∈⇒∈  
 
                No cumple la propiedad de inverso.  Si ⇒<<⇒≥⇒∈⇒>∈ 101aNa0a;Za a

1  

                                                                           Za
1 ∉⇒    pues entre 0 y 1 no hay naturales ni opuestos de naturales 

                Un razonamiento similar nos lleva a que la división no es una operación en Z. 
 
           3)  El orden en Z verifica todas las propiedades vistas en ℜ a excepción de la densidad. 
 
NÚMERO RACIONAL 
 
Definición 
 
                   Llamamos conjunto de los números racionales (anotamos Q) 
 
                  { }0qZq,pconx;xQ q

p ≠∈=ℜ∈=  

 
En otras palabras llamamos racionales al conjunto de las fracciones; entendiendo por 

fracción el resultado obtenido de realizar el cociente entre dos enteros. 
 
Teorema 

                 
⎩
⎨
⎧

∈
∈+

⇒∈
Qb.a)2

Qba)1
Qb,a  

Dem 

             

( )( )
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∈⇒==

∈+⇒=+=+

⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

∈∈=⇒∈

∈∈=⇒∈

∈

∈

∈

∈

+

Qb.a.b.a

Qbaba

Z'qyZ'p;bQb

ZqyZp;aQa

'q.q
'p.p

'q
'p

q
p

'qq
'qp'pq

'q
'p

q
p

*
'q
'p

*
q
p

*Z

Z

*Z

Z

 

 
Ejercicio 

El teorema recién demostrado nos permite afirmar que “+” y  “.” son operaciones en Q. 
Analizar las propiedades que estas cumplen; así como también el comportamiento de “<” y ""≤ . 
En otras palabras: analizar ),.,,Q( ≤+  

 Inicio 
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 Para_volver_a_Menú 
COMPLETITUD 

 
En el ejercicio inmediato anterior seguramente el lector no encontró diferencias en cuanto a 

los aspectos ya estudiados entre ).,·,,Q(y),·,,( ≤+≤+ℜ    Sin embargo, al comenzar el tema, 
planteamos un problema no resoluble en los racionales (medir la diagonal de un cuadrado de lado 1) 
como motivo para introducir a los números reales. Lo  cual nos conduce a la conclusión de que la 
teoría está sin terminar. 
 

En otras palabras; exclusivamente de los dos primeros axiomas no se desprende ninguna 
diferencia entre ),·,,( ≤+ℜ y ),·,,Q( ≤+ .  Nos falta un tercer axioma que marcará la diferencia entre 
ambas estructuras. Antes de llegar a él necesitamos algunas definiciones. 
 

Dentro de número natural definimos conjuntos acotados, máximo y mínimo de un conjuntos 
de reales. Al hacerlo manejamos como uno de los ejemplos { }71; <≤−ℜ∈= xxB  
                                                                                   
 
 
 
 

Al analizar la acotación superior del conjunto B la primera cota superior que nos viene a la 
mente es 7, vimos también que 7 no es máximo de B. ¿Qué diferencia al 7 de las otras cotas 
superiores?  
 
Definición 
                   Consideramos: ℜ∈ℜ∈∅≠ℜ⊆ yL,A,A . Decimos que: 
                  1) L es extremo superior de A  { }Adeeriorsupacotesk;kmнnL ℜ∈=⇔  
                  2)  es extremo inferior de A   { }Adeeriorinfacotesh;hmбx ℜ∈=⇔  
 
 
Nota   

1)  Por ser mínimo (máximo) de un conjunto el extremo superior (inferior) si existe es único. 
Lo cual nos permite adoptar una notación.  Anotamos == yAtxeL ext A. 
         2)  En otras palabras llamamos extremo superior de un conjunto a la menor de sus cotas 
superiores Y extremo inferior a la mayor de las cotas inferiores.  El extremo superior también se 
denomina supremo, y el inferior ínfimo. 
 
 
Ejercicios  (Parte del repartido 5 del curso presencial) 
                 
                 I) Determinar por inspección si los siguientes conjuntos de reales están o no  
                     acotados; si tienen máximo, mínimo, extremo superior, inferior. En  caso afirmativo 
hallarlos 
. 

                   i) { }A x x x= ∈ℜ − </ 2 2 8           ii) { }B x x x= ∈ℜ + </ . 1 2  

                      iii) C x x
n

n N= ∈ℜ = − ∈⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

/ ; *1 1
    iv) C x x n Nn

n
= ∈ℜ = − −

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ ∈

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
/ ( ) *1 2 4

2
  

 
 
 
 

-1 7 

cotas inferiores 
B 

cotas superiores 
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II) Sea A un conjunto no vacío de números reales cuyo extremo superior es 3 
    Analizar el valor de verdad de las siguientes afirmaciones:  

 
i) Todo número mayor que 3 es cota superior de A 
ii) Todo número menor que 3 pertenece al conjunto A 
iii) Existe un elemento del conjunto A mayor que 26/9. 
iv) No existen elementos de A mayores que π 
v) Si llamamos B al conjunto formado por los opuestos de los elementos de A.     
   Entonces B esta acotadoinferiormente. 
vi) B esta necesariamente acotado superiormente. 
vii) El extremo inferior de B es -3. 

 
n          III) Consideramos: A A⊆ ℜ ≠ ∅ ; L es una cota superior de A  y  l una cota  
                   inferior. Probar: 
                                              i) L A x A x L= ⇔ ∀ε ∈ℜ ∃ ∈ > −+ext /0 0 ε     

                                             ii) l = ext A x A x l⇔ ∀ε ∈ℜ ∃ ∈ < ++
1 1/ ε   

Axioma 3  Axioma de completitud 
 
                  Todo conjunto de reales no vacío y acotado superiormente tiene extremo superior  
 

                                           Atxe
 ntesuperiormecotadoaA

A
A

∃⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫
∅≠
ℜ⊆

 

 
Teorema 
                  ),·,,Q( ≤+  no es completo. 
 
Dem  Entendemos de que una estructura ordenada sea completa si todo subconjunto no vacío y 
acotado superiormente tiene extremo superior. Por lo tanto para demostrar que Q no es completo 
debemos encontrar un subconjunto de racionales no vacío y acotado superiormente que no tenga 
extremo superior. 
 
Consideramos:  { }2x;QxA 2 <∈= +  
 
1) QA ⊆       Inmediato teniendo en cuenta la definición de A. 
 
2) ∅≠A       ∅≠⇒∈⇒<==∈ + AA1211.11yQ1 2  
 

3) A acotado superiormente                   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈+⇒∈

<+−⇒<−⇒<<
⇒∈∀

++ Q2xQx

0)2x).(2x(04x42x
Ax

22
 

                                                       entonces  ⇒∈∀<⇒<− Ax2x02x 2 es cota superior de A 
 
 

Probemos ahora que A no tiene extremo superior en Q ; lo cual haremos por absurdo. 
Supongamos que AtxeL;QL =∈∃     Como QL2 ∈  ya que el orden cumple tricotomía se cumple una 
y solo uno de las siguientes situaciones:  i) 2L2 <     ii) 2L2 =        iv) 2L2 >  
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Tengamos presente que estamos realizando una demostración por absurdo. Pretendemos pues llegar a una contradicción  
Probemos entonces que cualquiera de las tres situaciones nos conducen a una contradicción. 
 
i) Si  L2 < 2     Para generar la contradicción buscamos un elemento de A )L( ε+  mayor que el supuesto extremo  
                        superior. 
 

                        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<ε+

∈ε+
⇔∈ε+

+

2)L(

QL
AL

2
 

 
                        ( ) 222 L2LL ε+ε+=ε+          Si tomamos ε+ε+<ε+ε+⇒ε<ε⇒<ε< L2LL2L10 2222  
 
                        Si encontramos ε  en las condiciones indicadas tal que 2L2L2 <ε+ε+  aplicando transitiva tendríamos 
                       que 2)L( 2 <ε+   como andamos buscando. 
 

                       
1L2

L2L2)1L2(2L2L
2

22
+

−
<ε⇔−<+ε⇔<ε+ε+  

 

                       Como en este caso 
1L2

L20;QQ
1L2

L20L22L
2

00

2
22

+
−

<ε<∈ε∃⇒∈
+

−
⇒>−⇒< +  

                       y además  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧<ε<<ε< +

−
1L2

L2
00

2
,1mнn0tomarbasta10  

 
                       Entonces  ( ) 2L2LL 00

22
0 <ε+ε+<ε+ Como además ALQL 00 ∈ε+⇒∈ε+ +  

                     Pero LL0 00 >ε+⇒>ε        Lo cual es contradictorio ya que hemos encontrado un elemento de A  
                     mayor que el extremo superior. 
 
ii)  Si  L2= 2      Ya demostramos al comienzo del tema que 2L;QL 2 =∈∃/  
 
iii)  Si  L2>2      Para generar el absurdo intentaremos hallar una cota superior de A menor que el extremo superior 
 
                          2L2L2)L( 222 >ε+ε−⇔>ε−  
 

                          
L2

2L2LL2L2L22L2LL2L
2

22222 −
<ε⇔−<ε⇔−>ε−⇔>ε−≥ε+ε−  

 

                         Como en este caso ⇒
−

<ε<∈ε∃⇒∈
−

⇒> +

L2
2L0;QQ

L2
2L2L

2

11

2
2  

                         ( ) entonces2xAxcomo2L2LL2LL 2
1

22
11

22
1 <∈∀>ε−≥ε+ε−=ε−⇒  

                         ( ) AxxLAxxL 1
22

1 ∈∀>ε−⇒∈∀>ε− (téngase presente que estamos trabajando 
                         con reales positivos)   entonces 1L ε−  es una cota superior de A   Pero LL 1 <ε−  
                         Encontramos pues una cota superior de A 1L ε−  menor que el supuesto extremo superior  
                         (menor de las cotas superiores de A) 
 
Como las tres proposiciones que necesariamente se cumplen si AtxeL;QL =∈∃    Entonces A no tiene extremo 
superior en Q  a pesar de ser un subconjunto de Q no vacío y acotado superiormente.  Por lo tanto los racionales no son  
completos. 
 
 
Podemos afirmar entonces que la diferencia entre (ℜ,+,·,<) y (Q,+,·,<) es que la primera es un cuerpo totalmente 
ordenado y completo en cambio la segunda es un cuerpo totalmente ordenado pero no completo 
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Nota  Si el conjunto A del teorema anterior lo consideramos como un subconjunto de los reales (lo cual es 
inmediatamente cierto pues ℜ⊆⊆ QA ) tenemos que: 

                                                                                        AtxeL;L
 tesuperiomen cotadoaA

A
A

3Ax =ℜ∈∃⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫
∅≠
ℜ⊆

 

 
Un razonamiento idéntico al realizado nos lleva a que 2L2Ly2L 222 =⇒>/</  

Probamos entonces que 2L;L 2 =ℜ∈∃   como  QL2r;Qr 2 ∉⇒=∈∃/        Hemos demostrado así la existencia 

de un real no racional, al que usualmente denominamos 2 .     Al conjunto de los reales no racionales )Q( −ℜ  los 
llamaremos irracionales. 
 
 
Nota  Es posible demostrar que el sistema axiomático presentado es consistente y categórico. En otras palabras existe 
efectivamente un modelo que verifica los tres axiomas (consistencia) y cualquier cuerpo ordenado y completo es  el de 
los números reales salvo isomorfismos (categoricidad).  
          Las mencionadas demostraciones escapan a los objetivos de este trabajo. El lector interesado las puede encontrar 
en el trabajo del prof. R.Louro titulado Número Real disponible en las fotocopiadoras de las cercanías del instituto; 
también existen trabajos publicados del mismo autor en la facultad de ingeniería. 
 
Teorema 
                Todo conjunto de reales no vacío y acotado inferiormente tiene extremo inferior. 
 

                                                                             AextL;L
 nteinferiorme acotado  A

A
A

=ℜ∈∃⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫
∅≠
ℜ⊆

  

Demostración a cargo del lector. Sugerimos considerar el conjunto de los opuestos de los elementos de A o sea 
considerar { }Aaconax;xB ∈−=ℜ∈=  y demostrar   1) Bext∃  al que denominaremos L 
                                                                                              2) AextL =−  
(Realice un esquema gráfico para comprender la estrategia indicada) 
 
Ejercicios  (Resto del repartido 5) 
 
                    I)  Sean A B A B⊆ ℜ ⊆ ℜ ≠ ∅ ≠ ∅, , , . Consideramos { }A B x x a b a A b B+ = ∈ℜ = + ∈ ∈/  
                        Demostrar: 
                                         i) Si ∃ ∃ ⇒ ∃ + + = +extA y extB ext A B y ext A B extA extB( ) ( )  
                                        ii) Si ∃ ext A y∃ extB ⇒ ∃ ext ( )A B+   y  ext( A B+ ) =ext A +extB 
      
                   II)  Idem.I) con { }A B x x a b a A b B. / . ,= ∈ℜ = ∈ ∈  sabiendo además que los elementos 
                         de A y de B son positivos o cero. 
 
                   III) Consideramos S y T dos conjuntos de reales no vacíos. 
                          i) Probar que si s t s S t T≤ ∀ ∈ ∀ ∈ ⇒ ∃ ext T extS y extS∃ ≤ ext T   
                         ii) Si con similares hipótesis pero cambiando s t≤ por  s t<  ¿ Puede afirmar 

                            que extS <extT ? ( Sugerencia: analizar { }S x x n Nn= ∈ℜ = − ∈/ *1 { }T x x n Nn= ∈ℜ = ∈/ *1  

 
                   IV) ¿ ),·,,N( ≤+ es completo?  ¿Y ),·,,Z( ≤+ ? 
 
Teorema 
                 El conjunto de los naturales no está acotado superiormente. 
 
Dem Intentaremos probarlo por absurdo: Suponemos entonces que N está acotado superiormente; en otras palabras  
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         suponemos Nnnk;k ∈∀≥ℜ∈∃  
 
        Tenemos entonces: 

                                         N de sup. cota es no 1LNextL;L
 ntesuperiorme acotado  N

N
N

3Ax −⇒=ℜ∈∃⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫
∅≠
ℜ⊆

 

         
absurdo es que losuperior  extremo el quemayor  esy     N1n Pero    L1n1Ln;Nn 0000 ∈+>+⇒−>∈∃⇒   

 
 
Teorema  de Arqúimedes 
                                             +ℜ∈b,a)H                 T)   ba.n;Nn >∈∃  
 
Dem 
          Como N no está acotado superiormente  a

b⇒   no es cota superior de N   ⇒>∈∃⇒ a
bn;Nn  

          ba.n;Nn >∈∃⇒   
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Ejercicios 
                  I)  Probar que Z no está acotado ni superior ni inferiormente. 
 

                  II)  Demostrar que ε<≥∀∈∃ℜ∈ε∀ +

n
1nn;Nn 00  En otras palabras probar que  0

n
1

→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 

                  III) Probar:   
⎩
⎨
⎧ +<≤∈∃

⇒ℜ∈
ъnico es  z)2

1zaz;Zz)1
a  

 
                         z se denomina parte entera de a y lo anotaremos [ ]a  
 
 
Mas precisamente 
 
Definición 
 
                    Sea ℜ∈x ; llamamos parte entera de x (anotamos [ ]x )  a un entero z tal que 1zxz +<≤  
                

                   Ej     [ ] [ ] 22,12,3
2
7

−=−==⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡  

 
 
Teorema: Densidad de Q en ℜ 
 
Η) bab,a <ℜ∈    Τ) bra/Qr <<∈∃  
 
Dem  

 1nanb)ab(nab
n
1;Nnabba >−=−⇒−<∈∃⇒ℜ∈−⇒< +   

           Llamando [ ]naz =  tenemos que 1znaz +<≤  De donde resaltamos 1zna +<  
 
           Por otra parte ⇒−+≥−+⇒−≥−⇒≤ na1zz1znaznaz  

          ⇒−+>−⇒
⎭
⎬
⎫

>−
≤−+

⇒ na1znanb
1nanbcomo

1na1z
 1znb +>  

De ambas desigualdades subrayadas tenemos b
n

1zanb1zna <
+

<⇒<+<    bra;Q
n

1zr <<∈
+

=∃⇒  

  
 
Teorema   

                

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−ℜ∈

−ℜ∈
−ℜ∈−
−ℜ∈+

⇒
⎭
⎬
⎫

−ℜ∈
∈

Q
y
x)4

Qy.x)3
Qyx)2
Qyx)1

Qy
Qx

 

 
 
Dem   

1)  Por absurdo.  Suponemos QyQryQxcomoxryQr;ryx ∈⇒∈∈−=⇒∈=+  
               Lo cual contradice la hipótesis. 
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En el teorema anterior demostramos  que el resultado de operar un racional y un irracional es 
irracional. ¿Qué ocurre si operamos dos irracionales? 
 
 
 
Teorema Densidad de ℜ−Q en ℜ 
 
                                                        H) bab,a <ℜ∈             T) bca;Qc <<−ℜ∈∃  
 
 
Dem   
              b2ra2br2a;Qr2b2aba <−<⇒+<<+∈∃⇒+<+⇒<  

              Como r es racional y 2  es irracional  Q2rc −ℜ∈−=∃⇒  tal que:  bca <<  
 
 
 
Observación    

 
 
Utilizando reiteradamente la densidad de Q en ℜ y de ℜ−Q en ℜ podemos afirmar que en 

un intervalo     cualesquiera de reales hay infinitos racionales e irracionales.Lo cual implica que 
entre dos racionales hay infinitos irracionales y entre dos irracionales hay infinitos racionales.  
 

 Inicio 
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 Para_volver_a_Menú 
FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARÍTMICAS 

 
 
 
Introducción 
 
 

La meta consiste en definir y estudiar propiedades de la función exponencial de base y 
exponente real, así como de su función inversa, la función logarítmica. 
 
 

El procedimiento a seguir es constructivo; primero definiremos la potencia de base real y 
exponente natural, ( a a y n Nn ; ∈ℜ ∈  ) luego la potencia de base real y exponente entero,                  
( a a y z Zz ; ∈ℜ ∈ ), posteriormente la potencia de exponente racional, ( a a y r Qr ; ∈ℜ ∈ ) y por último 
la potencia de base y exponente real ( a b ; a y b∈ℜ ∈ℜ  ). Se tratará en cada caso lograr una definición 
coherente con las anteriores desde el punto de vista de las propiedades algebraicas como las de 
crecimiento. 
 
 
 
Potencia de base real y exponente natural 
 
 
Definición 
 
                Sea a y n∈ℜ ∈N     Si a=0    definimos a n , en este caso 0n =0 ∀ ∈n N *  
                                           Si a≠0 y n=0  definimos a n en este caso a 0 =1 
                                           Si a≠0 y n≠0  definimos a a an n= −. 1  
 
 
Obs:  

 a a a a a1 0 1= = =. .              También observemos que se excluye explicitamente el caso "0" 0  

        a a a a a

a a a a a a

2 1

3 2

= =

= =

. .

. . .
  

 
Teorema      

Si a y b son números reales, m y n naturales excluyendo el caso “ 00  “ se cumple: 

                                   

( )

1

2

3

4

5

) .

) ( )

) . ( . )

)

) .

a a a

a
a

a m n

a b a b

a
b

a
b

a a

m n m n

m

n
m n

n n n

n

n

n

n m n m

=

= ≥

=

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

+

−
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Se demostrará a modo de ejemplo una de las propiedades anteriormente enunciadas 
 
Dem.    1)   a a am n m n. = +      Intentaremos una demostración por inducción completa sobre n. 
 
Primer paso: n=0    a a am m. 0 0= +              a a a a am m m m. .0 01= = = +  
 
Segundo paso    H)  n=h            a a am h m h= +  
                          T)  n=h+1         a a am h m h. ( )+ + +=1 1     
 
          a a a a a a a am h m h m h m h. . . .+ + + += = =1 1    
  
Justifique el lector los pasos dados. 
 
Del primer y del segundo paso utilizando el principio de I.C. podemos afirmar que 
a a a n Nm n m n. = ∀ ∈+   Como tomamos m fijo, pero puede ser cualquiera, entonces 
a a a n N y m Nm n m n. = ∀ ∈ ∀ ∈+  
 
Ejercicios    Probar:  i n Nn) 1 1= ∀ ∈  

                                  

ii n N

iii n N

iv x x n N x n

v x x

vi x x

n

n

n

n n

n n

) ( )

) ( )

) ( )

) ( ) " " "

) ( ) " "

− = ∀ ∈

− = − ∀ ∈

≥ ∀ ∈ℜ ∀ ∈ + ≠

− =

− = −

+

+ +

1 1

1 1

0 0

2

2 1

2 2 2

2 2

2 1 2 1

 

                                              
 
Teorema   Desigualdad de Bernoulli 
 
( ) ;1 1 1+ ≥ + ∀ ∈ ∀α ∈ℜ ≥ −α α αn n n N  
 
Dem   ( Por I.C. )       1er paso  n=0   ( ) .1 1 00+ ≥ +α α  
            

                                ( )
.

( ) . ( ) .1 1
1 0 1

1 1 0 1 1 0
0

0 0+ =
+ =

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ + = + ⇒ + ≥ +

α
α

α α α α  

 
                                 2do paso   H n h hh) ( ) .= + ≥ +1 1α α  
                                                    T) n h hh= + + ≥ + ++1 1 1 11( ) ( )α α  
 

                                 
α++≥α+α++=

=α+α+α+=α+α+≥α+α+=α+ +

)1h(1h)1h(1

h.h1)h1)(1()1)(1()1(
2

2h1h
 

 
Justifique el lector los pasos dados. 
 
Teorema      Siendo a y b números reales, m y n naturales; en condiciones de existencia se cumple: 
 
                  Si a>1        

                             

1 1

2

3 0

)

)

) /

*a n N

Si n m a a

k n N a k

n

n m

n

> ∀ ∈

< ⇒ <

∀ > ∃ ∈ >
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                 Si 0<a<1 

                               

4 1

5

6 0

)

)

) /

*a n N

Si n m a a

n N a

n

n m

n

< ∀ ∈

< ⇒ >

∀ε > ∃ ∈ < ε

 

 
Haremos a continuación alguna demostración a manera de ejemplo. Las propiedades 
1) y 4) aceptan una demostración por I.C. similares a las ya hechas. 
 

Dem 2)  Si n<m ⇒ − >m n 0  aplicando 1) podemos afirmar: a a
a

a am n
m

n
m n− > ⇒ > ⇒ >1 1  

                                
 
Dem 3)   Si a>1 entonces a=1+d con d>0     Ahora a d ndn n= + ≥ +( )1 1    (Bernoulli) 
             Queremos encontrar un n tal que  a kn > .  Si encontramos n que cumpla 
             1+nd>k   por transitiva se verificaría la tesis. 
 

            1 1 1
+ > ⇔ > − ⇔ >

−nd k nd k n k
d

   Como N no esta acotado superiormente 

            ∃ ∈ >
−n N n k
d

/ 1    Volviendo atrás en el razonamiento hecho a kn >  

 
 
Ejercicios  Probar:  i) 0 < < ⇒ < ∀ ∈a b a b n Nn n *  

                               ii Si a y a a n m

iii Si a y a a n m

n m

n m

)

)

> < ⇒ <

< < < ⇒ >

1

0 1
 

 
 
Obs: Consideramos f: N → ℜ  tal que f x a x( ) = . Lo demostrado anteriormente implica que: 
 
              Si a>1    f es estrictamente creciente y no acotada superiormente 
              Si 0<a<1  f es estrictamente decreciente y se aproxima a cero tanto como queramos. 
 

En otras palabras:   Si a>1    
limf x
x

( ) = +∞
→ +∞

        Si 0<a<1        lim f x
x

( ) =
→ +∞

+0   

 
 
Potencia de base real y exponente entero 
 
 
Definición 
 
                Sean:   a z Z∈ℜ ∈,  tal que a z2 2 0+ ≠  ( a y z no simultaneamente nulos) 
                 
               Si z ≥ 0    entonces z N∈  en este caso a z  ya esta definido 

                Si z<0   entonces  z=-n ; n∈N en este caso definimos a a
a

z n
n

= =− 1    (a ≠ 0) 

 
Obs:  No definimos ni “ 0 00 " ni z  con z <0 
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Teorema 
 
              Sean  a y b números reales, p y q enteros en condiciones de existencia se cumple: 
 

                          

1

2

3

4

5

) .

)

) . ( . )

)

) ( ) .

a a a

a
a

a

a b a b

a
b

a
b

a a

p q p q

p

q
p q

p p p

p

p

p

p q p q

=

=

=

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

+

−

 

 
Como ya hicimos demostraremos una propiedad a manera de ejemplo 
 
Dem  

1)   Si p∈N y q∈N    La propiedad ya fué demostrada. 

              Si p∈N y q=-n ; n∈N         a a a a a
a

a
a

p q p n p
n

p

n
= = =− 1  

                                                           Si n ≤ = =− +p entonces a
a

a a
p

n
p n p q  

                                                              Si n>p  entonces  a
a a

a
a

a a a
p

n n
p

n p
n p p n p q= = = = =

−
− − − +1 1 ( )  

Si p=-n y q=-m con n,m∈N 

                                                 a a a a
a a a

a a ap q n m
n m m n

m n n m p q= = = = = =− −
+

− + − − +1 1 1. ( )  

Teorema 
                   Sean: a un real ; p y q enteros; en condiciones de existencia se cumple: 
 
                   Si a>1          1)  a x Zx > ∀ ∈ +1  

                                       

2

3 0

4 0

)

) /

) /

p q a a

k x Z a k

x Z a

p q

x

x

< ⇔ <

∀ > ∃ ∈ >

∀ε > ∃ ∈ <

+

− ε

 

 
                    Si 0<a<1     5) a x Zx < ∀ ∈ +1  

                                       

6

7 0

8 0

)

) /

) /

p q a a

k x Z a k

x Z a

p q

x

x

< ⇔ >

∀ > ∃ ∈ >

∀ε > ∃ ∈ <

−

+ ε

 

Dem 2) 

              
( ) )

( )

⇒ < ⇒ − ∈ > ⇒ > ⇒ >

⇐ < ⇒ > ⇒ > > ⇒ − ∈ ⇒ − > ⇒ <

+ −

− +

p q q p Z aplicando tenemos a a
a

a a

a a a
a

a como a q p Z q p p q

q p
q

p
q p

p q
q

p
q p

1 1 1

1 1 1 0
 

Observemos que utilizamos en la última parte el recíproco de 1)  el cual no esta enunciado, 
pero puede demostrarse fácilmente por absurdo. 

También tengamos en cuenta que en todos los casos estamos trabajando con números 
positivos , lo cual nos permite realizar sin inconvenientes las transformaciones necesarias. 
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Potencia de base real y exponente racional 
 
 
 

Previamente analizaremos el tema de la radicación, pues para tratar la potencia de base real 
y exponente racional nos resulta imprescindible. 

 
 
Si a n N n definir a b b an n∈ℜ ∈ ≥ = ⇔ =2   resulta razonable y previsible; pero antes de dar 

esta definición debemos asegurarnos en que condiciones existe dicho “b” y en caso de existir 
cuantos hay.  
 
 
 

Lema 1       H)     
a b
n N n

b an

,
,

∈ℜ
∈ ≠

>

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

+

0                 T)   ∃ ′ ∈ℜ < >+b b b y b an/ ' '  

 
 
Dem:  Debemos encontrar b’<b ,entonces b’= b(1-d)  con  0<d<1, que cumpla  
         b an' >   o sea que  b d an n( )1 − >  
          En consecuencia la tarea consiste en hallar 0<d<1 para que b d an n( )1 − >  
 
 

Como 0<d<1 ⇒ − ≥ − − > ⇔ − > ⇔b d b nd Bernoulli b nd a nd a
b

n n n n
n

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1  

 

⇔ − > − + ⇔ < − ⇔ <
−

nd a
b

nd a
b

d

a
b

nn n

n
1 1

1
 

 
 

Por hipótesis  b a a
b

a
b

n
n

n

n
> ⇒ < ⇒

−
>1

1
0      como  los reales son densos podemos afirmar que   

 

∃ ∈ℜ < < < <
−

d d tal que d

a
b

n

n
0 0 00 1 0

1
;   volviendo atrás en el proceso anterior tenemos que b’=b(1 −d 0 )  cumple  

b b d b nd an n n n' ( ) ( )= − ≥ − >1 10 0  por otra parte como 0 1 10 0< < ⇒ = − < ∈ℜ +d b b d b y b' ( ) '  
 
 
 
 
 

Lema 2          H)
a b
n N n

b an

, ∈ℜ
∈ ≠

<

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

+

0                  T) ∃ ∈ℜ > <+b b b y b an' ' / ' ' ' '  
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Dem: 

 a,b ∈ℜ ⇒ ∈ℜ+ +1 1
a

y
b

 por otra parte b a
b b a

n
n

n
< ⇒ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= >
1 1 1   aplicando el lema 1 

 

          a   1 1
a

y
b

 tenemos que ∃ ∈ℜ > > ⇒ <+b b
b

b
a b

an
n

' ; ' / '
'

1 1 1  . Llamando b
b

como' '
'

=
1                  

 

a
'b

1
'b

1''byb
'b

1''b
b
1'b

n

n
n <=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=>=⇒>  

 
 
 
 
Teorema 
 

                H) a n N n∈ℜ ∈ ≠+ , ; 0            T) 1
2
) /
)

∃ ∈ℜ =⎧
⎨
⎪

⎩⎪

+b b a
b es unico

n
 

 
 
Dem: 1)       Consideramos { }A x x an= ∈ℜ ≤+ /  la idea consiste en probar: 
                                                                                                                                 I)  ∃ ext A  

                                                                                                                                II)   b an =  
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I) 

     

i A por definicion de A

ii A por hipotesis a a
a

y n a
a

a
a

a
a a a

n

)

)

⊆ ℜ

≠ ∅ > ⇒
+

> ≥ ⇒
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

≥
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

=
+

= + >0 1 1 1 1 1 1 1 1 11  

                               ⇒
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

> ⇒
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

< ⇒
+

∈ ⇒ ≠ ∅
a

a a
a

a
a a

a
A A

n n1 1
1 1

 

     iii)  A acotado superiormente      
                                                      Por hipotesis a>0 ⇒ + > ≥ ⇒a como n1 1 1  

                                                      ⇒ + ≥ + = + > ⇒ + >( ) ( ) ( )a a a a a an n1 1 1 11  
                                                      por otra parte ∀ ∈ ∈ℜ <+x A x y x an,  juntando  

                                                      ambas desigualdades tenemos x an n< +( )1 ⇒  
                                                      x<a+1 ∀ ∈ ⇒ +x A a 1  cota superior de A 
 
 

De i) ii) y iii) aplicando el axioma de completitud podemos afirmar que ∃ ext A  al que  
llamamos “alevosamente” b . 
 
 

II) Nos falta probar que b an =  lo que haremos por reducción al absurdo. Suponemos 
entonces que b an ≠  analizamos dos casos: 
 
 
Si bn < a   Aplicando el lema 2  ∃ ∈ℜ > < ⇒ ∈+b b b b a b An' ' , ' ' / ' ' ' '  pero b b ext A' ' > =  lo  
             cual es contradictorio. 
 
 
Si bn > a   Aplicando el lema 1 podemos afirmar que ∃ ∈ℜ < >+b b b b an' ; ' / '   Por otra  
             parte como ∀ ∈ < ⇒ >x A x a b xn n n'   teniendo en cuenta además que tanto  
             b’ como x son positivos  entonces b’>x ∀ ∈ ⇒x A b’ cota superior de A 
             Pero b b ext A' < =  lo cual genera el absurdo. 
 
Por lo tanto b an =  . Probemos por último la unicidad. 
 
 
Dem: 2) Suponemos que ∃ ∈ℜ =+b b an

1 1/   Intentaremos demostrar que b b1 =  por abs. 
              Si b b b b a a Absn n

1 1< ⇒ < ⇒ < .   
              Si b b b b a an n

1 1> ⇒ > ⇒ >    Abs.  
              Por lo tanto b b1 =   lo cual implica que b es único. 
 
 

Observemos que la unicidad no se desprende de la unicidad del extremo superior de un 
conjunto pues se podría encontrar b ; b an =   por otro camino distinto. 
 
 
Observaciones:   
 
                       Si a=0    ∃ ∈ℜ = =0 0 0/ n a   y además es el único 
                       Si a>0 y n es par   por el teorema anterior  ∃ ∈ℜ =+b unico b an/   
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                       Pero ( )− = =b b an n  por ser n par. 
                       Si a>0 y n impar    por el teorema anterior   ∃ ∈ℜ =+b unico b an/   
                       Además  0xxpuesax/0x;x nn ≥ℜ∈∀=≤ℜ∈∃/ −   por ser n impar.. 
                       Si a<0 y n par   /∃ ∈ℜ = ∀ ∈ℜ ≥b b a pues x xn n/ 0  por ser n par. 
                       Si a<0 y n impar    a<0 ⇒ − >a 0  aplicando el teorema anterior tenemos 
                                                     ∃ ∈ℜ = − ⇒ − = /= − = −+b unico b a b a como n b bn n n n/ ( )2   por lo tanto 
                                                     ∃ − ∈ℜ − =−b b an/ ( ) . 
 
 
En resumen: Si a=0 y n ∈N   n>0 ∃ ∈ℜ =0 0 0/ n  y es el único 
                     Si a ∈ℜ = ∃ ∈ℜ − ∈ℜ = − =+ + −y n b y b b b an n/ ( )2   y son los únicos dos. 
                     Si a ∈ℜ /= ∃ ∈ℜ =+ +y n b b an/2  y es el único. 
                     Si a y n x x an∈ℜ = /∃ ∈ℜ =− /2   
                     Si a y n b b an∈ℜ /= ∃ − ∈ℜ − =− − / ( )2   y además es el único. 
 
 
Lo que nos conduce a la siguiente: 
 
 
 

Definición      a n N n∈ℜ ∈ ≥ 1                  1) Si a ≥ 0  definimos a b b a
b

n
n

= ⇔
=

≥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ 0
 

                                                                          2) Si a y n definimos a b b an n< /= = ⇔ =0 2  
 
 
Obs:  
 
        Siendo a n N n a enn∈ℜ ∈ ≥ ℜ + ≤, ( , ,., )1  está definida: si n es par solamente para 
       a ≥ 0 , si n es impar para todos los a reales. 
       También observamos que cuando está definida Sig a Sig an = ( ) , en particular si n  es par an ≥ 0 . 
 
 
Teorema 
 
          Siendo a,a’ números reales, n y p naturales no nulos; en condiciones de existencia se cumple: 
                                            

                                             1) ( )a an n
=  

                                            
( )

2

3

4

5

6

7

22 2 12 1) ) )

) .

)
' '

)

)

)

i a a ii a a

a a aa

a
a

a
a

a a

a a

a a

nn nn

n n n

n

n
n

n p pn

np pn

n pnp

= =

′ = ′

=

=

=

=

++
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Dem 2) i)  Como a n2 0≥    aplicamos la parte 1) de la definición. 

                 Debemos probar: a a
I a a

II a
nn

n n
22

2 2

0
= ⇔

=

≥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

)

)
 

I) ( ) ( )a a a an n n n2 2 2 2= = =              II) ya fué demostrado en las propiedades de valor absoluto. 
 
 
Ahora sí estamos en condiciones de tratar la potencia de exponente racional. 
 
 
Definición 

                 
a a r Q r

p
q

con p Z y q N q

Definimos a a ar
p
q pq

∈ℜ ≥ ∈ ⇒ = ∈ ∈ ≥

= =

0 1,
 

 
   . 

Por ejemplo: 8 8 64 4
2

3 23 3= = =  
 

Nota:  Si p
q

p
q

a a
p
q

p
q= ⇒ =

'
'

'
'            

 
a a a a a a

p
q

p
q

pq qp

p
q pq pqqq p qqq pq

p
q= = = = =

= ⇒ =

'' '' ''
'
'

(*)

(*)
'
'

' '

 

 
Teorema 
 
                Sean a,b ∈ℜ ∈+, '0 r y r Q   se cumple: 
 
                                                                                  1)  a a ar r r r. ' '= +  

                                                                                  2)  a
a

a
r

r
r r

'
'= −  

 

( )

3

4

5

) . ( . )

)

)
' . '

a b a b

a
b

a
b

a a

r r r

r

r

r

r r r r

=

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

 

 
 

Dem 1)       r Q r
p
q

con p y q Z q∈ ⇒ = ∈ ≥; 1            r Q r
p
q

con p y q Z q' '
'
'

' ' ; '∈ ⇒ = ∈ ≥ 1 
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a a a a a a a a a a a a a ar r
p
q

p
q pq pq pqqq pqqq pq pqqq pq pqqq

pq pq
qq

p
q

p
q r r. . . . .'

'
' '' '' '' ' '' ' ''

' '
'

'
' '= = = = = = = =+

+
+

+
 

 
 
 
Teorema       
 
 
                a r y r Q∈ℜ ∈'             Si a>1 se cumple:  1 1) a r Qr > ∀ ∈ +  
 

                                                                                        
2

3 0

4 0
0

1

0

1

) '

) /

) /

'r r a a

k r Q a k

r Q a

r r

r

r

< ⇔ <

∀ > ∃ ∈ >

∀ε > ∃ ∈ <

+

− ε

 

                                                                           
                                                           Si 0<a<1              5 1) a r Qr < ∀ ∈ +  

                                                                                        
6

7 0

8 0
0

1

0

1

) '

) /

) /

'r r a a

k r Q a k

r Q a

r r

r

r

< ⇔ >

∀ > ∃ ∈ >

∀ε > ∃ ∈ <

−

+ ε

 

 
 
 
 
Dem  

 

1)      ∀ ∈ = ∈ ⇒ = =+ +r Q r
p
q

con p y q Z a a ar
p
q pq  

               a y p Z a a ap r pq
> ∈ ⇒ > ⇒ = >+1 1 1 (*)  

 

(*) si a a apq pq q
p≤ ⇒ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ ≤ ⇒ ≤1 1 1   lo cual contradice que a p > 1  

 
Ejercicios  (Repartido 6 del curso presencial) 

I) Resolver en ( )ℜ + ≤, ,•, :         i) x x + ≤3 0          ii) x
x

3

1
0

+
>         iii) ( )x x+ − <3 4 0  

iv) x x+ − ≥4 0           v) ( )x x+ − ≤2 1 023           vi) 2 3 1
5

0−
+
+

≤x x
x

     vii) x x x
x

+ −
−

+
<3 5 1

3
0   

 
II) Idem. 
 
                   i) x x+ − =3 2 0         ii) x x+ − =1 13         iii) x x x x+ − = + −2 21 4 4 1  
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III) Idem. 
 
                      i) x x+ > −1 1        ii) x x+ + − <7 1 2 0         iii) ( )1 1 5 3− + ≥ −x x x  
 

                     iv) 2 1 2
2 1

2x
x

+ +
+

≥         v) x x x+ > + + −6 1 2 5  

 
 
IV) Ídem. 
 
                     i) 8

4
0

2x x −
<           ii) x x 2 1 0+ ≥           iii) 2 1 3 0x + − >  

 

                   iv) x x

x

+

−
≤

3

1
0

5

26
        v) ( )

( )
x x x x

x x
+ −

+ +

+
>1 2 5 8

3 1
03

2

2 23
 

 
V) Ídem. 
 
                   i) x x2 1 2− = +           ii) x x2 1 3+ = +           iii) x a x a+ = +  
 
VI) Ídem. 
 
                  i) ( )2 2 4 32x x x− ≤ − +        ii) x 2 4<       iii) x 2 1 1+ ≤  
 

                 iv) x x2 21 2+ < +        v) x x2 21 2− ≤ −        vi) x x x+ − < −1 4 1  
 
 
VII) Probar que 2 3+  es irracional. ( Sug. proceder por absurdo y tener en cuenta que 2  es un 
irracional ). 
 

VIII) Consideramos a b, ∈ℜ +  Probar:  a
b

a b
a b

< ⇔
+
+

>2 2 2  
 
 
Respuestas: 
 
                  I)  i) [ ]−3 0,      ii) ( ) ( )−∞ − ∪ +∞, ,1 0      iii) ( )−∞ −, 3      iv) [ ]0 4,  

                       v) ( ] [ ]−∞ − ∪ −, ,2 11      vi) { }− 1
3 2,      vii) ∅  

                  II)  i) { }1      ii) { }10      iii) ∅  

                  III)  i) [ )−13,      ii) ( )2,+∞      iii) 3 7 17
2

, +⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

     iv) ( )− +∞1
2 ,      v) [ ]5

2 3,  

                  IV)   i) ( )−∞ −, 2      ii) [ )0,+∞      iii) ( ) ( )−∞ − ∪ +∞, ,2 1      iv) [ )− −3 1,   v) ( ) ( )−∞ − ∪ +∞, ,2 4  

                  V)    i) { }−5
4      ii) { }−12,      iii) { }− −a a,1  

                  VI)   i) ( ]−∞,1      ii) ( )−4 4,      iii) { }0      iv) ℜ      v) ∅     vi) [ )1,+∞  
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Vamos a intentar ahora definir y estudiar la potencia de base y exponente real. 
 
 
Potencia de base y exponente real 
 
 
Teorema 
 

                     H) { }
a b a

A a r Q r br

,

/ ;

∈ℜ >

= ∈ℜ ∈ ≤

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1
                T ext A) ∃  

 
Dem:    Intentaremos utilizar el axioma de completitud, para lo cual debemos probar: 
 
           i) A ⊆ ℜ  lo cual se cumple por la propia definición del conjunto A 
           ii)  A b b≠ ∅ − <1  aplicando densidad de Q en ℜ podemos afirmar:  
                               ∃ ∈ − < < ⇒ ∈ ⇒ ≠ ∅r Q b r b a A Ar

0 01 0/  
           iii)  A acotado superiormente.     

           
b b r Q b r b

como a A r b
r r a Ar

r< + ⇒ ∃ ∈ < < +

∀ ∈ ≤

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ < ∀ ∈

1 11 1
1

/
 como además a>1 tenemos que 

 
          a a a A ar r r r< ∀ ∈ ⇒1 1  es cota superior de A y por lo tanto A está acotado superiormente. 
 
De i) ii) y iii) aplicando el axioma de completitud podemos afirmar que ∃extA . 
 
 
Definición 
                Consideramos a y b∈ℜ ∈ℜ+  
                                                     Si a>1  definimos  { }a ext a r Q r bb r= ∈ℜ ∈ ≤/ ;  

                                                     Si a=1  definimos  a b b= =1 1 

                                                     Si 0<a<1  definimos  a
a

b
b

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−1     observese que si 0 1 1 1< < ⇒ >a
a

 

 
Teorema 
 
                  Siendo a a b y b, ' '∈ℜ ∈ℜ+  se cumple: 
 

                                                                                       

( )

1

2

3

4

5

) .

)

) ' ( ' )

)
' '

)

' '

'
'

' . '

a a a

a
a

a

a a aa

a
a

a
a

a a

b b b b

b

b
b b

b b b

b

b

b

b b b b

=

=

=

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

+

−
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En este caso no demostraremos ninguna de las propiedades enunciadas pues las 

complicaciones técnicas que ello implica exceden los objetivos de este trabajo. 
 
 
Teorema   Consideramos: a x x∈ℜ ∈ℜ+ '  
                                                
                  Si a>1   se cumple:   1 1) a xx > ∀ ∈ℜ +  

                                                    

2

3 0

4 0

) '

) /

) /

'x x a a

k x a k

x a

x x

x

x

< ⇔ <

∀ > ∃ ∈ℜ >

∀ε > ∃ ∈ℜ <

+

− ε

 

               
                 Si 0<a<1  se cumple:  5 1) a xx < ∀ ∈ℜ +  

                                                     

6

7 0

8 0

) '

) /

) /

'x x a a

k x a k

x a

x x

x

x

< ⇔ >

∀ > ∃ ∈ℜ >

∀ε > ∃ ∈ℜ <

−

+ ε

 

 
 
Dem  

1)     ∀ ∈ℜ ⇒ >+x x 0 aplicando densidad de Q en ℜ  ∃ ∈ > >r Q x r0 0 0/  como a>1 entonces 
a r0 1> .Por otra parte { }a ext a r Q r xx r= ∈ℜ ∈ ≤/ ;  tenemos entonces un elemento del conjunto ( )0ra  
mayor que 1, en consecuencia el extremo superior es también mayor que uno. En definitiva 
a xx > ∀ ∈ℜ +1 . 
 
 
Ejercicios  (Repartido 7 del curso presencial) 
 
I) Resolver en ),·,,( ≤+ℜ :                
                                            i) x2x3 93 =+        ii) 19 1x2 =+        iii) 5x3x 416.2 +=        iv) 043.53 xx2 =+−  
 

   v) 082.64 xx =+−                vi) 4
3
13
x

1x =++                vii) 03)xx( x
1

2 =+                viii) xx2 55.x =  

 

   ix) 1x
x

1x
x

2 7.27)xx( ++ =−  
 
 
II) Ídem:     

                  i) 0)x2x(5 2x
1x

≤−
−

      ii) 1x
x

1x
x

2 7.27)xx( ++ >−       iii) 051 4x 2

≥− −       iv) 1)2,0( x2x 2

<−  
 
                 v) 4xx2x 55

2 −− >       vi) 0)3,0()3,0( 3x2xx 2

≥− +−       vii) 1x1x 22

107 −− ≤  
 
 
III) Ídem:             

                   i) 3x2x 93 +=        ii) ( ) 14
x2x3 =

−−        iii) 44 1x2 −=+        iv) 0
25
15 2x3 =−+        v) 2433 x =  

 

     vi) 0210.310 xx2 =+−         vii) 03
3
1.2

9
1 xx

=−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛         viii) 36333333 4x3x2x1xx =++++ −−−−  
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     ix) 05).xx( x2 =+         x) 1x
x

1x
x

2 2.x22)3x( ++ =−         xi) 075 3x24x3 =− −+         xii) 4x21x 6.711 ++ =  
 

     xiii) ( )xx xx =         xiv) 
1xx 3

5
13

24
−

=
−

+         xv) 3x2x1xx3x2x1xx 33332222 ++++++ +++=+++  

 
     xvi) 842 xx =  
 
 
IV) Ídem:          

                 i) 05)xx( x
1

2 <+        ii) 1x
x

1x
x

2 2.32)x2x( ++ ≥−        iii) 1
5
1 1x

2x3

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+

      iv) 1)72,0( 12x7x 2

<+−  

                v) 2x58127 −≤         vi) 2562 2x
1x 2

≤−
−

        vii) 2x5x 8127 −≤  
 
 

V) Consideramos: )m(mmx2x)3m()x(f;:f 2
mm ℜ∈+++=ℜ→ℜ  

                               1mx)1m(xm)x(g;:g 2
mm ++++=ℜ→ℜ  

 
1) i) Determinar los valores de m para que  ℜ∈∀> x1)x(f m                                         

ii) Para m hallado en i) verificar que ( ) ℜ∈∀> x1)x(f )x(g
m

m   
 

2) Hallar los valores de m para que la ecuación  )x(g)x(g mm 3.439 =+   tenga todas sus raíces reales 
menores que 1     
(Parte de uno de los ejercicios propuestos en el examen del  23/7/93) 
 
 
 
 
VI) Sea mx)1m3(xm)x(f;:f 2

mm +++=ℜ→ℜ  
 

A) i) Investigar si existen valores de m para los cuales ℜ∈∀> x0)x(f m  
ii) Ídem ℜ∈∀< x0)x(f m  

 
B) Hallar los valores de m para que la ecuación  0222 )x(f3)x(f mm =+− −   tenga dos raíces  

reales menores que –1.                                                                                                                    
                 

                C)    Para m=-3  resolver en ),·,,( ≤+ℜ :        i) 0
4
12

2
1

x
)x(f1 m ≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−
−  

 
                                                                                        ii) )1x(2)x(f1 m −<−  

 
( Ejercicio propuesto en el examen del 28/12/92 ) 
 
 
 
 
 
 

 



Álgebra I 

A.N.E.P. - CO.DI.CEN. 
Dirección de Formación y Perfeccionamiento Docente 
Departamento de Educación a Distancia 

58

Logaritmación 
 
 

 Definir  logb
ca c b a= ⇔ =   es lo más previsible; para ello debemos investigar previamente 

la existencia de dicho “c” y en caso de que exista, cuantos “c” hay. Por lo tanto antes de la 
definición prevista tratemos las siguientes proposiciones 
 
 
Lema 1 

                H
a b y c
a

a cb

)
, ∈ℜ
>

<

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

1                  T b b b a cb) ' ; ' / '∃ ∈ℜ > <  

 
Dem: 

 Debemos encontrar b’>b / a cb' <   si encontramos n N∈  tal que a c
b

n
+

<
1

  tendriamos que el 

b’ que andamos    buscando es b
n

+
1  . 

 

a c a a c a c
a

a c
a

a c
a

a n a
b

n b n n
b

n

n

b

n

b

n
n

+
< ⇔ < ⇔ < ⇔

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ <

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇔ <
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

> > ⇒ >
1 1 1 1 1

1 0 1* (*)  

 

Por hipótesis a c c
a

b
b

< ⇒ > 1  aplicando una de las propiedades de la potencia de exponente natural 

∃ ∈
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

>n N c
a

a
b

n

0

0

/ volviendo atrás en el razonamiento anterior  tenemos que a c
b

n
+

<
1

0 . 

 

Llamando b b
n

' = +
1

0
  entonces  b’>b  y  a cb' <           

 
Lema 2 

              H
a b c
a

a cb

)
, , ∈ℜ
>

>

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

1                T)  ∃ ∈ℜ < >b b b a cb' ' ; ' ' / ''  

 
Demostración análoga. 
 
Teorema 

                 H
a

b b
)

∈ℜ

∈ℜ ≠

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

+

+ 1
              T c b a

c es unico

c
) ) /

)
1
2

∃ ∈ℜ =⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

 
 
Dem:    Si b>1      Consideramos { }A x b ax= ∈ℜ ≤/   
                             La idea consiste en probar:    I extA al que llamaremos c) ∃  
                                                                            II) b ac =  
 
I) i) A ⊆ ℜ   por la propia definición del conjunto A. 
    ii) A b a x b a x A Ax≠ ∅ > ∈ℜ ⇒ ∃ ∈ℜ < ⇒ ∈ ⇒ ≠ ∅+ −1 0 0

0/  



Álgebra I 

A.N.E.P. - CO.DI.CEN. 
Dirección de Formación y Perfeccionamiento Docente 
Departamento de Educación a Distancia 

59

    iii) A acotado superiormente.  
 

                                            
b a x b a

como x A b a
b b x A

x

x
x x> ∈ℜ ⇒ ∃ ∈ℜ >

∀ ∈ ≤

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ < ∀ ∈

+ +1 1
1

1
/

 

 
además b>1 entonces x x x A x< ∀ ∈ ⇒1 1  es cota superior de A. 
 
De i) ii) y iii) aplicando el axioma de completitud tenemos que ∃ ext A  al que denominamos c. 
 
II) Nos falta demostrar que b ac =  , lo que haremos por absurdo. 
                     
                 Si bc<a  aplicando el lema 1 ∃ ∈ℜ > < ⇒ ∈ > =c c c b a c A pero c c extAc' ; ' / ' ''  
                             lo cual es absurdo. 
 
 
                 Si bc>a  aplicando el lema 2  ∃ ∈ℜ < > ∀ ∈ ≤ ⇒c c c b a como x A b ac x' ' ; ' ' / ''  

                             ⇒ < ∀ ∈
>

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ < ∀ ∈ ⇒

b b x A
ademas b

x c x A
x c''

' '
1

 c’’ es cota superior de A 

                             pero c c ext A' ' < =  Abs. 
 
                  
Por lo tanto si b a y b a entonces b ac c c/< /> =  
 
 

          Si 0<b<1 ⇒ > ⇒ ∃ ∈ℜ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⇒ =−1 1 1
b

d
b

a b a
d

d/   llamando c=-d tenemos que: 

                         ∃ ∈ℜ =c b ac/  
 
 
2) Unicidad     Suponemos que: ∃ ∈ℜ =c b ac

1
1/   por 1) ∃ ∈ℜ =c b ac/  entonces 

                       
b b
ademas b

c c
c c1

1 1
=

≠

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ =     En consecuencia c es único. 

 
 
Definición 
 
                Consideramos: a b y b∈ℜ ∈ℜ ≠+ +, 1  
                Definimos logb

ca c b a= ⇔ =  
 
 
 
Ejer: 1) Calcular: i ii iii iv v a vi bb a b) log ) log ) log ) log ) log ) log2 10 48 1000000 2 1 α  
        2) ¿Porqué en la definición exigimos a b y b≥ ≥ ≠0 0 1 ?  
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Teorema 
 
                Siendo: a a b b b b, ' , ' '∈ℜ ∈ℜ ≠ ≠+ + 1 1  se cumple:                        

                                                                                                      

1
2

3

4

5

)
) log log ' log '

) log log ' log
'

) .log log ( )

) log
log
log

( )

log

'

'

b a
a a aa

a a a
a

c a a c

a
a
b

cambio de base

b a

b b b

b b b

b b
c

b
b

b

=
+ =

− =

= ∈ℜ

=

 

Dem 1): 

                 
Si a c b a

como c a
b ab

c

b

ab
log

log
log= ⇒ =

=

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ =  

 
Dem 5):  
 

             Debemos probar: log
log
log

log . log log ''

'
' '

log .log'
b

b

b
b b b

b aa
a
b

b a a b ab b= ⇔ = ⇔ =  

 
Demostremos esta última igualdad. 
 

( ) ( )b b b ab b b
b bb a b a a' 'log log log log log' '= = =        l.q.q.d. 

 
Pasamos ahora al crecimiento de la función logarítmica. 
 
 
Teorema 
 
                 Consideramos a y b dos reales positivos. 
 
 
                 Si b>1    se cumple:   1 0 1) ) logi a ab > ⇔ >  
                                                        ii) logb a a< ⇔ <0 1  

                                                    
2
3 0 1
4 0 0 1

) ' log log ' ( ' )
) ( ) / log
) ( ) / log

a a a a a
k x x x k
k x x x k

b b

b

b

< ⇔ < ∈ℜ
∀ > ∃ ∈ℜ > >

∀ > ∃ ∈ℜ < < < −

+

 

 
 
                Si 0<b<1   se cumple   5 0 1) ) logi a ab > ⇔ <  
                                                          ii) logb a a< ⇔ >0 1  

                                                      
6
7 0 0 1
8 0 1

) ' log log ' ( ' )
) ( ) / log
) ( ) / log

a a a a a
k x x x k
k x x x k

b b

b

b

< ⇔ > ∈ℜ

∀ > ∃ ∈ℜ < < >
∀ > ∃ ∈ℜ > < −

+

 

 
 

Dem 1) i)      ( )⇒       H
b

ab
)

log
>

>
⎧
⎨
⎩

1
0

             T a) > 1  
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                      log log

b
aa y b b ab> > ⇒ > ⇒ >0 1 1 1 

 

                    ( )⇐        H
b
a

)
>
>

⎧
⎨
⎩

1
1

                 T ab) log > 0  

 
                        por absurdo; suponemos logb a ≤ 0   como b>1 entonces: 
                        b ab alog ≤ ⇒ ≤1 1   lo que contradice la hipótesis. 
 
 
Observación 
 
                         Si b>1 y a>0            logb a a a> ⇔ > ⇔ − >0 1 1 0  

                                                          log
log

b

b

a b a a a
a a a

= ⇔ = ⇔ = ⇔ − =

< ⇔ < ⇔ − <

0 1 1 0
0 1 1 0

0
 

 
Por lo tanto:     Si b>1 y a>0   ( )Sig a Sig ablog ( )= − 1  
 
 
Ejercicios: Probar: 
                            1) Si 0<b<1 y a>0    ( )Sig a Sig ablog ( )= −1  

                            2) En general: si b>0 a>0 y b ( )≠ = − −1 1 1Sig a Sig a bblog ( )( )  

                            3) Si b a Sig a Sig a ab> ≠ = − +1 0 1 1log ( )( )  

                           4) Bosquejar las gráficas de la función exponencial ( f f x a x: ( ) =  ) para a>1 
                               y para 0<a<1. También las gráficas de la función logarítmica  
                             ( : ( ) logf f x xb= ) para b>1 y para 0<b<1. 
 
 
Ejercicios   (Repartido 8 del curso presencial) 
 
 
I) Resolver en ),·,,( ≤+ℜ :        
                                            i) )1x2(log1)2x(log 33 −=+−                   ii) 3)4x3(log)8x(log2 24 −−=−  
iii) 7xlogxlogxlog 2416 =++            iv) 3)2x(logxlog 3

8
4

16 =++            v) 22log2xlog 4x
2

2 =+  

vi) 5
x

2x
3x

10x
x2

x
x2 xlogx3logx3xlog2log

22

=−++ −  
 
 
II) Sean :  )x2p(log)x(g;:gy)2x3(log)x(f;:f 2xx −=ℜ→ℜ+=ℜ→ℜ  
 
             i) Hallar p sabiendo que f(2)-g(2)=1        
             ii) Para p hallado estudiar dominio y signo de f  y de g 
             iii) Resolver en ),·,,( ≤+ℜ :    f(x)-g(x)=1 
 

III) Consideramos la igualdad      )bn(alog
1i
bia

log
n

0i

+=
+
+∑

=

 

  
 
              i) Hallar a y b sabiendo que la igualdad anterior se cumple par n=0  y  n=1       
              ii) Para a y b hallados probar que la igualdad se cumple Nn ∈∀  
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              iii) Probar que : Nnk)bn(alogk
1i
bia

log
n

0i

k

∈∀ℜ∈∀+=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+
+∑

=

 

              iv) Calcular: 

                                   ∑
= +

+20

10i 1i
bia

log  

 
 
IV) Resolver en ),·,,( ≤+ℜ : 
                                              i) 0)1x3(log 2 ≥−             ii) 0)x5(log

2
1 ≤−             iii) 0)1x(log 2

2x ≥−+  

iv) 2)x34(log x ≤−             v) )1x(log)2x3(log x2x2 −<+ −−  
 
 
V) Consideramos )3x2(log)x(f;:f x4 +=ℜ→ℜ −  
              i) Estudiar dominio y signo de f.         
              ii) Hallar  a<2  sabiendo que la ecuación  )5axx3x(log4)x(f.2 23

)x4( 2 −++= −  
              iii) Para a hallado resolver completamente la ecuación anterior. 
              iv) Para a hallado resolver en 1)x(f:),·,,( ≤≤+ℜ  
 
 
VI) i) Sabiendo que la ecuación  2)1x(2log)ax(log 1x1x

=−−+ ++
  tiene raíz 3 ; hallar a 

       ii) Con el valor de a hallado resolver en 2)1x(2log)ax(log:),·,,( 1x1x
≥−−+≤+ℜ ++

 
 
VII) Resolver en :),·,,( ≤+ℜ     
                                                    i) 1)9x(log 2

3x =−+                         ii) )5x(log4)x3(log 22 −=+−  

 iii) )1xlog()x3log(2x2log +−−=                iv) 2
2x
1x3log

3
2 −>

−
+                 v) 1)8x(log 4x 2 ≥+−  

  vi) 1
7

x5log
4

3x >
−

+  

 

VIII) Resolver en :),·,,( ≤+ℜ  
                                                        i) xlog3xlog1 100x ++ =                       ii) 6log5logx)21(logx x +=++  

  iii) 
⎩
⎨
⎧

=

=+

256xy

50)ylogx(log7 xy          iv) 0
)x5(log1

2x

1x

≥
−−

+

+

          v) 032log)1x(log2 1x2 ≥−+− −  

vi) 0
)2x(log
)2x3(log

x3log
2

4

x9

2
x

2x ≤
+

−
−  

I 
IX) A)  Resolver en :),·,,( ≤+ℜ  
                                                   i) 2)xx(log 2

2x =−−             ii) 2)xx(log 2
2x ≥−−  

 
                                                   iii) 1xxlog 2

2x ≥−−         iv) 1)xx(log 2
2x ≤−−  

 
B) Sea { } 1;2xx(log/xA 2

1x ≠αℜ∈α=α++αℜ∈= −    

i) Probar que si :  A
x
1Ax

0
0 ∉⇒∈      

ii) Determinar α  para que  φ=A  
                                                                                 (examen propuesto en julio de 1992 ) 
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Respuestas: 
 
                      I)    i) { }5         ii)  { }12         iii)  { }16         iv)  { }2         v)  { }2         vi)  { }4

11  

                      II)   i) a=1       ii)  { }2
1

fD −ℜ= +   ( ) { }1,1,010,Dg −−−∞=        iii)  
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ +

2
657,2  

                      III)  i)  a=1    b=2      iv) 2log2
1  

                      IV)   i) [ )+∞,3
2        ii) ( ]4,−∞        iii)  [ ) [ )+∞∪−− ,21,2        iv)  (0,1)       v)  (1,2) 

                      V)  i) ( ) { }34,D 2
3

f −= −        ii)  4a −=       iii)  { }2,1−       iv) [ )3,3
1−  

                      VI)  i)  a=11      ii)  [ )+∞,3  
                       VII)  i) { }4        ii)  φ        iii)  { }1        iv)  ( )3

1
3

22 ,−−        v) [ ) ( ]4,55,3 ∪−−  
                           vi) ( )1,11

1−                        
                 VIII)  i) { }100

1,1000           ii) { }1            iii) x=2  e  y=128   ó     x=128  e  y=2 
                            iv) )5,2()0,1( ∪−       v) ( ] [ )+∞∪+ ,321,2       vi) φ        
                  IX)  i) –3     ii) ( ] ( ]2,1, 3

2
2
1 ∪        

                   X)   A)  a) φ       b) ( )+∞,3       c) ( ] ),3(,1 3
4 +∞∪       d) [ ) [ )2,20,2 ∪−  

                               
 
 

 Inicio 
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 Para_volver_a_Menú 

DIVISIBILIDAD 
 
DIVISIBILIDAD EN (N,+,.,<) 
 
 
Frente a la imposibilidad de realizar la división exacta en todos los casos dentro de la estructura de 
los naturales definiremos la división entera que seguramente como todos sospechamos una buena 
definición puede ser:  
 

                                                                        
a b
r q

a bq r
r b

⎫
⎬
⎭
⇔

= +
<

⎧
⎨
⎩

 

 
Si somos rigurosos previamente a esta definición debemos discutir en que condiciones 
existen q y r , y cuando ello ocurre cuantos “q” y cuantos “r” hay. 
 
Teorema 

                   H) a N b N
b
∈ ∈
≠

⎧
⎨
⎩

,
0

             T) 1
2
) , /
) cos
∃ ∈ = + <⎧

⎨
⎩

q r N a bq r y r b
q y r son uni

 

 
Dem: 
       Consideramos H= { }x N bx a∈ ≤/  Intentaremos demostrar que H tiene máximo y que este es el 
“q” de la tesis. Para ello utilizaremos el principio de buena ordenación. 
 
i) H⊆ N  por la propia definición de H. 
ii) H ≠ = ≤ ⇒ ∈φ pues b a H: .0 0 0  

iii) H acotado superiormente.  Efectivamente cualquier natural mayor o igual que a
b

  es cota 

superior de H. 
 
De i) ii) y iii) utilizando buena ordenación o más precisamente su consecuencia inmediata podemos 
afirmar que existe el máximo de H al que denominamos “alevosamente” q. 
 
q H bq a
como a bq N

a bq N
∈ ⇒ ≤

∈
⎫
⎬
⎭
⇒ − ∈

,
   Llamando r=a-bq  tenemos que  a=bq+r. 

 
Nos falta demostrar que r<b.   Hagámoslo. 
 

rbrbqabbqa)1q(b
N1qcomo
H1qHmбxq

>⇒+=>+⇒>+⇒
⎭
⎬
⎫

∈+
∉+⇒=

 

 
Probemos ahora la unicidad. 
 
Suponemos que existen ′ ′ ∈ = ′ + ′ ′ <q y r N a bq r y r b/  
 
Si q q≠ ′  ; por ejemplo q> ′ ⇒ − ′ > ⇒ − ′ ≥q q q q q0 1  (pues estamos con naturales)⇒  
b(q- ′ ≥q b)  (recordemos que b>0 por ser un natural no nulo). 
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Por otra parte   a bq r
a bq r

b q q r r r b q q r b q q b r b
= +
= ′ + ′

⎫
⎬
⎭
⇒ − ′ + − ′ = ⇒ ′ = − ′ + ≥ − ′ ≥ ⇒ ′ ≥( ) ( ) ( )0  

Lo cual contradice la suposición, Por lo tanto q = ′q . 
 

Si q q
a bq r
a bq r

bq r bq r r r= ′ ⇒
= +
= + ′

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
⇒ + = + ′ ⇒ = ′  

 
Por lo tanto q y r son únicos. 
 
 
Definición 
                   Dados a y b naturales, b ≠ 0  realizar la división entera de a entre b es  
                   encontrar q y r naturales tales que: 
                                                                            i) a=bq+r 
                                                                           ii) r<b 
 
                  Lo cual representamos esquemáticamente     a    b 
                                                                                          r    q 
 
                  En caso de que r=0 decimos que b divide a a o que a es múltiplo de b  

                  Anotamos  b/a  ó  a= b
•

. 
                  Podemos independizar la definición de divisor o de múltiplo de la definición de división entera. 
 
                                                  b/a ⇔∃ ∈ =q N tal que a bq  
 
Ejercicios: 
 
                 1) Consideramos R N N xRy x y: ; /* *→ ⇔ . 
                     Probar que R es una relación de orden amplio (una relación que cumple idéntica, antisimétrica y     
                     transitiva 
 

                2) Probar: x a
x b

x a b
/
/

/
⎫
⎬
⎭
⇒ ± (Si un número divide a otros dos divide a su suma y a su resta) 

 

                3) Idem.  
x a
c N

x ac
/

/
∈

⎫
⎬
⎭
⇒         ( Si un número divide a a divide a todos sus  múltiplos) 

 

                4) Idem. 
x a x b

N
x a b

/ /
,

/
∧
∈

⎫
⎬
⎭
⇒ +

λ μ
λ μ      (Si un número divide a otros dos 

                                                                                   divide a cualquier combinación lineal) 
 

               5) Probar:           
x a x b
a b
r q

x r
/ /

/
∧ ⎫

⎬
⎪

⎭
⎪
⇒                         

 

               6) Probar: 
x y
y

x y
/
≠

⎫
⎬
⎭
⇒ ≤

0
             (Los divisores de un natural no nulo son 

                                                                          menores o iguales que el natural dado) 
 
 
 



Álgebra I 

A.N.E.P. - CO.DI.CEN. 
Dirección de Formación y Perfeccionamiento Docente. 
Departamento de Educación a Distancia. 
 

67

 
 
Ejercicios:  
                     1) Completar de todas las formas posibles: 
 
                    i)     9              ii)  a           a<200    iii) 60            iv) a    17      a>200 
                           13                 35   4                        12                 q     q   
 
                2) Hallar a natural sabiendo que:  a    37 
                                                                    q q2    
 
                3) Hallar todas las posibles ternas de naturales (a,b,c) tales que: 
                     
                                   a    b                a+7    15 
                                  12   c                  b      c 
 
 
Nota 
 
         Siendo a un número natural anotamos d(a) al conjunto de todos sus divisores 
 
                       { }d a x N x a( ) ; /= ∈  
                   
       Así por ejemplo: { }d d N( ) , , , ( ) *6 12 36 0= =  
 
Definiremos al máximo común divisor de dos naturales a y b como el máximo de los divisores 
comunes; o sea como el máximo del conjunto d(a)∩d b( ) . Para dar esta definición probemos 
previamente que dicho máximo existe. 
 
 
Teorema 

                   
a N b N

a b
maxd a d b

∈ ∈

+ ≠

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ ∃ ∩

,
( ) ( )2 2 0

 

 
Dem: Observemos que d a d b( ) ( )∩  es un conjunto de naturales; es pues razonable pensar en utilizar el 
principio buena ordenación. Para ello debemos probar: 
 
i) d a d b N( ) ( )∩ ⊆   Lo cual es inmediato pues por definición d a N y d b N( ) ( )⊆ ⊆  
 
ii) d a d b( ) ( )∩ ≠ ∅         1 1 1∈ ∧ ∈ ⇒ ∈ ∩d a d b d a d b( ) ( ) ( ) ( )  
 
iii) d a d b( ) ( )∩  acotado superiormente. Como por hipótesis a y b no son simultanea- 
                                                                     mente nulos, supongamos por ej que a ≠ 0  
                                                                    ∀ ∈ ∩ ⇒ ∈ ⇒ ≠ ⇒x d a d b x d a x a como a( ) ( ) ( ) / , 0  
                                                                     ⇒ ≤ ⇒x a a es cota superior de d a d b( ) ( )∩  
 
De i) ii) y iii) aplicando el principio de buena ordenación estamos en condiciones de 
afirmar que )b(d)a(dmбx ∩∃ . 
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Definición 
 
                    Dados dos naturales a y b no simultáneamente nulos. Llamamos máximo común 
divisor de a y b al máx d a d b( ) ( )∩ . 
 
 Anotamos D(a.b); así por ejemplo D(10,25)=5   D(0,b)=b  si b ≠ 0  
 
 
Teorema 

                  
a b
r q

d a d b d b d r
⎫
⎬
⎭
⇒ ∩ = ∩( ) ( ) ( ) ( )  

 
Dem:  Debemos probar que:   i) ∀ ∈ ∩ ⇒ ∈ ∩x d a d b x d b d r( ) ( ) ( ) ( )  
                                               ii)  ∀ ∈ ∩ ⇒ ∈ ∩x d b d r x d a d b( ) ( ) ( ) ( )  
 
 

i) ∀ ∈ ∩ ⇒
∈ ⇒
∧
∈ ⇒ ⇒

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪
⇒ − = ⇒ ∈ ∈ ⇒x d a d b

x d a x a

x d b x b x bq
x a bq r x d r como x d b( ) ( )

( ) /

( ) / /
/ ( ) ( )  

 
⇒ ∈ ∩x d b d r( ) ( )  
 

ii) ∀ ∈ ∩ ⇒
∈ ⇒ ⇒
∈ ⇒

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
⇒ + = ⇒ ∈ ⇒ ∈ ∩x d b d r

x d b x b x bq
x d r x r

x bq r a x d a x d a d b( ) ( )
( ) / /
( ) /

/ ( ) ( ) ( )  

 
 
 
COROLARIO 
 

                      
a b
r q

D a b D b r
⎫
⎬
⎭
⇒ =( , ) ( , )  

 
La demostración es una consecuencia inmediata del teorema anterior. 
 
Obs.    144    50    entonces   D(144,50)=D(50,44) 
            44     2 
 
             50    44     entonces  D(50,44)=D(44,6) 
              6     1 
 
            44    6     entonces  D(44,6)=D(6,2) 
             2     7 
 
             6    2     entonces  D(6,2)=D(2,0)=2 
             0    3 
 
Por lo tanto D(144,50)=2.La aplicación sucesiva del último corolario nos permitió calcular el 
máximo común divisor de 144 y 50; intentemos generalizar este procedimiento. 
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Algoritmo de Euclides 
 
Consideramos a b N a b, ∈ > > 0 . Para hallar D(a,b) realizamos la división 
 

                    
a b
r q

D a b D b r
1 1

1
⎫
⎬
⎭
⇒ =( , ) ( , )  

 
            Si r D a b D b b1 0 0= ⇒ = =( , ) ( , )  

            Si r realizamos la division b r D b r D r r
r q

1 1 1 1 2

2 2

0≠ ⇒ =( , ) ( , )  

 

            
Si r D a b D b r D r r
Si r realizamos la division r r D r r D r r

r q

2 1 1 1

2 1 2 1 2 2 3

3 3

0 0
0

= ⇒ = = =

≠ ⇒ =

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , )  

 

            

Si r D a b D b r D r r D r r
Si r

3 1 1 2 2 2

3

0 0
0

= ⇒ = = = =

≠

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
..........................................................................

..........................................................................................
      

 
El proceso continua hasta encontrar un resto nulo. ¿No existirá algún caso en donde esto no ocurre? 
(o sea que el proceso sea infinito). 
Aparentemente no pues:   b r r r> > > >1 2 3 ............ Probémoslo mas rigurosamente. Consideramos 

H el conjunto de los restos obtenidos mediante este proceso de divisiones sucesivas; demostremos 
que H tiene mínimo y que este es 0. 
                                     

                                Hmнnr
)Hr(H

NH
n

1
=∃⇒

⎭
⎬
⎫

∈∅≠
⊆

 

 

              
SI r realizamos la division r r r H y r r minH Absurdo

r q
n n n n n n

n n

≠ ⇒ ∈ < =− + +

+ +

0 1 1 1

1 1
 

 
Por lo tanto rn = 0  y en consecuencia este mecanismo de divisiones sucesivas nos conduce en todos 
los casos a un resto nulo siendo el último resto no nulo ( rn−1 ) el máximo común divisor buscado. 
 
Suele utilizarse el siguiente esquema: 

                                                      

q q q q
a b r r r r

r r r

n

n n

1 2 3

1 2 2 1

1 2 3 0

.....................
...................

..........................
− −      D(a,b)= rn−1  

 
Así por ejemplo para calcular D(144,100) 
                      

         1 2 3 1 2 
144 100 44 12 8 4 
44 12 8 4 0  

 
Entonces D(144,100)=4 
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Nota  
 
         Si en el algoritmo anterior utilizamos sucesivamente el teorema en lugar del corolario 
         tenemos: d a d b d b d r d r d r d r d d rn n( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ......................... ( ) ( ) ( )∩ = ∩ = ∩ = = ∩ =− −1 1 2 1 10  
         como r D a b d a d b d d D a bn− = ⇒ ∩ =1 ( , ) ( ) ( ) ( ( ( , ))   El conjunto de los divisores comunes a  
         a y a b es el conjunto de los divisores de su máximo común divisor. 
  

        En otras palabras:    x a
x b

x D a b
/
/

/ ( , )
⎫
⎬
⎭
⇔  

 
 
Teorema 

                    D a b D
i D a D b

ii Si x a x b x D
( , )

) / /
) / / /

= ⇔
∧
∧ ⇒

⎧
⎨
⎩

 

 
Dem (⇒)  Partimos de la hipótesis que  D=D(a,b)=máx d a d b D d a d b( ) ( ) ( ) ( )∩ ⇒ ∈ ∩ ⇒  
 

             ⇒ ∈ ⇒
∈ ⇒

⎧
⎨
⎩

D d a D a
D d b D b

( ) /
( ) /

       Quedaría por demostrar la condición ii); pero ello ya fué probado 

en la nota inmediata anterior. 
 

( )⇐  Ahora debemos demostrar que D=máx d a d b( ) ( )∩ ⇔
∈ ∩
≥ ∀ ∈ ∩

⎧
⎨
⎩

i D d a d b
ii D x x d a d b
) ( ) ( )
) ( ) ( )

 

 

i) Por hipótesis  D a D d a
D b D d b

D d a d b
/ ( )
/ ( )

( ) ( )
⇒ ∈
⇒ ∈

⎫
⎬
⎭
⇒ ∈ ∩  

ii) 

  
∀ ∈ ∩ ⇒ ∧

≠
⎫
⎬
⎭
⇒ ≤

x d a d b x a x b entonces por hipotesis x D
como D

x D
( ) ( ) / / /

0
 

 
De i) y ii) deducimos que D maxd a d b D a b= ∩ =( ) ( ) ( , )  
 
Nota: El teorema recién demostrado nos brinda una condición necesaria y suficiente para que D sea 
máximo común divisor de a y b .Y como tal podría sustituir a la definición dada de máximo común 
divisor. Es mas algunos autores toman la proposición del teorema inmediato anterior como 
definición; no necesitando de esta manera el “<” 
.Por este motivo entre otros es la opción que se toma en Z y en polinomios. 
 
Veamos ahora algunas otras propiedades del máximo común divisor. 
 
 

Lema      

a b
r q
x N

ax bx
rx q

∈

⎫

⎬
⎪

⎭
⎪
⇒

⎧
⎨
⎩*

  

 
Dem: 

         
a b
r q

a bq r ax bxq rx
r b como x rx bx

⎫
⎬
⎭
⇒

= + ⇒ = +
< > ⇒ <

⎧
⎨
⎩ ; 0   Entonces ax dividido bx da cociente q y resto rx. 
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Teorema 

                   
D a b D
x N

D ax bx Dx
( , )

*
( , )

=
∈

⎫
⎬
⎭
⇒ =  

Dem 
 

           

q q q
a b r r r
r r

n

n n

1 2 1

1 1

1 2 0

....................
.................

.......................

+

−      Entonces         

q q q
ax bx r x r x r x
r x r x

n

n n

1 2 1

1 1

1 2 0

..................................
.........................

.................................

+

−     

 
          
           Por lo tanto D(ax,bx)= r x D a b xn = ( , )  
 
 
Corolario 

                     
x a x b
D a b D

D a
x

b
x

D
x

/ /
( , )

,
∧
=

⎫
⎬
⎭
⇒ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
=  

 

Dem:  D a
x

b
x

D D a
x

x b
x

x D x D a b D x D D x D D
x

, , ( , )⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= ′ ⇒ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= ′ ⇒ = ′ ⇒ = ′ ⇒ ′ =  

 
 
Definición 
 
                    Consideramos a y b dos números naturales.                                                                                                                 
                    Decimos que a y b son primos entre sí  ⇔ =D a b( , ) 1 
 
Obs: a y b son primos entre si ⇔  el 1 es su único divisor común 
 
 
Teorema 

                 D a b D
a Da
b Db
D a b

( , )
( , )

= ⇔
= ′
= ′
′ ′ =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪ 1

 

 

Dem: ( ) ( , ) / /⇒ = ⇒ ∧ ⇒
= ′
= ′

⎧
⎨
⎩

D a b D D a D b
a Da
b Db

 ⇒ ′ ′ = ⇒ ′ ′ =MCD Da Db D MCD a b( , ) ( , ) 1  

 
( ) ( , ) ( , ) ( , )⇐ ′ ′ = ⇒ ′ ′ = ⇒ =D a b D Da Db D D a b D1 1  
 
Nota: Este último teorema nos permite muchas veces acortar sensiblemente los “tanteos”; 
veamos un ejemplo.  
                                 Hallar dos naturales a y b sabiendo que ab=9900 y D(a,b)=30 
 

D a b
a a
b b

( , ) = ⇒
= ′
= ′

⎧
⎨
⎩

30
30
30

   Sustituyendo tenemos : 11ba9900b30a30 =′′⇒=′′  

obsérvese que es mucho más cómodo tantear dos números cuyo producto sea 11  y  sean  
primos entre sí ; que dos números cuyo producto sea 9900 y su máximo común divisor 30.    
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a’ b’ a=30a b=30b 
1 11 30  330 
11 1 330 30 

 
Nota: Yendo a otra situación. Sabemos que si un número divide a otro divide a cualquiera de sus 
multiplos; si c/b entonces c/ab. ¿Es cierto el recíproco? ¿Si un número divide a un producto divide 
necesariamente a uno de los factores? 
 
 
Teorema  de Euclides 

                                         
c ab
D a c

c b
/
( , )

/
=

⎫
⎬
⎭
⇒

1
 

 
 
Dem:      D(a,c)=! ⇒ =D ab cb b( , )  

             b/c)cb,ab(D/c
definiciуnporcb/c
hipуtesisporab/c

⇒⇒
⎭
⎬
⎫

 

 
Teorema 

                   
c a a a a
D c a D c a D c a

c an n

n
n

/ .......
( , ) ( , ) ......... ( , )

/1 2 1

1 2 1 1
−

−= = = =
⎫
⎬
⎭
⇒  

 
Puede demostrarse por inducción completa; a cargo del lector. 
 
 
Mínimo común múltiplo 
 
 

Siendo a∈N *  anotamos m(a) al conjunto de sus múltiplos no nulos; más precisamente: 
{ }m a na n N( ) ; *= ∈  

 
Parecería razonable definir mínimo común múltiplo de a y b como el mín m a m b( ) ( )∩ . Para 

ello tenemos que demostrar previamente que dicho mínimo existe. 
 
Teorema  
                  a b N min m a m b, * ( ) ( )∈ ⇒ ∃ ∩  
 
Dem 

          
i m a m b N por definicion
ii m a m b pues ab m a m b
) ( ) ( )
) ( ) ( ) ( ) ( )

∩ ⊆
∩ ≠ ∅ ∈ ∩

     Entonces por P.B.O. ∃ ∩min m a m b( ) ( )  

 
 
Definición 
                     a b N, *.∈   Llamamos mínimo común múltiplo de a y b (anotamos m(a,b) ) 
               
                                            m a b min m a m b( , ) ( ) ( )= ∩  
 
Veremos a continuación un teorema que nos vincula el mínimo común múltiplo con el máximo 
comun divisor. 
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Teorema 
 
                  m(a,b).D(a,b)=ab    con   a b N, *∈  
 
Dem: Intentaremos escribir m a m b( ) ( )∩  de forma que pueda hallarse su mínimo; para ello 
         buscamos una condición necesaria y suficiente para que x∈ ∩m a m b( ) ( ) . 
 

Si x m a m b
x m a k N x ka
x m b h N x hb

ka hb∈ ∩ ⇒
∈ ⇒ ∃ ∈ =
∈ ⇒ ∃ ∈ =

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
⇒ =( ) ( )

( ) *;
( ) *;

 

 

Por otra parte si D(a,b)=D⇒
= ′
= ′

′ ′ =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

a Da
b Db
con D a b( , ) 1

     Sustituyendo tenemos 

 
kDa hDb ka hb′ = ′ ⇒ ′ = ′  entonces ′ ′ ′ ′ = ′ ⇒ ∃ ∈ = ′a hb como D a b por Euclides a h t N h ta/ ( , ) / *;1   
 
Además   x=hb ⇒ = ′ = ′ ⇒ = ′ ′x ta b como b Db x ta b D  
 
Probamos entonces que: ∀ ∈ ∩ ⇒ = ′ ′x m a m b x ta b D( ) ( ) .    Demostremos ahora que también es cierto 
el recíproco. 
 

∀ ∈ = ′ ′ ⇒
= ′ ⇒ ∈
= ′ ⇒ ∈

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
⇒ ∈ ∩x N x ta b D

x ta b x m b
x tab x m a

x m a m b;
( )
( )

( ) ( )  

 
Por lo tanto: ∀ ∈ = ′ ′ ⇒ ∈ ∩x N tal que x ta b D x m a m b* ( ) ( )  
 
De ambas proposiciones subrayadas podemos afirmar que: 
                                                                                             { }m a m b x N x ta b D t N( ) ( ) ; ; *∩ = ∈ = ′ ′ ∈  
 
El mínimo del conjunto se da para t=1 Entonces:    m a b a b D( , ) = ′ ′  con D=D(a,b)   multiplicando 
ambos miembros por D tenemos 
                                                   m(a,b)D(a,b)=ab 
 
 

Ejercicios   Probar: 1)   D a b D a bn( , ) ( . )= ⇒ =1 1 

                                       2)  D a b D a bp n( , ) ( , )= ⇒ =1 1  

                                      

3 1 1
4 1 1

5
6

7

8

) ( , ) ( , )
) ( , ) ( , )

) ( , ) ( , )
) ( , ) ( , ) ( *)

)
/ /

( , )
,

) ( , ) ( , )

D a b D a b b
D a b D a b b

D a b D D a b D
m a b m m ax bx mx x N
Si x a x b
m a b m

m a
x

b
x

m
x

m a b m m a b m

n n n

n n n

= ⇒ + =
= ⇒ − =

= ⇒ =
= ⇒ = ∈

∧
=

⎫
⎬
⎭
⇒ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
=

= ⇒ =
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Números primos y compuestos 
 
 
Definición 
                    a N a a∈ ≠ ≠; 0 1   Decimos que a es primo { }⇔ =d a a( ) ,1 . Si a no es primo lo 
demominamos compuesto 
 
 
Obs:  

Como todos los naturales no nulos aceptan a 1 y si mismos como divisores podemos decir 
que un número es primo si y solo si acepta dos divisores.  

Mediante  esta definición los números naturales quedan clasificados en primos,compuestos, 
0 y 1. 

¿Porqué 0 y 1 no son  ni primos ni compuestos? ¿Porqué los naturales distintos de 0 y de 1 
que no son primos se llaman compuestos y no simplemente no primos? 
 
 
 
Teorema 
                 El menor de los divisores de un número compuesto distinto de 1 es primo. 
 
Dem:  
        Consideramos a { }( )∈ ≠ = −N a d min d a* ; ( )1 1   Debemos probar que d es primo. 
        Obsérvese que d existe pues { }d a( ) − 1 es un conjunto de naturales no vacío. 
        Intentaremos una demostración por absurdo; suponemos que d no es primo, como no es ni 0 ni 
1 entonces es compuesto aceptando entonces un divisor distinto de 1 y de d.  
       { }∃ ′ ∈ ′ ≠ ′ ≠ ′ ⇒ ′ ⇒ ′ ∈ −d N d d d tal que d d como d a d a d d a*, , / / / ( )1 1 . Pero ′ ′ ≠ ⇒ ′ <d d y d d d d/  

       Encontramos pues un elemento del conjunto menor que el mínimo lo que genera el abs. 
 
 
Teorema 
                 El conjunto de los números primos no tiene máximo 
 
Dem:  

 
Sea H el conjunto de todos los números primos; queremos probar que H no tiene máximo. 

Lo cual haremos por absurdo. 
 

Suponemos en consecuencia que existe M=máxH. Consideramos ahora P=2.3.5......M+1 ( el 
producto de todos los números primos más 1)  
 
P>M=máxH ⇒ ∉P H  como además P ≠ ≠ ⇒0 1y P P es compuesto  Aplicando ahora el teorema 
inmediato anterior { }[ ]d min d P= −( ) 1   es primo; pero por la definición dada de P, este dividido 
cualquier número primo da resto 1. Generándose así la contradicción buscada. 
 
 
Teorema   Euclides para primos 

                                                   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
∨⇒

⎭
⎬
⎫

b/p

a/p

primop
ab/p

. 
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Dem:  
 

Si  p/a   el teorema está demostrado. 
Si p a/  D(a,p)=1 pues p es primo; como por hipótesis p/ab aplicando Euclides  tenemos que 

p/b. 
 
 
Teorema 

                 n a 1 de ialgъn paraa/p
primop

a.......aa/p
i

n21 ⇒
⎭
⎬
⎫

 

 
Demostración por I.C. a cargo del lector. 
  
 
Definición  
                    Consideramos a un número compuesto. Si a = p p p con p primon i1 2 ...........  
                    decimos que a admite una descomposición en producto de factores primos   

(D.P.F.P.) 
 
 
Teorema 

                   a ∈N ; a compuesto ⇒
⎧
⎨
⎩

1
2
) . . . :
) . . . .
a admite una D P F P
Dicha D P F P es unica

 

 
Dem 1):   
               a es compuesto { }( )⇒ ∃ = − ⇒ =p min d a siendo p primo a p d1 1 1 11( )  

          
   Si d1  es primo entonces p d1 1   es D.P.F.P. de a 

               Si  d 1 es compuesto { }( )⇒ ∃ = −p min d d siendo p primo2 1 21( ) ⇒ = ⇒d p d1 2 2  
                                                ⇒ =a p p d1 2 2  
 
               Si  d 2  es primo entonces  p p d1 2 2  es la D.P.F.P. de a 
               Si  d 2  es compuesto .................................................................... 
               ................................................................................................. 
               ................................................................................................. 
 
El proceso continua hasta que llegamos a un cociente d n  primo; si este mecanismo de divisiones 
sucesivas es siempre finito nos asegurariamos de la existencia de la D.F. 
Probemos entonces que siempre llegamos a un d n  primo. 
Sea H el conjunto de los d i  , H N H d H d minH dn n⊆ ≠ ∅ ∈ ⇒ ∃ =, ( )1  primo pues si  
si d n  fuese compuesto { }( )∃ = − ⇒ = ⇒+ + + +p min d d con p primo d p dn n n n n n1 1 1 11( ) d Hn+ ∈1  y además 

d d minHn n+ < =1  lo cual es contradictorio; en consecuencia es proceso descrito 
es finito y nos conduce en todos los casos a la D.F. de a. 
 
 

Dem 2) Unicidad    . a p p p con p primo i de a n p p p
a q q q con q primo i de a m q q q

n i n

m i m

= ∀ ≤ ≤ ≤

= ∀ ≤ ≤ ≤
1 2 1 2

1 2 1 2

1
1

......... ........

......... ........
 

 
Queremos demostrar que n m y p q i de a ni i= = ∀ 1 . Igualando nos queda 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⇒⇒

⇒⇒
⇒=

n a 1 dek algъn  para p/qprimoqcomop....pp/q

  m a 1 de jalgъn  para q/pprimopcomoq....qq/p
q..........qqp........pp

k11n211

j11m211
m21n21  

 
 
⇒ = ≥

⇒ = ≥

p q q

q p p
j

k

1 1

1 1
    Entonces  p q1 1=   simplificando tenemos   p p q qn m2 2...... ......=  

 
 
Reiterando el razonamiento  )mnsi(qp,....................,qp,qp nn3322 ≥===  
Si n>m después de simplificar nos queda q q q q q qn n m n n m+ + + += ⇒ = = = =1 2 1 21 1....... ........  
lo que contradecía  que q i  es primo; por lo tanto  n=m. 
 
 
Ejercicios:  
                   1) Si a= p p p con p primon i1 2

α α α.........    
                       Probar:   x/a ⇔ = ≤ ≤ ∀x p p p con i de a nn i i1 2 0 1β β β β α.........  
 
                  2) Si a p p p y b p p p con p primon n i= =1 2 1 2

α α α β β β...... ......  
                      Probar:  { }D a b p p p siendo minn i i i( , ) ...... ,= =1 2

γ γ γ γ α β  
                                   { }m a b p p p siendo maxn i i i( , ) ........ ,= =1 2

δ δ δ δ α β  
 
                  3)Utilizando la D.P.F.P de un número escribir todos sus divisores; describir  
                     un método práctico para obtener todos sus divisores. 
 
                  4) Deducir una fórmula que permita calcular la cantidad de divisores de un  
                      número dado. 
 
                  5) Probar que si a= p p p con p primon i1 2

α α α........  los divisores de a son los 
                      sumandos que se obtienen al desarrollar el producto: 
                                 P p p p p p p p p pn n n= + + + + + + + + +( .... )( .... ).........( .... )1

0
1
1

1 2
0

2
1

2
0 1α α α  

 
                   6) Utilizando 5) probar que el número de divisores de a ( ν( ))a  es: 
                                  ν α α α( ) ( )( )......( )a n= + + +1 21 1 1  
                        y que la suma de todas ellas ( Sa )  es: 

                                   S
p
p

p
p

p
pa
n

n
=

−
−

−
−

−
−

+ + +
1

1

1

2
1

2

11
1

1
1

1
1

α α α

. .....................  

 
 
Ejercicios     (Repartido 11 del curso presencial)  
 
I)  Completar de todas las formas posibles los siguientes esquemas de divisiones enteras 
 
     i)             9                ii)    a                   a<200             iii)    60                  iv)     a    17          a>200 
                    13                     35     4                                           12                           q     q 
 
 
II)  En la división    a     b     ,  r es el mayor posible   y   a+b=341   Hallar a,b y r. 
                                 r     16 
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III)  Hallar  a  sabiendo que   a     37 
                                                q2     q 
 
 
IV)  Hallar a y b sabiendo que:    a     15      ,       b     12       ,   a+b=420 
                                                              q                      q-8 
 
 
V)  Hallar todas las ternas posibles de naturales  (a,b,c)  tales que:   a     b       y       a+7     15 
                                                                                                            12    c                 b         c 
 
 
VI)  Completar los siguientes esquemas de algoritmo de Euclides 
    

 3    
 3  1  

  0   
 
                                                                                                                      

 1 2 3 
   75 
  0  

 
 
 
VII)  Hallar dos naturales  a  y  b sabiendo que  a+b=360   y   D(a,b)=30 
 
 
VIII)   Hallar dos naturales  a  y  b  sabiendo que  a,b=9900  y   D(a,b)=30 
 

IX)  Hallar a  y  b  naturales sabiendo que:  a-b=48  ,  88
),(
=

+
baD
ba  

 

X)  Hallar los naturales  a  y  b  sabiendo que:  90
),(
),(,9000),().,( ==

baD
bambaDbam  y además a+b<200 

 

XI) Ídem:  sabiendo que  
48

169
4

)(,192.
2

=
+

=
mD

Dmba     siendo  ),( bamm =   y   ).,( baDD =  

 

XII)  Ídem. sabiendo que:  29,36),(
2

22
222 =

−
=++

D
baababaD    siendo   ),( baDD =  

 
XIII)  Ídem. sabiendo que:  4620),(639922 ==− bamba  
 
XIV)  Ídem  sabiendo que:  babam >= ,504),(     y    a     b 
                                                                                          20 
 

XV)  Se sabe que:  
•

=+ 9811 ba  ,   
•

=+ 943 ba  
         i)  Probar que: 

••
== 99 bya  

         ii)  Si además ,9),( =baD       a      b     ,  a=2b+135.   Calcular a y b. 
                                                         27     q 
 
 



Prof.  Daniel Siberio. 

A.N.E.P. - CO.DI.CEN. 
Dirección de Formación y Perfeccionamiento Docente. 

Departamento de Educación a Distancia. 

78

XVI)  Sabiendo que: ),(3),( caDcbD =  y  ),(2),( cbmcam =  

            i) Probar que: 
•

= 2a   y  
•

= 3b  

            ii) Demostrar que: 
____

33 162)9)((
•

=−− bbaa  
            iii)  Si 1),( =baD  calcular: ),( cbD  y  ).,( caD  
 
 
XVII)  Determinar un número natural n compuesto de los factores primos 2,5 y 7 sabiendo que 5n 
tiene 8 divisores mas que n, 7n tiene 12 divisores mas que n  y  8n tiene 18 divisores mas que n. 
 
 
XVIII)  Hallar cbax 532=  sabiendo que 2

x  tiene 30 divisores menos que x,  3
x  tiene 35 divisores 

menos que x  y 5
x  tiene 42 divisores menos que x. 

 
 
XIX)  Determinar el número mas pequeño que admite 15 divisores. 
 
 
XX)  i) Probar que si m tiene un número impar de divisores entonces mnNn =∈∃ 2;  (o sea que m es 
              un cuadrado perfecto. 
           ii) Hallar Nm∈  sabiendo que tiene 9 divisores y que ;391 pm =− p es primo. 
 
 
XXI)  Determinar todas las ternas de números naturales ),,( cba  que verifican: ,5.3),( 3=baD  
           7.5.3.2),( 4=cbm y 13.7.5.3.2. 5=ca  
 
 
XXII)  Hallar  pq qpnNn .; =∈   con  p  y  q  primos  qp ≠  sabiendo que en número de divisores de 
              n  es 2p.q. 
 
 

XXIII)  i) Hallar  ba,  y  Nn∈   sabiendo que: 
2

3
22 21,21),(,1

n
babnanDn =−=≠   y  21=−ba  

             ii) Sea  βα aN .2=  y  βα 5.' 1+= bN    Hallar N  y  N’  sabiendo que 5N tiene 20 divisores mas 

que 
2

'N   y que 
'N

N  tiene dos divisores. 

             iii) Hallar todos los naturales h sabiendo que: 1)7,4(742 =+=+
•

hDhh   y  4 ')70,( Nhm =  
 
 
XXIV)  i) ¿Qué condición deben cumplir los números naturales a para que tengan 12 divisores y   
                  ?15)225,( =aD  
             ii) Hallar a para que cumpla además que la suma de sus divisores es 168. 
             iii) Para el valor de a hallado en ii) probar que: 

•
=−+ annn 65 25  

 
 

XXV)  Probar :  
•

=⇔∈∀=+++ 21))2(,( bNnbnanbaD    y  1),( =baD  
 
 
XXVI)  i)  Hallar a sabiendo que:  5)75,( =aD  y  150)75,( =am  

              ii)  Para a hallado probar que: 
__

1 991
•

+ =−−+ aaa nn  
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XXVII)  Se realizan las divisiones enteras de un natural n entre dos naturales consecutivos p y p+1 
               Demostrar que la condición necesaria y suficiente para que los cocientes sean iguales es  
               que el cociente de la primera división sea menor o igual que el resto de la primera  
               división. 
 
 
XXVIII)  Sean a,b y c números naturales tales que: 23523 7.3.2),(,3.2),( == cbmbaD    y   7.5.3.2),( 25=cam          

                i)  Probar: acbc /5,/7,/7,/7.2 225 ///   y   ./32 b  
               ii) Si además se sabe que:  48)(,30)( == ba νν   y  36)( =cν .  Hallar a,b  y  c. 
 
 
XXIX)  a,b  y  c  son tres números naturales que cumplen: 232 3),,(,3.2),( == cbaDbaD     
            32)(,/5,7.5.3.2),,( 43 == bbcbam ν   y  .9)( =cν  
            Determinar a,b y c justificando el procedimiento. 
 
 
XXX)  i) Probar: ),()),(,( baDbambaD =+  
            ii) Hallar dos naturales a  y  b  para que: 630),( =bam   y  231=+ ba  
 
 
XXXI)  i)  Se sabe que 247 5.3.2.,),(),(,),(),( === dcdcmbamdcDbaD  y  7)( =aν  
                    Hallar a y b. 
             ii)  Hallar todas las parejas (c,d)  sabiendo además que 

__
25
•

=c  
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DIVISIBILIDAD   EN   (Z,+,·,≤) 
 
 
Introducción 
 
 

Pretendemos en esta sección extender varios de los conceptos vistos bajo este mismo título 
en la estructura de los naturales ahora a los enteros. Así como también introducir otros nuevos 
estrechamente vinculados (Congruencias, clases residuales, ecuaciones diofánticas, etc.)  
 

Por lo dicho parece razonable comenzar por definir división entera entre números enteros. 
Una posibilidad puede ser tomar textualmente la definición vista para los naturales. O sea: 
 

⎩
⎨
⎧

<
+=

⇔
br

rbqa
qr
ba

      Pero tal opción nos haría perder la unicidad del cociente y del resto, ya 

que: 
 
 con esta definición    14     3    pero también    14     3    Como otras infinitas posibilidades . 
                                    2      4                              -1     5 
 
Este inconveniente lo podemos subsanar exigiendo que el resto no sea negativo. En otras palabras 
nuestro proyecto de definición es: 

                                             
⎩
⎨
⎧

<≤
+=

⇔
br0

rbqa
qr
ba

                (Estamos suponiendo que +∈Zb ) 

 
Antes de asumir tal proyecto como definición debemos demostrar el siguiente: 
 
 
Teorema 

                    
⎩
⎨
⎧

>
∈
0b

Zb,a
)H                

⎩
⎨
⎧ <≤∧+=∈∃

ъnicossonryq)2
br0rbqa;Zr,q)1

)T  

 
Dem1): 
 

Consideramos { }Zxconbxam;NmM ∈−=∈=  Intentaremos probar que M tiene mínimo y 
que dicho mínimo es el resto que andamos buscando. Como M es un conjunto de naturales, para 
demostrar que tiene mínimo es mas que razonable pensar en buena ordenación. Con tal objetivo 
debemos verificar que: 

 
 
i) NM ⊆  Lo cual es cierto por la definición dada del conjunto M. 
ii) ∅≠M  Para demostrar esta proposición discutiremos dos casos. 

Si  a ≥0   Tomando x=0 tenemos que Ma0babxam ∈=−=−=  
Si  a <0  0a >−⇒  como b>0  aplicando Arquímedes tenemos que 

anbanb;Nn <−⇒−>∈∃    Llamando nx −=  entonces  xb<a ⇒  
MbxaNbxa ∈−⇒∈−⇒  

 
 

Aplicando buena ordenación  de   ∃⇒
⎭
⎬
⎫

)ii
)i

mín M  al que denominamos “alevosamente” r. 
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Probemos que es el “r” de la tesis.   rbqabqar;ZqNrMrminMr +=⇒−=∈∃∧∈⇒∈⇒=  
Falta demostrar  br0 <≤ .   Como 0rNr ≥⇒∈ ; por lo tanto lo que nos falta probar es que r < b lo 
que haremos por absurdo. 
Supongamos que Mq)1b(akNq)1b(aq)1b(bqbabbqabr ∈+−=⇒∈+−⇒+=+≥⇒≥−⇒≥  
Pero minMbqark =−=<   Lo cual es contradictorio. Por lo tanto r < b . 
 
 
La demostración de la unicidad queda a cargo del lector. También puede demostrarse la existencia 
utilizando la división entera entre naturales, discutiendo si a ≤ 0 ó si a<0. 
 
 
Definición 
 

Sean  0b;Zb,a >∈  Realizar la división entera de a entre b es encontrar Zr,q ∈  tal que: 
br0rbqa <≤∧+=  

                  
Nota:  
 

Puede definirse la división entera para cualquier entero b no nulo ( no solamente para los positivos ) 
sustituyendo la segunda condición por:  br0 <≤  
 
En caso de que r=0 la división se dice exacta, ó también que a es divisible entre b, ó que b divide a, 

ó que a es múltiplo de b. (Anotamos b/a   ó  
•

= ba ) 
 
Independizando la definición de divisores (múltiplos) de la división entera tenemos: 

                                                                                                    b/a   ( bqa;Zq)ba =∈∃⇔=
•

   
 
El lector habrá observado que no solamente utilizamos la misma notación sino también la misma 
definición que en naturales. De manera análoga se demuestra que:  
                                  

  Z,ba/xb/xa/x ∈βα∀β+α⇒∧  
 
En ),·,,N( ≤+ vimos que:  baa/bb/a =⇔∧    ¿Ocurrirá lo mismo en ),·,,Z( ≤+ ? 
 
 
Teorema 

                   baa/bb/a
Zb,a

=⇔∧

∈
 

 
Dem. )(⇒  
 

                    ba

Nb,aZb,acomo

a/bk.babka;Zka/b

b/ah.abahb;Zhb/a

=⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

∈⇒∈

⇒=⇒=∈∃⇒

⇒=⇒=∈∃⇒

 

          )(⇐  

                     
⎩
⎨
⎧

⇒±=
⇒±=

⇒±=⇒=
b/aa).1(b
a/bb).1(a

baba  
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Definición 
 
                    *Zb,a ∈   Decimos que a y b son asociados  a/bb/a ∧⇔  
 
 
Como consecuencia del teorema anterior los asociados de a son únicamente el propio a  y su 
opuesto – a . En los naturales el único asociado de a es el propio a. 
 
 
 
Máximo común divisor – mínimo común múltiplo 
 
 

Antes de comenzar con el tratamiento de los temas del título necesitamos por razones 
técnicas recordar algunos conceptos de estructuras algebraicas, mas precisamente referidos a los 
anillos. 
 
 
Definición 
 

Consideramos: ,·),A( + un anillo conmutativo y con elemento unidad e ∅≠⊆ I;AI  

Decimos que I es un ideal en 
⎩
⎨
⎧

∈∀∈∀∈
∈∀∈+

⇔+
Aa,IxIx.a)2

Ix,xIxx)1
,·),A( 2121  

 
Ej: El conjunto de los enteros pares es un ideal de Z. ¿El conjunto de los impares, es un ideal de Z? 
 
      Brindar otro ejemplo de ideal en Z. 
 
Nota: 
 

Fácilmente el lector comprobará que siendo ,·),A( + un anillo conmutativo y con unidad, se 
cumple 
              

1) { }0  y  A son ideales en ,·),A( +  cualesquiera que sea el anillo de referencia. Por ese motivo 
podemos denominarlos ideales triviales en A. 
 

2) Si IxIx ∈−⇒∈      Siendo I un ideal en ,·),A( +  
 

3) Todo ideal contiene al O. 
 

4) Si AII1 =⇒∈  
 

5) Sea:  { }jI  una familia de ideales en A  ∩ jI⇒   es un ideal en A 
 

6) Consideramos { }p21 a,.......,a,aS =  un subconjunto finito de A. Denominamos I(S) al 
conjunto formado por todas las combinaciones lineales que pueden realizarse con los elementos de 
S. 

 

              O sea:  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈αα=∈= ∑
=

Aconax;Ax)S(I i

p

1i
ii   
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Probar que I(S) es un ideal en A al que llamaremos ideal generado por S. 
Si un ideal está generado por un conjunto unitario decimos que es principal. Así por 

ejemplo el ideal de los pares es principal pues está generado por { }2 . Si un ideal esta generado por 
{ }a anotamos I(a) en lugar de { }( )aI  con el fin de simplificar la notación. 
 
Teorema 
 

En ),·,,Z( ≤+ todo ideal es principal.   
 
Mas precisamente:             I un ideal en Z  { }0I =⇒   ó   I=I(c)   siendo c=mín +∩ZI  
 
Dem. 
 
           { }0ISi =       Se cumple la tesis. 
 
           { }0ISi ≠       Comencemos por demostrar que existe el mínimo de +∩ZI  para lo cual es mas 
que previsible que utilizaremos el principio de buena ordenación. 
 

1)  NZINZZINZI ⊆∩⇒⊆⊆∩⊆∩ ++++  

2)  ∅≠∩ +ZI          Como { } 0a;Ia0I ≠∈∃⇒≠  Además I es un ideal ⇒  
                                                                      Ia∈−⇒     
                                                                       Por otra parte al ser 0a ≠   a  ó –a  es positivo.  
                                                                       En consecuencia  a ó –a +∩∈ ZI  
 

De 1) y 2) por el P.B.O. podemos afirmar que +∩∃ ZImin  al que denominamos c. 
 
Probemos ahora que )c(IM = , para lo cual demostraremos: 

                                                                                                 )c(IxIx)ii
Ix)c(Ix)i

∈⇒∈∀
∈⇒∈∀

 

i) Zaconc.ax)c(Ix ∈=⇒∈∀ .  Como +∩= ZIminc Ic∈⇒   que es un ideal ZaIac ∈∀∈⇒  
 

ii) Ix∈∀   debemos probar que )c(Ix∈  o sea que 
•

= cx .   Para  ello  realizamos la división de x 
entre c demostrando que el resto es nulo. 

 

                                                                
⎩
⎨
⎧

<≤
+=

⇒
cr0

rcqx
qr
cx

 

 
      Si +∈−=⇒≠ Zcqxr0r     Por otra parte como ))ipor(Icq,Ix ∈∈  e I es un ideal Ir∈⇒  
      Por lo tanto +∩∈ ZIr  pero +∩=< ZImincr  Lo cual es contradictorio. 
      Entonces )c(Ixcqx0r ∈⇒=⇒=  
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Nota 
 
 
          En ),·,,N( ≤+  definimos )b(d)a(dmax)b,a(D ∩=   

         Y luego demostramos      
⎩
⎨
⎧

⇒∧∈∀
∧

⇔=
D/xb/xa/x;Nx)ii

b/Da/D)i
D)b,a(D  

En otras palabras definimos el máximo común divisor como el máximo de los divisores 
comunes y luego demostramos que dicha proposición es equivalente a decir que el máximo común 
divisor es un divisor común que es dividido por cualquier otro divisor común. 

 
 
Obsérvese que la proposición tomada como definición nos obliga a trabajar en una 

estructura ordenada (para poder hablar de máximo de un conjunto). En cambio lo segunda 
proposición solamente hace referencia a divisibilidad. 
 

En ),·,,Z( ≤+ nos es posible en principio considerar cualquiera de las dos proposiciones como 
posibles definiciones de máximo común divisor. Optaremos por la segunda para allanar el camino 
cuando el tema sea tratado en polinomios; ya que ahí no dispondremos de una relación de orden que 
nos permita hablar de máximo de un conjunto. 

 
Por lo dicho pasamos al siguiente teorema. 

 
Teorema 

                      
⎩
⎨
⎧

⇒∧∈∀
∧

∈∃⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

≠+

∈

D/xb/xa/x;Zx)ii
b/Da/D)i

;ZD
0ba

Zb,a
22  

 
Dem. 
 
          Consideramos I(a,b)  (el ideal generado por { }b,a  )     { }Zs,pconsbpax;Zx)b,a(I ∈+=∈=  
 

Como en Z todo ideal es principal  +∩== Z)b,a(Imindcon)d(I)b,a(I   Intentemos demostrar que 
d es el D de la tesis. Para lo cual debemos probar: 
 
                                                                              i)  b/da/d ∧  

                                                                              ii)  d/xb/xa/x;Zx ⇒∧∈∀  
 

i) )d(I)b,a(Ia =∈   (basta tomar p=1  y  s=0 )  a/dda ⇒=⇒
•

    Análogamente se demuestra que b/d  
 
ii) sbpadquetalZs,p)b,a(I)d(Id +=∈∃⇒=∈  
     Por otra parte d/xsbpa/xb/xa/x;Zx ⇒+⇒∧∈∀  
 
Definición 
 
                   Consideramos  0ba;Zb,a 22 ≠+∈    Decimos que D es máximo común divisor de a y b 
si y solo si: 
 
                    i)  b/Da/D ∧  
                    ii)  D/xb/xa/x;Zx ⇒∧∈∀  
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El teorema inmediato anterior nos asegura la existencia de un máximo común divisor entre 

dos enteros no simultáneamente nulos. Pero nada nos dice acerca de cuantos máximos aceptan.  
 

Si D Z∈  es máximo común divisor de a y b 
⎩
⎨
⎧

⇒∧∈∀
∧

⇒
)2(D/xb/xa/x;Zx

)1(b/Da/D
  

 

Si D’ Z∈   es máximo común divisor de a y b  
⎩
⎨
⎧

⇒∧∈∀
∧

⇒
)4('D/xb/xa/x;Zx

)3(b/'Da/'D  

 
De (1) y (4) se deduce que 'D/D      Y a partir de (2) y (3) D/'D⇒  
Por lo tanto si a y b admiten dos máximos común divisor D y D’  estos son asociados.  
Es muy sencillo de probar que :  

 

                                                      byade.D.C.Mes'D
Daasociado'D

byadeD.C.MesD
⇒

⎭
⎬
⎫

 

 
 

En consecuencia dos enteros no simultáneamente nulos aceptan dos máximos común divisor 
asociados entre sí. Así por ejemplo los M.C.D. de 6 y -9 son 3 y –3. 
 
 
Nota: 

 
Si 0ba;Zb,a 22 ≠+∈  probamos que tienen dos y solo dos M.C.D. D y D’ asociados entre sí. 

Además por el teorema visto inmediatamente antes de la definición de 
M.C.D. ⇒= )D(I)b,a(I sbpaD;Zs,p)b,a(ID +=∈∃⇒∈⇒ .   Como D’= D− , D’ también es C.L. de a y 
de b. 

 
 
En definitiva podemos afirmar que los máximos común divisor de dos enteros a y b siempre 

pueden escribirse como combinación lineal de a y b. 
 
 

Así como dimos una definición de M.C.D. independiente de la relación “<” intentaremos 
hacer lo propio respecto al m.c.m.  
 
 

Nuestro proyecto es:       m es m.c.m. de a y b  
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=⇒=∧=∈∀

=∧=
⇔

•••

••

mxbxax;Zx)2

bmam)1
 

 
Por lo dicho vamos al siguiente teorema. 
 
 
Teorema 

                  H) *Zb,a ∈                        T) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⇒=∧=∈∀

=∧=
∈∃

•••

••

mxbxax;Zx)ii

bmam)i
quetalZm  
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Dem. 

Consideramos 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=∧=∈=
••
bxax;ZxH   Es inmediato verificar que H es un ideal en Z. 

Por lo tanto H es principal; en otras palabras )m(IH;Zm =∈∃ Probemos ahora que m cumple 
las proposiciones i) y ii) de la tesis. 

                                                  i) 
••

=∧=⇒=∈ bmamH)m(Im  

                                                 ii) 
•••

=⇒=∈⇒=∧=∈∀ mx)m(IHxbxax;Zx  
 
Definición 
 
 

Sean a y b dos enteros no nulos. Decimos que m )Zm( ∈ es mínimo común múltiplo de a y 
b si y solo si cumple: 
 

                                                  i) 
••

=∧= bmam  

                                                 ii) 
•••

=⇒=∧=∈∀ mxbxax;Zx  
 

Dados dos enteros a y b no nulos el teorema inmediato anterior nos asegura la existencia de 
al menos un mínimo común múltiplo. Nada nos dice acerca de cuantos hay. 
 

Probar que si a y b son dos enteros no nulos aceptan dos y solo dos m.c.m. y que además son 
asociados entre si. 
 
 
Definición 
 

1) Zb,a ∈   decimos que a y b son primos entre si  ⇔   1 es M.C.D. de a y b. 
2) 1p,0pZp ≠≠∈  decimos que p es primo  { }p,p,1,1)p(d −−=⇔  

 
 
Teorema  de Euclides 
 

                                        b/c
sientreprimoscya

b.a/c
⇒

⎭
⎬
⎫

  

 
Dem. 
 

Como a y c son primos entre si 1 es M.C.D. de a y c  scpa1;Zs,p +=∈∃⇒  multiplicando 
ambos miembros por b tenemos que: sbcpbab +=   Por hipótesis c/ab  y por definición c/c ; entonces 

scbpba/c +    y como  pba+sbc=b b/c⇒  
 
Corolario 

                   1)     c/b.a
c/bc/a
sientreprimosbya

⇒
⎭
⎬
⎫

∧
 

 

                   2)     b/pa/p
ab/p

primopZp
∨⇒

⎭
⎬
⎫∈

 

 
Demostración a cargo del lector.  
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Ejercicios 
 
                    Demostrar:   

1-    rybde.D.C.MesD
byade.D.C.MesD

qr
ba

⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

 

 
 
2- Que el procedimiento identificado en “divisibilidad en ),·,,N( ≤+ ” como algoritmo 
de Euclides también es válido en ),·,,Z( ≤+           

 
3- .D.C.MesD)b(d)a(dmaxD ⇒∩= de a y b.    
¿Es cierto el recíproco?  ¿Ocurre algo similar con el m.c.m.? 

 
4-   D es M.C.D de a y b  ⇒  Dx es M.C.D. de ax y bx 

 

5-  
x
by

x
ade.D.C.Mes

x
D

b/x
a/x

byade.D.C.MesD
⇒

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫
 

6-  D es M.C.D. de a y b  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=
=

⇒
sientreprimos'by'a

'Dbb
'Daa

 

 

7-  D es M.C.D. de a y b  
⎩
⎨
⎧

−−
−

⇒
byade.D.C.MesD

byade.D.C.MesD  

 

8-  m es m.c.m. de a y b  
⎩
⎨
⎧

−−
−

⇒
byade.m.c.mesm

byade.m.c.mesm  

 
9-  Si D es M.C.D. de a ,b  y  m es m.c.m. de a,b  ⇒ b.aD.m =  

 
10-  “Todo entero compuesto puede expresarse como el producto de )1(± por factores 

primos positivos. Esta expresión es única, salvo el orden en que los factores se consideren.”  
(sic. Álgebra moderna- Birkhoff – Mc. Lane) 
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3Para_volver_a_Menú 
CONGRUENCIAS 

 
Introducción 
 

¿ Que fecha tienen los martes del presente año? ¿Y los viernes? 
Si el año de referencia es 1998, la respuesta a la primera pregunta es: 1, 8 , 15 , 22 y 29. 
Por otra parte los viernes de setiembre de 1998 son: 4, 11, 18 y 25. 
 

¿Qué vinculación tienen entre si estos números? 
Observemos que la diferencia entre dos cualesquiera de ellos es múltiplo de 7. También 
cualquiera de estos números dividido 7 da resto 1 (nos estamos refiriendo a: 1, 8 , 15 , 
22 , 29 ) Algo similar ocurre con la fecha de los viernes. 
 

Estos cinco números tienen algo de “igual”, todos ellos representan un martes de 
Setiembre de 1998. Formalicemos esta idea. 
 
 
Definición  
 

Consideramos +∈∈ ZmyZb,a . Decimos que a es congruente con b módulo m 
si y solo si su diferencia el múltiplo de m. (Anotamos )m(ba ≡  ) 

                                                                                                                
•

=−⇔≡ mba)m(ba  
 
Con esta definición 1 , 8 , 15 , 22 y 29 son congruentes dos a dos módulo 7. También 
observamos que cualquiera de estos números dividido entre 7 da el mismo resto. 
Probemos que esto no es una casualidad. 
 
Teorema 
                      +∈∈ ZmZb,a      

'q'r
mb

qr
ma

     Entonces      'rr)m(ba =⇔≡  

 
Dem   

        )(⇒  Por hipótesis mhbamhba;Zhmba)m(ba +=⇒=−∈∃⇒=−⇒≡
•

 

                 Por otra parte  
⎩
⎨
⎧

<≤
+=

⇒
⎭
⎬
⎫

m'r0
'r'mqb

'q'r
mb  Sustituyendo en mhba +=   nos queda 

                 'r)h'q(mmh'r'mqa ++=++=  como además  h'q'r
ma

m'r0
+

⇒<≤    'rr =⇒  

 
          )(⇐ Ahora partimos de que: 

                                                 )m(bamba)'qq(mba
r'mqb

'qr
mb

rmqa
qr
ma

≡⇒=−⇒−=−⇒

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

+=⇒

+=⇒
•

 

 
Al decir que 1 , 8 , 15 , 22 y 29 tienen algo de “igual” estamos insinuando la existencia 
de una relación de equivalencia, incluso la propia notación lo sugiere. Veamos que 
efectivamente es así. 
 



Prof. Daniel Siberio 

A.N.E.P. - CO.DI.CEN. 
Dirección de Formación y Perfeccionamiento Docente 

Departamento de Educación a Distancia 

90

Teorema 
                La congruencia es una relación de equivalencia  
 
H) Consideramos +∈Zm . Ahora definimos )m(yxxRy;ZZ:R ≡⇔→  
T)  R es una relación de equivalencia. 
 
Dem. 

          Idéntica  ZxxRx ∈∀              ZxxRxZx)m(xxZxm0xx ∈∀⇒∈∀≡⇒∈∀==−
•

 
 

          Recíproca  Si yRxxRy ⇒            ⇒=−−=−⇒=−⇒≡⇒
••
m)yx(xymyx)m(yxxRy  

                                                                    yRx)m(xy ⇒≡⇒  

          Transitiva     xRz
yRz
xRy

⇒
⎭
⎬
⎫

                  

xRz)m(zxmzx)zy()yx(
mzy)m(zyyRz

myx)m(yxxRy
⇒≡⇒=−=−+−⇒

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=−⇒≡⇒

=−⇒≡⇒ •

•

•

 
Antes de analizar las consecuencias que trae el que la congruencia sea una relación de 
equivalencia veamos algunas otras propiedades que se desprenden mas o menos 
directamente de la definición. 
 
Teorema 
                 +∈∈ ZmyZ'b,'a,b,a  

                                                            )mh(bhah
Zh

)m(ba)1
≡⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∈

≡
+  

 

                                                            ⇒
⎭
⎬
⎫≡

sientreprimosmya
)m(ba)2

  b y m primos entre si 

 

                                                            )m('b'aba
)m('bb
)m('aa)3

+≡+⇒
⎭
⎬
⎫

≡
≡

 

 

                                                            )m(hbha
Zh

)m(ba)4
+≡+⇒

⎭
⎬
⎫

∈
≡

 

 

                                                            )m('b'aab
)m('bb
)m('aa)5

≡⇒
⎭
⎬
⎫

≡
≡

 

 

                                                            )m(bhah
Zh

)m(ba)6
≡⇒

⎭
⎬
⎫

∈
≡

 

 
                                                             7)  Si Nn)m(ba)m(ba nn ∈∀≡⇒≡  
 
                                                             8)  Sea  01

1n
1n

n
n cxc........xcxc)x(f;ZZ:f +++=→ −

−  

                                                                  Si  )m()b(f)a(f)m(ba ≡⇒≡  
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                                                             )m(ba
sientreprimosmyh

)m(bhah)9
≡⇒

⎭
⎬
⎫≡

 

 

                                                             )m('bh'ah
D'mm'Dhh
myhde.D.C.MD

)m(bhah)10
≡⇒

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

==

≡

 

Clases residuales 
 

Anteriormente vimos que la congruencia es una relación de equivalencia en Z. 
Esto nos trae como consecuencia el establecimiento de una partición en clases de 
equivalencia sobre dicho conjunto. 

 
A manera de ejemplo trabajemos con la congruencia módulo 2. Si anotamos [ ]a  

a la clase de equivalencia de a  ( 2Zy)Za∈  al conjunto cociente, tenemos: 
 

[ ] { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=∈=≡∈=
•
2x;Zx)2(0x;Zx0  

[ ] { }
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+=∈=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=−∈=≡∈=
••

12x;Zx21x;Zx)2(1x;Zx1  

[ ] { } [ ]02x;Zx22x;Zx)2(2x;Zx2 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=∈=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=−∈=≡∈=
••

 

[ ] { } [ ]11212232x;Zx23x;Zx)2(3x;Zx3 =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+=++=+=∈=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=−∈=≡∈=
••••

 

 
Parece que solo hay dos clases de equivalencia distintas; [ ] [ ]1y0 . Probemos que 
efectivamente es así. 
 

Za∈∀            
•

=⇒=⇒ 2aq2a
q0
2a

Si   [ ] [ ]0a)2(0a =⇒≡⇒  

 

                         Si   [ ] [ ]1a)2(1a21a1q2a
q1
2a

=⇒≡⇒=−⇒+=⇒
•

 

 
Por lo tanto [ ] [ ] [ ] [ ]1a0aZa =∨=∈∀    y como  [ ] [ ]10)2(10 ≠⇒≡/   En consecuencia  

[ ] [ ]{ }1,0Z2 = .    ( )R
ZZ2 =  

 
Observemos que [ ]0  es el conjunto de los enteros pares y [ ]1  el de los impares. 

La partición inducida por la congruencia módulo 2 es la clasificación de los enteros en 
pares e impares. Clasificación que se maneja desde la mas remota antigüedad, como 
también las siguientes  “reglas de cálculo”. 

 
“par +par = par”  “par + impar = impar”  “impar + impar = par”  “par x par =par”  “par 
x impar = par”,“impar x impar = impar”. 
 

Esto podemos formalizarlo definiendo en 2Z  dos operaciones que anotaremos 
⊗⊕ y  definidas por: 

 



Prof. Daniel Siberio 

A.N.E.P. - CO.DI.CEN. 
Dirección de Formación y Perfeccionamiento Docente 

Departamento de Educación a Distancia 

92

                                                   
[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]101

000
10

011
100
10 ⊗⊕

 

 
 

En general si utilizamos la congruencia módulo m  )Zm( +∈  inducimos en Z una 
partición en m clases de equivalencia, llamadas clases residuales. Siendo 

[ ] [ ] [ ]{ }1m,........,1,0Zm −=  ; pues: 
 

[ ] [ ]
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<≤
=⇒≡⇒=−⇒+=⇒∈∀

•

mr0
ra)m(ramrarmqa

qr
ma

siZa       

(motivo por el cual se denominan clases residuales) 

Además si [ ] [ ]hk)m(hkmhkmhk0mkh0 ≠⇒≡/⇒≠−⇒<−<⇒<<≤
•

 
 

Ahora en mZ definimos y⊕ ⊗  de la siguiente forma:  
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]b.abaybaba =⊗+=⊕  

 
Es inmediato que ⊗⊕ y son operaciones en mZ ; parece entonces razonable 

estudiar que tipo de estructura algebraica es ),,Z( m ⊗⊕ . Antes de hacerlo sugerimos 
analizar los casos particulares ),,Z(,),,Z( 32 ⊗⊕⊗⊕   y  ),,Z( 4 ⊗⊕ . 
 

El lector habrá observado que en todos los casos estamos frente a un anillo 
conmutativo y con elemento unidad. Que las dos primeras estructuras son además 
cuerpos; no así 4Z ya que [ ]2  no tiene inverso. 
 

Es mas ),,Z( 4 ⊗⊕ tiene divisores de 0 (no cumple “Hankeliana”) pues [ ] [ ] [ ]022 =⊗  
siendo [ ]0  el neutro de [ ] [ ]02y"" ≠⊕ . 
 
Teorema 
 

 ),,Z( m ⊗⊕  es un anillo conmutativo y con elemento unidad. 
 
Dem:  
            Asociativa   [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ] mZc,b,acbacba ∈∀⊕⊕=⊕⊕  
 

                                 
[ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]
⇒

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

++=++⇒+++=++
++=+⊕=⊕⊕
++=⊕+=⊕⊕

)cb(ac)ba(),Z(deasociativapor)cb(ac)ba(
)cb(acbacba
c)ba(cbacba

 

 
                                  [ ] [ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]( )cbacba ⊕⊕=⊕⊕⇒  
 
             Conmutativa    [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] mZb,aabba ∈∀⊕=⊕  
 

                                      
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]abba

abba),Z(deaconmutativporabba
abab
baba

⊕=⊕⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

+=+⇒++=+
+=⊕
+=⊕
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              Neutro    [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] mm Zaa0a;Z0 ∈∀=⊕∈∃  
 
                              [ ] [ ] [ ] [ ]a0a0a =+=⊕  
 
              Opuesto     [ ] [ ] [ ] [ ]( ) [ ]0aa;ZaZa mm =−⊕∈−∃∈∀  
 
                                 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]0mama;ZamZa mm ==−⊕∈−∃∈∀  
 

Análogamente se demuestra que ⊗  es asociativa, conmutativa, distributiva 
respecto a ⊕  y tiene neutro [ ] ).1(  
  
Teorema 
 

( )⊗⊕,,Zm  es un cuerpo  ⇔  m es primo 
 
Dem.   )(⇒  Por absurdo. Suponemos que m no es primo, al sobrentender que 1m ≠  m⇒ es 
compuesto 
                     mq.pquetalmq1mp1conZq,p =<<∧<<∈∃⇒  
 

Entonces  [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]0mq.pqpquetal0q0pconZq,p m ===⊗≠∧≠∈∃   
 
Por lo tanto hay divisores de 0; en consecuencia ),,Z( m ⊗⊕ no es cuerpo. 

(recordemos que en todo cuerpo hay ausencia de divisores de 0). 
 

)(⇐  Al ser ),,Z( m ⊗⊕ un anillo conmutativo y con unidad, nos falta por demostrar 
que se cumple: [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1xa;Zx0a;Za mm =⊗∈∃≠∈∀  
 

[ ] [ ] [ ] a
primoesmcomo

ma)m(0a0a;Za m ⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

≠⇒≡/⇒≠∈∀
•

y m son primos entre sí  ⇒  

⇒≡⇒=−⇒=+∈∃⇒⇒
•

)m(1pam1pa1smpa;Zs,pmyade.D.C.Mes1  
[ ] [ ]1pa =⇒       

 
Por lo tanto   [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1appa;Zp0a;Za mm ==⊗∈∃≠∈∀      l.q.q.d. 

 
 
Ecuaciones en congruencias – ecuaciones diofánticas 
 
 
Resolución en (Z,+,·,≤) de  ax ≡ b (m) 
                                                                 

Dados 0mZm,b,a >∈ , pretendemos hallar { })m(bax;ZxS ≡∈= .  

Observemos que si 
••

−=⇒=−⇒≡∈∃ maxbmbax)m(bax;Zx 0000     En 
consecuencia todo divisor común de a y de m lo es de b. Por lo tanto si el M.C.D. de a y 
m no divide a b ⇒ S=∅  
 

Analicemos ahora que ocurre cuando el M.C.D. de a y m si divide a b. 
Empecemos por un caso particular; cuando a y m son primos entre sí. 
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Si 1 es M.C.D. de a y m smpa1;Zs,p +=∈∃⇒    multiplicando a ambos 
miembros por b nos queda: 

Sx)m(bax;pbx)m(b)pb(amsmbb)pb(asmbpabb 000 ∈⇒≡=∃⇒≡⇒=−=−⇒+=
•

 
 

En consecuencia si a y m son primos entre sí  ⇒   S≠∅  Veamos ahora si existen 
mas soluciones y en caso afirmativo cuales son. 
 

)m(baxSx ≡⇒∈∀   como )m(axax)m(bax 00 ≡⇒≡ ⇒  ⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−⇒=−
•

sнentreprimosaymademбs
)xx(a/mmaxax 00  

mtxxmtxx;Zt)xx/(m 000 +=⇒=−∈∃⇒−⇒  
 

Entonces ZtconmtxxSx 0 ∈+=⇒∈∀ .  
Basta operar para demostrar que SxZtconmtxx;Zx 0 ∈⇒∈+=∈∀  
En consecuencia { }Ztconmtxx;ZxSsнentreprimossonmyasi 0 ∈+=∈=⇒  

siendo 0x  una solución particular de )m(bax ≡  
 

Por último analicemos que ocurre si a y m no son primos entre sí pero el M.C.D. 
de a y m divide a b 
 

Si D es M.C.D. de a y m 'my'asiendo'Dmm'Daa ==⇒ primos entre sí. 
 

Por otra parte como D/b  'Dbb =⇒  
 

Ahora  )'m('bx'a)'Dm('Dbx'Da)m(bax ≡⇔≡⇔≡  con  a’ y m’ primos entre sí. 
(Observemos que la simplificación realizada es válida; en caso de duda sugerimos 
revisar las propiedades de la congruencia puestas a consideración como ejercicio). 
 

Entonces este caso lo reducimos al inmediato anterior, el cual fue resuelto 
completamente. 
 
Nota   
 

Si en lugar de resolver )m(bax ≡ en  (Z,+,·) lo hacemos en  ),,Z( m ⊗⊕ puede 
demostrarse que en el caso de que a y m sean primos entre sí la solución es única y si no 
lo son pero si D/b siendo D  M.C.D. de a y m (D>0); entonces la ecuación  

)m(bax ≡ tiene exactamente D raíces en ),,Z( m ⊗⊕  
 
Ejemplo 1  Resolver en (Z,+,·)   )182(14x35 ≡  
 

Observemos que D(35,182)=7  y  7/14  por lo tanto la ecuación tiene solución no 
vacía. Primero que nada comenzamos por simplificar entre 7 quedándonos  )26(2x5 ≡  
 

Para resolver esta última ecuación podemos utilizar distintas estrategias; una de 
ellas consiste en reiterar en este caso particular el procedimiento realizado en general 
para determinar el conjunto solución. Nos referimos a escribir 1 como C.L. de 5 y 26, 
luego multiplicar ambos miembros por 2 y de esa forma determinar una solución 
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particular. Recordemos que una vez obtenida una solución particular 0x  el problema 
esta resuelto, ya que { }Ztconmtxx;ZxS 0 ∈+=∈= . 
 

Es inmediato que 
10x)26(2)10.(5)26.(2)5.(102)26.(1)5.(51 0 −=⇒≡−⇒+−=⇒+−=  es una solución 

particular  { }Zt;t2610x;ZxS ∈+−=∈=⇒  
 
Otra posible estrategia consiste en utilizar propiedades de la congruencia con el objetivo 
de “despejar” x 
 

{ }Ztt2610x;ZxSt2610x)26(10x
)26(0x26como

)26(10x25)26(2x5
∈+−=∈=⇒+−=⇒−≡⇒

⎭
⎬
⎫

≡
≡⇒≡

  
Ejemplo 2   Resolver en (Z,+,·)   )725(10117x243 ≡+  
 

)725(84x243)725(10117x243 ≡⇔≡+       (¿Qué justifica esta “transposición” de 
términos?)      Como 243 y725 son primos entre sí tenemos la certeza de que la ecuación 
a resolver tiene solución no vacía. Si queremos resolver esta última ecuación utilizando 
la primera de las estrategias descrita en el primer ejemplo debemos escribir 1 como C.L. 
de 243 y 725, lo cual no es inmediato como ocurría en el ejemplo anterior. Un 
procedimiento sistemático para tal fin consiste en utilizar el algoritmo de Euclides; 
veámoslo. 
 

 2 1 59 1 
725 243 239 4 3 
239 4 3 1  

  
Aplicando la definición en las distintas divisiones del algoritmo tenemos: 
 

⇒−−=⇒
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

−=−−=⇒⎥
⎦

⎤
−=⇒+=

−=⇒+=

−=⇒+=

−=⇒+=

239)239243.(601
239)4.(60))4.(59239(41

3411)3.(14
)4.(5923933)4.(59239

23924344)239.(1243
)243.(2725239239)243.(2725

 

)725.(61)243.(182))243.(2725.(61)243.(601
)243.(2725239como

)239.(61)243.(601
−=−−=⇒⎥

⎦

⎤
−=

−=
 

 
Tenemos entonces   1=182.(243) - 61.(725)  )725(84)15288.(243)5124.(725)15288.(24384 ≡⇒−=⇒  

15288x 0 = es una solución particular. Si queremos una solución particular mas pequeña podemos 
proceder como sigue:  
 

                                   ⇒
⎭
⎬
⎫

≡
≡

⇒≡⇒
⎭
⎬
⎫

)725(84)15288.(243como
)725()63.(243)15288.(243

)725(6315288
2163

72515288
 

 
63x)725(84)63.(243 1 =⇒≡  también es una solución particular de la ecuación. Por lo tanto 

{ }Ztcont72563x;ZxS ∈+=∈=  
 
(No hicimos otra cosa que probar en particular que si 0x  es solución particular de 

)m(bax ≡ y 101 x)m(xx ⇒≡  también es solución particular de la ecuación) 
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Como seguramente habrá observado la estrategia utilizada en este caso particular es 
larga y tediosa. Veamos si el segundo procedimiento utilizado en el ejemplo 1 nos 
resulta mas conveniente. 
 
 

)725(63x
)725(45675x725como

)725(45612x724
)725(252x4

)725(0x725como
)725(252x729)725(84x243

≡⇒
⎭
⎬
⎫

≡
≡

⇒≡⇒
⎭
⎬
⎫

≡
≡⇔≡

{ }Ztt72563x;ZxS ∈+=∈=⇒  
 
 
 
Ecuaciones diofánticas 
 
Consideramos  Zc,b,a ∈ ; queremos hallar  { }cbyax;Z)y,x(S 2 =+∈=  Lo que 
usualmente se denomina resolver en Z la ecuación ax+by=c. 
 
Observemos que si cbyax;ZZ)y,x( 0000 =+×∈∃   todo divisor común de a y b también 
lo es de c 
 
Por lo tanto si D es M.C.D. de a , b  y D no divide a c ⇒ S=∅  
 
Analicemos ahora que ocurre cuando D/c. Comencemos por el caso particular de que a 
y b sean primos entre sí. 
 
Si 1 es M.C.D. de a y b sbpa1;Zs,p +=∈∃⇒ multiplicando a ambos miembros por c 
nos queda: cbyaxquetal)scy,pcx(Z)y,x(c)sc.(b)pc.(a 0000

2
00 =+==∈∃⇒=+  

En consecuencia si a y b son primos entre sí  ∅≠S   Intentemos hallar todos los 
elementos de S. 
 

)yy(b/a)yy(b)xx.(a0)yy.(b)xx.(a
cbyaxcomo
cbyaxS)y,x(

00000
00

−⇒−=−⇒=−+−⇒
⎭
⎬
⎫

=+
=+⇒∈∀

 

Al saber además que a y b son primos entre sí podemos aplicar Euclides llegando a que  
⇒− yy/a 0 atyyatyy;Zt 00 −=⇒=−∈∃⇒   Sustituyendo en   )yy.(b)xx.(a 00 −=−    

nos queda: 
btxxbtxxbat)xx.(a 000 +=⇒=−⇒=−  

 
Probamos entonces que )y,x(conatyybtxxS)y,x( 0000 −=∧+=⇒∈∀ una solución 
particular de la ecuación. Si demostramos la validez de la proposición recíproca 
tendríamos al conjunto S 

S)y,x(cbyax
abtbyabtax)aty(b)btx(abyaxatyybtxx;Z)y,x(

00

000000

∈⇒=+
=−++=−++=+⇒−=∧+=∈∀

   

Por lo tanto: 
{ } )y,x(conatyybtxx;Z)y,x(SsнentreprimossonbyaSi 0000

2 −=∧+=∈=  

ecuaciуnladeparticularsoluciуnuna  
 
En caso de que a y b no sean primos entre sí pero D/c  (D es M.C.D. de a y b) basta 
simplificar para reducirlo al caso recién tratado. Pues si D es M.C.D. de a y b 

'Dbb'Daa =∧=⇒  con a’ y b’ primos entre sí, como además 'Dccc/D =⇒   Entonces: 
                                                        'cy'bx'a'Dcy'Dbx'Dacbyax =+⇔=+⇔=+  
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Ejemplo 1   Consideramos: cy105x126 =+  
             i)  Hallar 70c60;Zc <<∈  para que la ecuación anterior tenga solución no vacía. 
            ii)  Para el valor de c hallado resolver la mencionada ecuación. 
 
i)  Para que la ecuación tenga solución no vacía es condición necesaria y suficiente que 
el M.C.D. de 126 y 105  (que es 21) debe dividir a c; como además 

63c70c60 =⇒<<  
 
ii)  3y5x663y105x126 =+⇔=+        
 

Una posible estrategia para resolver esta ecuación consiste en hallar una solución 
particular de la mismo escribiendo 1 como C.L. de 6 y 5; luego multiplicar a ambos 
miembros por 3. Una vez encontrada una solución particular basta utilizar las fórmulas 
recién vistas. 
 

)3,3()3.(5)3.(63561 −⇒−+=⇒−=  es una solución particular  ⇒  

{ }Ztcont63yt53x;Z)y,x(S 2 ∈−−=∧+=∈=⇒  
 
Otra posibilidad es trasformar la ecuación a resolver en una ecuación en congruencias. 

)5(3x653x6y53x63y5x6 ≡⇔=−⇔−=−⇔=+
•

 
 

t53x)5(3x
)5(0x5como

)5(3x6
+=⇒≡⇒

⎭
⎬
⎫

≡
≡

 sustituyendo en la ecuación original nos queda: 

 
⇒=++ 3y5)t53(6    t63yt3015y53y5t3018 −−=⇒−−=⇒=++  

 
 

Ejemplo 2  Resolver el siguiente sistema:  
⎩
⎨
⎧

≡
≡

)3(1x2
)5(2x3

 

 
Debemos hallar los enteros que verifican simultáneamente ambas congruencias. 

Por lo visto anteriormente estamos en condiciones de hallar aquellos números que 
verifican cada una de las congruencias independientemente. Hagámoslo y luego 
veremos como determinar aquellos enteros que verifican las dos ecuaciones al mismo 
tiempo. 
 

(1)  t54x)5(4x
)5(0x5
)5(4x6

)5(2x3 +=⇒≡⇒
⎭
⎬
⎫

≡
≡

⇒≡   

 

(2)  k31x)3(1x
)3(0x3
)3(1x2

+−=⇒−≡⇒
⎭
⎬
⎫

≡
≡

 

 
Como buscamos los enteros  “x” que cumplan ambas congruencias los valores 

hallados en (1) y (2) deben ser iguales. 
 

t55k35t5k3k31t54 =−⇔=−⇔+−=+    )5(5k355k3 ≡⇔=−⇔
•

  ⇔  
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⎭
⎬
⎫

≡
≡

⇔
)5(10k5
)5(10k6

  ⇔≡⇔ )5(0k   h5k =     como  h151xk31x +−=⇒+−=  

 
Por lo tanto la solución del sistema es:  { }Zhconh151x;ZxS ∈+−=∈=  
 
Nota  
 

Tengamos presente cuando resolvemos una ecuación en congruencias como una 
ecuación diofántica así como un sistema, estamos trabajando con ecuaciones o sistemas 
y en consecuencia podemos verificar.  
 
 
Congruencias de Fermat y de Euler 
 
 
Teorema 

                    H)  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ ∈∈ +

sнentreprimosmyb
mmуdulodosadostesincongruena,......,a,a

ZmZc,b,a,......,a,a

n21

n21

 

 
                    T)  cba,,.........cba,cba n21 +++    son incongruentes dos a dos módulo m 
 
Dem. 
          Intentaremos hacer una demostración por absurdo. 
 
 Suponemos  cbaycba ji ++∃    con   jinj1ni1 ≠<≤<≤    tal que   ⇒+≡+ )m(cbacba ji  

hipуtesislacontradicecuallo)m(aa

maa)aa/(m
sнentreprimosmybcomo

)aa(b/mm)aa(b)cba()cba(

ji

jiji
jijiji

≡⇒

⇒=−⇒−⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−⇒=−=+−+⇒ •
•

 

 
Teorema  Congruencia de Fermat 
 

                                                       H)  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

≠

∈
•

+

primop
pa

Zp,a

                       T)  )p(1a 1p ≡−  

Dem. 
 

Comencemos por observar que:  1, 2 ,......, p-1 son enteros incongruentes dos a 
dos módulo p (La diferencia entre dos cualesquiera de ellos es distinto de cero y en 
valor absoluto menor que p; por lo tanto dicha diferencia no es múltiplo de p) 

 
De la hipótesis se desprende que a y p son primos entre sí; estamos pues en 

condiciones de aplicar el teorema inmediato anterior llegando a que:  a)1p(,.........,a2,a −   
son incongruentes dos a dos módulo p 
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Al haber  solamente hay p clases de equivalencia en pZ tanto en { }1p,......,2,1 −  como en 
{ }a)1p(,........,a2,a −   hay un representante de cada clase de pZ  excepto de [ ]0 . (En el 
caso del segundo conjunto como p es primo y a no es múltiplo de p ninguno de los 
elementos de { }a)1p(,.....,a2,a −  es congruente con 0 módulo m). 
 
Por lo dicho cada elemento de { }1p,........,2,1 −  es congruente módulo p a uno de 
{ }a)1p(,......,a2,a −  
 
Entonces: 
 
                        )p(a)1p.........(a2.a)1p.........(2.1 −≡−        como p es primo podemos simplificar 
quedándonos: 
                        )p(1a)p(a.............a.a1 1p

factores1p
≡⇒≡ −

−

 

 
Definición 
 

Llamamos indicador de a (a N∈ ) al cardinal del conjunto }1)a,n(Dan;Nn{ =∧≤∈  
  Al indicador de  a  lo anotamos  )a(ϕ . 
Ej. 2)6( =ϕ pues de los naturales menores o iguales que 6 (1,2,3,4,5 y 6)  solo 1 y 5 son primos 
con 6 
 
Nota 
 

Si p  )Np( ∈ es primo 1p)p( −=ϕ  ya que todos los naturales menores que  p a 
excepción de 0 son primos con él. Calculemos ahora )p( αϕ ; para ello debemos saber 
cuántos naturales menores que  αp son primos con él. Al ser p un número primo los 
únicos naturales que no son primos con αp son los múltiplos de p menores que dicho 
número.  A saber: 

α

−α−α −
p

11 p.p,p).1p(,,.........p3,p2,p  

Por lo tanto tenemos 1p −α  números naturales menores o iguales que  αp  no primos con él. 
Entonces  )1p(ppp)p( 11 −=−=ϕ −α−ααα  
 
Al disponer de esta última fórmula podríamos hallar el indicador de un número 
compuesto recurriendo a su descomposición factorial. 
 
Demostrando previamente que si m y n son naturales primos entre sí entonces  

)n().m()n.m( ϕϕ=ϕ  tenemos que:       Si  Nn∈   y   λβα
h21 p......p.p     su D.P.F.P.  entonces        

=ϕ=ϕ λβα )p......p.p()n( h21  
 

)1p(p.).........1p(p).1p(p)p().........p().p( h
1

h2
1

21
1

1h21 −−−=ϕϕϕ= −λ−β−αλβα  
 
En resumen:   )1p)........(1p).(1p.(p.........p.p)n( h21

1
h

1
2

1
1 −−−=ϕ −λ−β−α   

 
Así como  60= 16)15).(13).(12.(5.3.2)60(5.3.2 0012 =−−−=ϕ⇒  
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Teorema  Congruencia  de Euler   

    H)   
⎩
⎨
⎧

=
∈

1)m,b(D
Nm,b

 T)   )m(1b )m( ≡ϕ  

 
Dem 
         Consideremos   )m(21 a,........,a,a ϕ   naturales menores o iguales que  m primos con 
él. Observemos que además son incongruentes dos a dos módulo m. 
 

Al ser b y m primos entre sí podemos aplicar el teorema anterior a la 
congruencia de Fermat llegando a que )m(21 ba,........,ba,ba ϕ  son incongruentes dos a dos 
módulo m y además primos con él. 
 

Probemos que cada elemento de  }ba,.....,ba,ba{ )m(21 ϕ  es congruente con uno de  
}a,......,a,a{ )m(21 ϕ  

Realicemos la siguiente división  
⎩
⎨
⎧

<≤
≡

⇒
mr0

)m(rba
qr
mba

i

ii

i

i         Si logramos 

demostrar que 
 

{ })m(21ii a,.....,a,ard)m,r(D ϕ∈⇒=  

ii
i

i ba/drmq/d
r/d
m/d

d)m,r(D ⇒+⇒
⎩
⎨
⎧

⇒=   como  D(d,b)=1  (*)  ⇒
⎭
⎬
⎫

⇒
m/dademбscomo

a/d i  

1d1)m,a(D/d i ±=⇒=⇒  
 

(*)   D(d,b)=h   1h1)m,b(D/h
b/h

m/hm/dcomod/h
=⇒=⇒

⎥
⎥
⎦

⎤

⎩
⎨
⎧ ⇒

⇒  

 
Tenemos entonces que cada elemento de { })m(21 ba,.....,ba,ba ϕ  es congruente módulo m a 

uno del conjunto { })m(21 a,.....,a,a ϕ . Además como los elementos de ambos 
conjuntos son incongruentes dos a dos y hay la misma cantidad de elementos; cada 
elemento del primer conjunto es congruente con uno y solo uno del segundo y 
recíprocamente. Multiplicando miembro a miembro las mencionadas congruencias nos 
queda: 
   )m(ba........ba.baa........a.a )m(21)m(21 ϕϕ ≡  

Al ser  )m(21 a,,.........a,a ϕ    primos con m podemos simplificar quedándonos: 
 
  )m(1b)m(b.........b.b1 )m(

factores)m(
≡⇒≡ ϕ

ϕ

 

 
Veamos ahora algunos ejemplos de aplicación tanto de la congruencia de Fermat como 
la de Euler. 
 
Ejemplo 1  

Hallar el resto de dividir  853  entre 7 

Observemos que si       )7(r3
qr
73 85

85
≡⇔    Por lo tanto debemos hallar a quien es 

congruente  853   módulo 7. 
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Como 7 es primo podemos aplicar Fermat     )7(136 ≡⇒      Por otra parte       
141
685  

( ) )7(33)7(3.13.3)7(13)7(13)7(13 8514.614.6141466 ≡⇒≡⇒≡⇒≡⇒≡  
 
En consecuencia el resto de dividir  853   entre 7 es 3. 
 
 
Ejemplo 2   

Determinar las últimas dos cifras de 853 . 
Observemos las últimas dos cifras de 853 coinciden con el resto de dividir dicho número 
entre  100 
 

)100(r3
qr

1003 85
85

≡⇔     

 
Si intentamos proceder como en el primer ejemplo deberíamos encontrar una 

potencia de 3 de exponente próximo a 85 congruente con 1 módulo 100. Para ello en 
esta caso nos es imposible utilizar Fermat ya que 100 no es primo. Veamos si podemos 
utilizar la congruencia de Euler. 
 

)100(13
40)15).(12.(5.2)100(5.2100

100conprimoes3 40
1122 ≡⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=−−=ϕ⇒=
     

 

Por otra parte   52.4085
25

4085
+=⇒  

 

( ) ⇒≡⇒≡⇒≡⇒≡ )100(3.13.3)100(13)100(13)100(13 552.402.40224040  
 

)100(433
)100(43243como

)100(2433)100(33 85
85585

≡⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

≡
≡⇒≡⇒  

 
Por lo tanto las últimas dos cifras de  853  son 43. 
 
 
5Inicio 
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FUNCIONES POLINÓMICAS 
 
 
Recordemos: 
          1) Sean A y B dos conjuntos. Llamamos relación de A en B ( BA:Ranotamos → ) a un conjunto de 

pares ordenados de primera componente en A y segunda componente en B. 

 

Mas sintéticamente: 

                                           BARBenAderelaciónunaesR ×⊆⇔  

 

        2) Consideramos BA:R →  si  (x,y)∈R  decimos que y es imagen de x, y que x es preimagen  de y. 

 

 

        3)  Sea BA:R → . Llamamos dominio de R ( anot. DR) al conjunto de los elementos de A que tienen al     

                          menos una imagen en B. 

 

                          Llamamos recorrido de R ( anot.RR) al conjunto de los elementos de B que tienen al menos una 

                          preimagen en A.  

 

Mas sintéticamente: 

 

                                 DR { }R)y,x(;By/Ax ∈∈∃∈=   RR { }R)y.x(;Ax/By ∈∈∃∈=  

 

  

         4) Sea BA:F → . Decimos que F es una función si y solo si todo elemento de A tiene una y solo una  

                         imagen en B. 

 

Nota: Consideramos ahora { }2xy/)y,x(F =ℜ×ℜ∈=  Observemos que F es una función de ℜ→ℜ ; en donde 

abusando de la notación tenemos: 

                        

ℜ ℜ

1 1
2 4

x x2

 
 

A  F  la anotaremos mas brevemente 2x)x(F;:F =ℜ→ℜ       Así con esta notación indicamos que la imagen de un 

x real cualquiera es x 2
. 

Por ejemplo si anotamos F(2) hacemos referencia a la imagen de 2 según F y la calculamos 42)2(F 2 ==  

simplemente sustituyendo x por 2 en 2x)x(F = . 
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Definición 
 

Consideramos:  ℜ→ℜ→ B:gyA:f  siendo A y B dos conjuntos cualesquiera.    Si   C = ∅≠∩BA definimos: 

 

                  

{ }0)x(g/Cx'Ccon
)x(g

)x(f
)x(

g

f
;'C:

g

f

)x(g).x(f)x)(g.f(;C:g.f

)x(g)x(f)x)(gf(;C:gf

≠∈==







ℜ→

=ℜ→

+=+ℜ→+

 

 

Así por ejemplo  

 

Entonces 

 

 

 

 

 

 

 

Ejercicios: 1) Hallar en este caso particular: 
g

f
yg.f  

                  2)  Si 
x2 2)x(t;:tyx)x(h;:h =ℜ→ℜ=ℜ→ℜ         Determinar:  

g

f
yg.f,gf +  

 

Nota:  Si A es un conjunto no vacío anotaremos  AF  al conjunto de todas las funciones de ℜ→A  

 

Observaciones:  Consideramos AFg,f ∈  

                                                                       1) Ax)x(g)x(fgf ∈∀=⇔=  

                                                                       2)  La suma y el producto de funciones son operaciones en AF  

 

a 
 

b 

 

c 

2 
 

3 

 

5 

A ℜ

f 

a 

 

b 

 

d 

4 
 

7 

 

8 

B ℜ

g 

a 
 

 

b 1073

642

=+

=+

BAC ∩=
ℜ  

gf +
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Teorema 
                  ( ),·,FA +  es un anillo conmutativo y con unidad. 

 

Dem.  oconmutativgrupo),F( A +  

                                                       Asociativa   AFh,g,f)hg(fh)gf( ∈∀++=++  

           [ ] [ ] Ax)x()hg(f)x(h)gf()hg(fh)gf( ∈∀++=++⇔++=++  

    
[ ] [ ] [ ]

[ ] Ax)x()hg(f

)x)(hg()x(f)x(h)x(g)x(f)x(h)x(g)x(f)x(h)x)(gf()x(h)gf( )(

∈∀++=

=++=++=++=++=++ ∗
 

 

 (*)  Asociativa de la suma de reales. 

 

                                                     Conmutativa  AFg,ffggf ∈∀+=+  

          Ax)x)(fg()x)(gf(fggf ∈∀+=+⇔+=+  

           Ax)x)(fg()x(f)x(g)x(g)x(f)x)(gf( (*) ∈∀+=+=+=+            (*) Conmutativa de la suma 

                                                                                                                                         de reales. 

 

                                                      Neutro   AA Ffff/F ∈∀=θ+∈θ∃  

            Definimos Ax0)x(;A: ∈∀=θℜ→θ      A la cual denominaremos función nula. 

           ffAx)x(f0)x(f)x()x(f)x)(f( =θ+⇒∈∀=+=θ+=θ+    razonamiento válido AFf ∈∀  

 

                                                      Opuesto    θ=−+∈−∃∈∀ )f(f/FfFf AA  

            Definimos Ax)x(f)x)(f(;A:f ∈∀−=−ℜ→−  

            ( ) θ=−+⇒∈∀θ==−=−+=−+ )f(fAx)x(0)x(f)x(f)x)(f()x(f)x()f(f  

 

,·)F(deAsociativa A    AFh,g.fh).g.f()h.g.(f ∈∀=         Demostración a cargo del lector. 

 

AA Fg,ff.gg.f,·)F(deaConmutativ ∈∀=                            “            “    “      “       “ 

 

AAA Fff.f/F,·)F(deNeutro ∈∀=Γ∈Γ∃  

                                    Definimos Ax1)x(;A: ∈∀=Γℜ→Γ  

                                    f.fAx)x(f1).x(f)x().x(f)x)(.f( =Γ⇒∈∀==Γ=Γ    razonamiento válido  

                                                                                                                                         AFf ∈∀  

 

Ejercicio: 1) ¿Es necesariamente cierto que si  θ=θ=⇒θ= gó/yfg.f ? 

                 2) ¿ ,·),F( A +  es un cuerpo? 

                 3) ¿A que llamaría función polinómica? ¿Y grado de una función polinómica? 

 
Definición 
                     A las funciones de ℜ→ℜ cuya fórmula es .)ctek(k)x(f:f ℜ∈= (Funciones constantes) 

                     o  ℜ∈∈++++= −
−

− 011nn
*

01
1n

1n
n

n a.a,,.........a,ayNnconaxa............xaxa)x(f:f  

                     las denominaremos funciones polinómicas reales. 
 

                     Si 01
1n

1n
n

n axa............xaxa)x(f:f ++++= −
−

*Nncon ∈  y 0a n ≠  decimos que f tiene  

                     grado n.     En caso que )0k;k(k)x(f:f ≠ℜ∈=  diremos que f tiene grado 0.   

                    Con respecto a la función nula (que es una función polinómica ) asumiremos que no tiene grado. 

 

Nota:  Al conjunto de todos las funciones polinómicas reales lo anotaremos ℜP  
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Observaciones: 
                           1) ℜℜ ⊆ FP  

 

                           2) Consideramos: ℜ
−

−ℜ ∈++++=∈ Pgyaxa...........xaxa)x(fPf 01
1n

1n
n

n   tal que 

                              01
1n

1n
n

n bxb.........xbxb)x(g ++++= −
−  

                               Si      gfx)x(g)x(f

ba

ba

.....................

.....................

ba

ba

00

11

1n1n

nn

=⇒ℜ∈∀=⇒
















=

=

=

=

−−

 

 

                             3) La suma y el producto de funciones polinómicas es una función polinómica. 

                                  Si ℜℜ ∈+⇒∈ PgfPg,f     y además  { })g(gr),f(grmáx)gf(gr ≤+ ó  θ=+ gf    

                                  Si ℜℜ ∈⇒∈ Pg.fPg,f      y además θ=+= g.fó)g(gr)f(gr)g.f(gr  

 

                             4) ,·),P( +ℜ es un anillo conmutativo y con unidad  (Le solicitamos al lector que  

                                   fundamente tal afirmación).   

 

DIVISIÓN ENTERA 
 
Así como se define la división entera entre números naturales           

 

 

intentaremos definir una división entera entre funciones polinómicas reales.  Un proyecto “razonable” podría ser: 

         

 

 

 

Antes de adoptarla como definición demostremos el siguiente: 

 

 
Teorema 

                    




θ≠

∈ ℜ

g

Pg,f
)H                    T)     





θ=<

+=
∈∃ ℜ

ró)g(gr)r(gr)ii

rgqf)i
:quetalPr,q                                         

 

 

 

Dem.: 

                 Consideramos  { }ℜ∈−= Pt;gtfH  Analicemos dos casos: 

 

                 θ+=⇒θ=−∈∃⇒∈θ ℜ 000 t.fft.gf;PtHSi  

                                           Por lo tanto en este caso θ==∃ rytq 0 que verifican la tesis. 

 

                 ⇒∉θ HSi    todos las funciones polinómicas de H tienen grado.  Denominemos J al conjunto de  

                                           los grados de los elementos de H. 

                                             

                                          Jmínj
)J)f(grHf.gfttomarBasta(J

NJ
O.B.P =∃⇒





∈⇒∈=θ−⇒θ=∅≠

⊆
 

 

                                          Si  q.gfr/Pqj)r(gr;HrJjJmínj −=∈∃⇒=∈∃⇒∈⇒= ℜ    ⇒  

a b 

q    r 



<

+=
⇔

br

rbqa

f g 

q r 



θ=<

+=
⇔

ró)g(gr)r(gr

rq.gf
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                                          rq.gf +=⇒        Faltaría demostrar que  )g(gr)r(gr <  

 

                                          Llamamos n al grado de g.  Probemos que nj <  por absurdo.  

                                         Suponemos entonces que nj ≥    

                                         Consideramos ahora     )x(g.x
b

c
)x(r)x(r:r

nj

n

j

11
−−=    siendo jc  el coeficiente  

                                         principal de r  y nb  el de g.   (termino que surge de proseguir el algoritmo de la  

                                         división entera que conocemos) 

 

                                         Como ℜ∈∀−=⇒−= x)x(q).x(g)x(f)x(rgqfr   sustituyendo en la  

                                         definición de 1r  tenemos: 

                                         ℜ∈∀











−−=−−= −− xx
b

c
)x(q)x(g)x(f)x(gx

b

c
)x(q).x(g)x(f)x(r nj

n

jnj

n

j

1  

                                        J)r(grHr 11 ∈⇒∈⇒       

                                             

                                        Pero por definición de 1r   Jmínj)r(gr 1 =<    Lo cual es contradictorio. 

 

Definición 
                   Consideramos  θ≠∈ ℜ g;Pg,f   Entendemos por realizar la división entera de f entre g a  

                   encontrar ℜ∈Pr,q  tal que:  i) rq.gf +=  

                                                                 ii) θ=< ró)g(gr)r(gr  

 

Como sabemos q recibe el nombre de cociente y r el de resto.   El teorema inmediato anterior nos asegura que dados 

dos funciones polinómicas cualesquiera f y g con θ≠g  existen el cociente y el resto de la división entera de f entre 

g . Posteriormente demostraremos que dicho cociente y resto son únicos. No lo hacemos en este momento por 

carecer aún de los elementos necesarios para realizarlo. 

 

Si f dividido g da cociente q y resto r lo esquematizamos  

 

Ejercicio:  Realizar las siguientes divisiones: 

                                                                         1) 20x17x18x13x6
234 +−−+  entre  7x5x3

2 −+  

                                                                         2) 1x2entre2x4x21x10 23 ++++  

                                                                         3) 5xx2xentre6x3x2x3x 23234 +−+++++  

 
 
Definición 
                   Consideramos:  ℜ∈α∈ ℜ yPf      Decimos que α es raíz de f   0)(f =α⇔  

 

Ejercicio: 

                 1) Probar que 2 es raíz de 2x7x5x)x(f:f 23 −+−=  

                 2) Demostrar que todos los reales son raíces de la función nula )(θ  

                 3) Probar:    

 

 

Observación: Hallar todas las raíces de una función polinómica f es resolver en ),·,,( ≤+ℜ  la ecuación f(x)=0 

 

Ejercicio:  Consideramos 3x5x6x2)x(f:f 23 +−+=    1) Dividir f entre 2x)x(g:g −=   y  entre  1x)x(h:h −=   

2) ¿ Que particularidades observa sobre el cociente y el resto?    3) Calcular f(2) y  f(1) 

¿Qué observa?.   4) Elija otro polinomio f cualquiera y reitere las partes anteriores.  ¿Las observaciones realizados 

serán una casualidad para estos casos particulares.? 

f g 

q r 

f g 

q r 
)(r)(fgderaíz α=α⇒α
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División entre x-αααα 
                                 Un caso que nos interesa particularmente es la división entre una función polínomica del tipo 

α−= x)x(g:g   ya que presenta características y aplicaciones singulares. 

 

 

 

 

 Si θ==⇒=⇒α−= ró0)r(gr1)r(grx)x(g:g     ⇒    r  es una función constante, en otras palabras  

)fijok(xk)x(r ℜ∈ℜ∈∀=       Además si 1n)q(grn)f(gr −=⇒=  

 

Por otra parte si  ℜ∈∀+α−=⇒ℜ∈∀+=⇒+= xk)x(q).x()x(fx)x(r)x(q).x(g)x(frq.gf  

k)(fk)(q.)()(f

0

=α⇒+αα−α=α⇒
321

 

Proposición que podemos enunciar: “ el resto de dividir f entre α−x es  )"(f α  conocida como ley del resto. 

 

Ejercicio: Demostrar:  α  es raíz de f  ⇔   f es divisible entre  α−= x)x(g:g     (Teorema de Descartes) 

 

Esquema de Ruffini 
                                     Por todo lo dicho sería conveniente disponer de un procedimiento más eficiente para realizar 

la división entre α−x  que el algoritmo de la división  utilizado en ejercicios anteriores 

 

Realizar la división entera de f : 01
1n

1n
n

n axa.........xaxa)x(f ++++= −
− entre g:g(x)= α−x es determinar el 

cociente q y el resto r que cumplan con la definición. 

 

Por lo dicho anteriormente; si gr(f) = n 

ℜ∈∀++++=⇒−=⇒ −
−

− xbxb..........xbxb)x(q1n)q(gr 01
2n

2n
1n

n   y además 

ℜ∈∀∈=⇒=θ= x)Kk(k)x(r0)r(grór  

 

 

 

 

 

⇔ℜ∈∀+++++α−=++++⇔ −
−

−
−

−
− xk)bxb.....xbxb).(x(axa.....xaxa 01

2n
2n

1n
1n01

1n
1n

n
n  

 

kb.xb.....xb.xb.xbxb....xbxbaxa.....xaxa 01
2n

2n
1n

1n0
2

1
1n

2n
n

1n01
1n

1n
n

n +α−α−α−α−++++=++++⇔ −
−

−
−

−
−−

−
−

 

ℜ∈∀α−+α−++α−+=++++⇔ −−
−

−
−

− xb.k).b.b(.......x).b.b(xbaxa....xaxa 0101n2n
1n

1n01
1n

1n
n

n  

 

Es inmediato que si se cumple:














α+=⇒=α−

α+=⇒=α−

α+=⇒=α−

=

−−−−−−

−

0000

110110

1n1n2n1n1n2n

n1n

b.akab.k

b.abab.b

................................................................................

b.abab.b

ab

  se verifica la igualdad 

anterior para cualquier real  

Resultados que suelen presentarse mediante el siguiente diagrama: 

 

 
na  1na −  ....................................... 

1a  0a  

α   
1nb. −α  ...................................... 

1b.α  0b.α  

 
{

1nb

na

−

 
4434421

2nb

1n1n b.a

−

−− α+  ....................................... 
43421

0b

11 b.a α+  
43421

k

00 b.a α+

 

  

f g

qr
 





θ=<

+=
⇒

ró)g(gr)r(gr

rgqf

f g 

q r 

⇔ℜ∈∀+=⇔+=⇔ x)x(r)x(q).x(g)x(frq.gf
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Ejercicio  Utilizando el esquema de Ruffini realizar las siguientes divisiones: 

                 1) 3x5xx2)x(f:f
24 +−+=  entre 2x)x(g:g −=  

                 2) f entre 1x)x(g:g +=  

                 3) 2x)x(t:tentrey1x)x(g:gentre2xx)x(h:h 3 +=−=++=  

                 3) f entre 1x2)x(g:g −=  

                 4) Deducir un procedimiento que nos permita utilizando el diagrama de Ruffini realizar la división de un 

                 polinomio P entre bxa)x(g:g +=    Utilizando sus deducciones realizar las siguientes divisiones. 

                 i) 1x2)x(g:gentre10x6x4)x(f:f 23 −=++=  

                 ii) 2x3)x(g:gentre4xx9)x(f:f
3 −=+−=  

 

Ejercicio: 1) Hallar todas las raíces reales de 12x4x3x)x(f:f 23 −−+=   sabiendo que admite raíz 2 

                 2)    “         “      “      “       “       “   2xx2x)x(f:f
23 −−+=           “          “        “       “   -1 

                 3)    “         “      “     “        “       “    6xx25x4x4)x(f:f 234 +−−+=    sabiendo que tiene raíces 2 y –3 

                 4)   “         “       “     “       “        “    18x9x11xx)x(f:F 234 +++−=          “           “     “        “     3 y –3 

 
 
 
EJERCICIOS                                                                                                                           REPARTIDO  Nº 12 
 

I)  Sea .3axx3x)x(P:P 23 −++=   Hallar ℜ∈a  para que P dividido entre x-1 da resto 3 

 

II) Consideramos  7axx2)x(P:P 3 −+=   Determinar  ℜ∈a sabiendo que  17)2(P =  

 

III) Siendo .6bxaxx2)x(P: 23 −++=   Hallar a y b reales sabiendo que P admite raíz –2 y 4)1(P =−  

 

 

IV) Sea  .12x37x2x3)x(P:P 23 −−−=   Calcular todas las raíces de P sabiendo que una de ellas es –3 

 

V) Dado 4x20x15x5x4)x(P:P 234 −−−+=   Hallar todas sus raíces sabiendo que dos de ellas son 

     2 y 
4
1− . 

 

VI) Un polinomio dividido entre  x-1  y  x-2  da resto 6 y 18 respectivamente. Hallar el resto de dividir  

       dicho polinomio entre ).2x)(1x( −−  

 

VII) Sea .142)(: 234 −−+= xaxxxPP   Determinar  ℜ∈a para que  44)3( =−P  

 

VIII)  Consideramos  182)(: 23 −+−= axxxxPP .  Hallar  ℜ∈a y las raíces de P sabiendo que una de  

           ellas es 2. 

 

IX) Dado .15)(: 234 baxxxxxPP ++−+=  Determinar a ,b  reales  y las raíces de P  sabiendo  que dos  

       de ellas son 2  y  -3. 

 

X)  Un polinomio P dividido entre  x-2  da resto  5, dividido entre x-4  da resto  7,  y dividido entre  x-5 

       da resto 8. Hallar el resto de dividir P entre  ).5)(4)(2( −−− xxx  

       Si además se sabe que P es de tercer grado y que 77)0( −=P ; hallar P. 
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 Nota:  Consideramos 01
1n

1n
n

n axa..........xaxa)x(f;Pf ++++=∈ −
−ℜ    una función polinómica de grado n. 

             

               1) Si )( ℜ∈αα  es raíz de f  DescartesdeT⇒ f  es divisible entre α−= x)x(g:g   q.gf/Pq =∈∃⇒ ℜ  

                  ℜ∈∀α−==⇒ x)x(q)x()x(q).x(g)x(f     

                  Además sabemos que ..........xa)x(qy1n)q(gr 1n
n +=−= −

 

 

                  En resumen: 

 

                     

 

 

 

 

 

 

                2)  Consideramos ahora dos raíces distintas de f β≠αℜ∈βα,  

                      

                      Si  )( ℜ∈αα   es raíz de f  ......xa)x(qy1n)q(gr;Pq 1n
n +=−=∈∃⇒ −

ℜ    tal que           

                      ℜ∈∀α−= x)x(q)x()x(f   )(q)()(f βα−β=β⇒     Como β  es raíz de f  ⇒=β⇒ 0)(f  

                     β⇒=β⇒=βα−β⇒

≠

0)(q0)q)(

0

321
 es raíz de q  ⇒  

                   ........xa)x('qy2n)'q(gr;P'q 2n
n +=−=∈∃⇒ −

ℜ    tal que  ℜ∈∀β−= x)x('q).x()x(q  

                   Como ℜ∈∀α−= x)x(q).x()x(f   sustituyendo nos queda  ℜ∈∀β−α−= x)x('q).x).(x()x(f  

 

 

En resumen: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Probar que: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Parece entonces razonable enunciar el siguiente teorema: 

 

 

 

 

 

 

 

01
1n

1n
n

n axa..........xaxa)x(f;Pf ++++=∈ −
−ℜ    una función polinómica de grado n 

Si  )( ℜ∈αα   es raíz de f  ......xa)x(qy1n)q(gr;Pq 1n
n +=−=∈∃⇒ −

ℜ    tal que ℜ∈∀α−= x)x(q)x()x(f  

01
1n

1n
n

n axa..........xaxa)x(f;Pf ++++=∈ −
−ℜ    una función polinómica de grado n 

Si  )(y β≠αβα  son raíces de f  ......xa)x(qy2n)q(gr;Pq 2n
n +=′−=′∈′∃⇒ −

ℜ    tal que 

ℜ∈∀′β−α−= x)x(q).x).(x()x(f  

01
1n

1n
n

n axa..........xaxa)x(f;Pf ++++=∈ −
−ℜ    una función polinómica de grado n 

Si  γβα ,,   son raíces de f distintas dos a dos ......xa)x(qy3n)q(gr;Pq 3n
n +=−=∈∃⇒ −

ℜ     

tal que  ℜ∈∀γ−β−α−= x)x(q).x).(x).(x()x(f  
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Teotema  1  de descomposición factorial 
 

H) 






≤ααα

=++++=∈ −
−ℜ

npfdedosadosdiferentesraícesp,........,,

n)f(graxa......xaxa)x(f;Pf

p21

01
1n

1n
n

n
 

 

T)  




−=

ℜ∈∀α−α−α−=∈∃ ℜ

n

p21

aprinciparecoeficientypn)q(grcon

x)x(q).x().........x).(x()x(f;Pq
 

 

Dem: 

          Intentaremos una demostración por inducción completa sobre p. (la cantidad de raíces). 

 

1º paso p=1   Proposición demostrada en la nota inmediata anterior  

 

2º paso  H)   La proposición se verifica para p=h  

 

              T)   La proposición se cumple para p=h+1 

 

En otras palabras suponiendo que el teorema es cierto para h raíces debemos demostrar que lo es para h+1 raíces 

Debemos probar entonces: 

 

⇒






≤++αααα

=++++=∈

+

−
−ℜ

n1hfdedosadosdiferentesraíces1h,,........,,

n)f(graxa......xaxa)x(f;Pf

1hh21

01
1n

1n
n

n
 

 

 




+−=

ℜ∈∀α−α−α−α−=∈∃
⇒ +ℜ

n

1hh21

aprinciparecoeficienty)1h(n)q(grcon

x)x(q).x)(x().........x).(x()x(f;Pq
 

 

Como 1hh21 ,,.....,, +αααα   son raíces distintas dos a dos de f   ⇒   h21 ,.....,, ααα  son raíces distintas dos a dos de 

f.  Además si nhn1h ≤⇒≤+    Estamos pues en condiciones de aplicar la hipótesis inductiva. 

 

ℜ∈∀α−α−α−=∈∃⇒ ℜ x(*))x('q).x)........(x).(x()x(f/P'q h21  con  hn)'q(gr −=  y coeficiente  

         principal na . 

 

Teniendo en cuenta que 1h+α  es raíz de f   ⇒=α⇒ + 0)(f 1h  

 

0)('q).)........().(()(f 1h

0

h1h

0

21h

0

1h1h 1
=αα−αα−αα−α=α⇒ ++

≠

+

≠

++ 434214342143421
  ⇒=α⇒ + 0)('q

1h
 

1h+α⇒   es raíz de q’    Aplicando ahora el teorema para p=1 sobre q’ tenemos que: 

ℜ∈∀α−=∈∃ +ℜ x)x(q).x()x('q;Pq 1h con  )1h(n1)hn()q(gr +−=−−=   y coeficiente principal na  

 

Sustituyendo en (*) nos queda: 

 

ℜ∈∀α−α−α−α−= + x)x(q).x).(x().........x).(x()x(f 1hh21   

con  )1h(n1)hn()q(gr +−=−−=   y coeficiente principal na             l-q.q.d. 

 

Un caso que nos interesa particularmente es para p=n  (la cantidad de raíces coincide con el grado de la función 

polinómica) 
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Teorema 2 de descomposición factorial 
 

H) 






ααα

=++++=∈ −
−ℜ

fdedosadosdiferentesraícesn,........,,

n)f(graxa......xaxa)x(f;Pf

n21

01
1n

1n
n

n
 

 

T) ℜ∈∀α−α−α−= x)x.().........x).(x(a)x(f n21n  

 

Teorema 
                “Un polinomio de grado n no acepta mas de n raíces distintas” 

Dem: 

         Por absurdo. Suponemos que n)f(graxa..........xaxa)x(f;Pf 01
1n

1n
n

n =++++=∈ −
−ℜ  

acepta raíces 1nn21 ,,.......,, +αααα  distintas dos a dos . 

 

Como n21 ,.......,, ααα  son raíces distintas dos a dos de f   .F.Dde2.T⇒  

))......().((a)(fx)x..().........x).(x(a)x(f n1n21n11nn1nn21n α−αα−αα−α=α⇒ℜ∈∀α−α−α−=⇒ ++++

Además 1n+α   es raíz de f   0a0).()..........()(a n

0

n1n

0

21n

0

11nn =⇒=α−αα−αα−α⇒

≠

+

≠

+

≠

+ 434214342143421
 

Lo cual es contradictorio pues n)f(gr =  

 

Teorema 
 

Consideramos:  01
1n

1n
n

n axa........xaxa)x(f;Pf ++++=∈ −
−ℜ  

Si ∃ 1nn21 ,,.......,, +αααα ℜ∈   raíces distintas dos a dos de f  
















=

=

=

=

⇒

−

0a

0a

..................

..................

0a

0a

0

1

1n

n

 

 

Dem: 

          Si para0a i ≠ algún i entre 0 y n )f(gr∃⇒  y además gr(f) n≤   Tendríamos entonces una función 

polinómica de grado menor o igual que n con n+1 raíces lo cual contradice el teorema inmediato anterior. 

 

Teorema de identidad de polinomios 
 

Consideramos: n)f(graxa.........xaxa)x(f:Pf 01
1n

1n
n

n =++++=∈ −
−ℜ  

                         m)g(grbxb........xbxb)x(f;Pg 01
1m

1m
m

m =++++=∈ −
−ℜ  

 

                              
















=

=

=

=

=⇔=

−−

00

11

1n1n

nn

ba

ba

.......................

.......................

ba

ba

ymngf  

 

Dem: )(⇒  Por absurdo  Consideramos gfh −=   

Si ii baómn ≠≠   para algún i de 1 a  n  k)h(gr =∃⇒      Consideramos ahora 1kk21 ,,.......,, +αααα  

k+1 reales distintos dos a dos. 
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Como ⇒
















=α−α=α

=α−α=α

=α−α=α

=α−α=α

⇒ℜ∈∀−=⇒−=

+++ 0)(g)(f)(h

0)(g)(f)(h

.................................................

.................................................

0)(g)(f)(h

0)(g)(f)(h

x)x(g)x(f)x(hgfh

1k1k1k

kkk

222

111

 

 

⇒   1kk21 ,,.......,, +αααα   son k+1 raíces distintas dos a dos de h . Pero k)h(gr =  lo cual es contradictorio 

 

 

EJERCICIOS                                                                                                                               REPARTIDO  Nº  13 
 

I) Hallar a, b, c ℜ∈  sabiendo que :       ℜ∈∀+++=+++ x1x3cxx)bx)(1axx( 232  

 

II) Determinar una función polinómica de coeficientes reales y tercer grado sabiendo que: 

      8x12x11x3)1x(P 23 +++=+  

 

 

III) Sea 2dxcx)x(Q:Q 2 ++=   Hallar c y d reales sabiendo que: x46)1x(Q)1x(Q −=+−−  

 

IV) Determinar una función polinómica P de coeficientes reales sabiendo que:  2)0(Pxx6)1x(P)x2(P 2 +−−=+−  

 

V) Sea  baxxxxPP +++= 23 5)(:  Hallar a y b reales sabiendo que P dividido entre xx 2
2 +  da igual cociente que  

     Resto. 

 

 

Relaciones entre coeficientes y raíces 
 

Consideramos 01
2

2
3

3 axaxaxa)x(f;Pf +++=∈ ℜ   una función polinómica real de 3º grado con raíces  

γβα y,  distintas dos a dos. 

Pretendemos averiguar si existe una vinculación entre las raíces de f γβα ,, y sus coeficientes 0123 a,a,a,a  

 

Si γβα y,  son raíces distintas dos a dos de f  ⇒ℜ∈∀γ−β−α−=⇒ x)x).(x).(x(a)x(f 32.F.Dde.T  

 

[ ] ⇒ℜ∈∀γβα−γβ+γα+γ−βα+β−α−=γ−βα+β−α−=⇒ x..x..x..x.x..x.x.xa)x).(.x.x.x(a)x(f
2223

3
2

3

 

PolinomiosdeIdentidadde.T

01
2

2
3

3

33
2

3
3

3

xaxaxaxa)x(fComo

x...a)...(ax).(axa)x(f
⇒







ℜ∈∀+++=

ℜ∈∀γβα−γβ+γα+βα+γ+β+α−=⇒
 

 

















−=γβα⇒=γβα−

=γβ+γα+βα⇒=γβ+γα+βα

−=γ+β+α⇒=γ+β+α−

=

⇒

3

0
03

3

1
13

3

2
23

33

a

a
..a...a

a

a
...a)...(a

a

a
a).(a

aa
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En resumen si 01
2

2
3

3 axaxaxa)x(f;Pf +++=∈ ℜ   es una función polinómica real de 3º grado con raíces  

γβα y,  distintas dos a dos se cumple que: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Análogamente se demuestra que si 01
2

2 axaxa)x(f;Pf ++=∈ ℜ   es una función polinómica real de 2ºgrado con 

raíces βα y  distintas estas cumplen: 

                                                                       

 

 

 

 

 

 

 

Y también si 01
2

2
3

3
4

4 axaxaxaxa)x(f;Pf ++++=∈ ℜ   es una función polinómica real de 4º grado con raíces 

δγβα y,,  distintas dos a dos se verifica: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
EJERCICIOS                                                                                                                       REPARTIDO  14 
 

I)  Sea 6x11x6x)x(P:P 23 −+−=   con raíces  γβα y,  que cumplen: γβα += . Hallar γβα ,,   y la  

     descomposición factorial de P. 

 

 

II)  Consideramos  422)(: 23 −−+= xaxxxPP .  Hallar a y las raíces de P sabiendo que el producto de  

       dos de ellas es –1. 

 

 

III)  Con  1072)(: 23 ++−= axxxxPP   de raíces βα ,  y γ . Determinar a , las raíces de P y su 

        descomposición factorial; sabiendo que:  922 =++ γβα . 

 

 

3

0

3

1

3

2

a

a
..

a

a
...

a

a

−=γβα

=γβ+γα+βα

−=γ+β+α

2

0

2

1

a

a
.

a

a

=βα

−=β+α

4

0

4

1

4

2

4

3

a

a
...

a

a
........

a

a
......

a

a

=δγβα

−=δγβ+δγα+δβα+γβα

=δγ+δβ+γβ+δα+γα+βα

−=δ+γ+β+α
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IV)  Sea .cxx2x)x(P:P
23 +++=  Hallar c y las raíces de P  βα,  y γ   sabiendo que cumplen: 

        222 γβα =+ . 

V)   Consideramos  .bbx2axx2)x(P:P 23 −−+=   Hallar a y b  para que  
3

1111
−=

βγ
+

αγ
+

αβ
    y 

        33)1(P)0(P −=+    siendo  βα ,  y γ  las raíces de P. 

 

VI)  Sea 36x36x11x)x(P:P 23 −+−=   con raíces  βα ,  y γ  que cumplen:  γαβ = . 

       Hallar las raíces y la descomposición factorial de P. 

 

 

VII)  Con  0)0(P;abbxaxx)x(P:P 23 ≠+++=   de raíces  βα ,  y γ . 

         i) Hallar a para que:  )0(2
222 P−=++ γβαγβαγβα  

         ii) Determinar  b sabiendo que P dividido entre 552 +− xx  da igual cociente que resto. 

         iii)  Resolver en ),·,,( ≤+ℜ   0)( =xP   y escribir la descomposición factorial de P. 

 

 

VIII)  Consideramos  bx4ax)x(P:P 23 +−+=   de  raíces  βα ,  y γ . 

           i)  Determinar 0>β   para que:  1−=++
γ

β

γ

α

β

α
 

           ii)  Hallar a<0  y  b  para que 4x5x
24 +−    sea divisible entre P. 

 

 

 

 
Nota 
       Cabe destacar que las fórmulas anteriores también son válidas cuando alguna o todas las raíces son iguales. Así 

también como el teorema de descomposición factorial.  No lo demostraremos en este caso; pues dicha demostración 

involucra elementos de divisibilidad en polinomios, cuyo tratamiento, en nuestra opinión excede los objetivos del 

curso. 

      También es posible deducir fórmulas de relaciones entre coeficientes y raíces para funciones polinómicas de 

grado mayor que cuatro; pero rara vez dichas fórmulas son usadas. 

 

Ejercicio: 

                Consideramos: 01
1n

1n
n

n axa............xaxa)x(f;Pf ++++=∈ −
−ℜ      Probar: 

                1)  0 es raíz de f   0a 0 =⇔  

                2)  1 es raíz de f   0aa..........aa 011nn =++++⇔ −  

                3) i) Si 
•

= 2n       -1 es raíz de f   13n1n022nn a..........aaaa.........aa +++=++++⇔ −−−  

                    ii) Si 
•

≠ 2n      -1 es raíz de f   11nn023n1n a.......aaaa.........aa +++=++++⇔ −−−  

 

Ejercicio: 

                 Hallar la descomposición factorial de: 

                                                                                1) x2x5x2)x(f:f 23 ++=  

                                                                                2) 1xx4x4)x(g:g 23 +−−=  

                                                                                3) 3x3x2x2)x(h:h 23 +++=  

              4) 6x5x5x5x)x(t:t 234 −−++=  

              5) x3x2x)x(w:w 35 −+=  
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    Nota    También es posible demostrar: 

  




⇒














∈=α

∈

++++=∈

−

−
−ℜ

)aadivideq(a/q

)aadividep(a/p

sientreprimosenterosqypcon;fderaízQ
q

p

Za,a,........,a,a

axa.........xaxa)x(f;Pf

nn

00
011nn

01
1n

1n
n

n

 

 

Proposición conocida como teorema de la raíz racional.    No haremos la demostración; ya que la misma involucra 

conceptos de divisibilidad que no tratamos anteriormente. Pero si lo utilizaremos. 

 

Ejercicio:  Resolver en 08x4x26xx6)ii04x6x2x3)i:),·,,( 23423 =++−−=−−+≤+ℜ  

                                                          iii) 01xx5xx6 234 =−−+−  

 

Teorema 
                 θ≠⇒θ≠θ≠∈ ℜ g.fgyfPg,f  

Dem: 

          ⇒=∃⇒θ≠ nfgrf    f acepta a lo sumo n raíces distintas            

         ⇒=∃⇒θ≠ mggrg     g acepta a lo sumo m raíces distintas        

 

Consideramos ℜ∈α   que no sea raíz de f ni de g. 

θ≠⇒≠αα=α⇒≠α≠α⇒ g.f0)(g).(f))(g.f(0)(gy0)(f  

 

Corolario 

                  









θ=

θ=

⇒θ=∈ ℜ

g

ó

f

g.fPg,f  

Dem:  Es el contrarecíproco del teorema inmediato anterior. 

 

Nota: 
          ¿ Si f y g no son  funciones polinómicas la proposición anterior  es necesariamente cierta? 

Sugerencia Analizar 




−ℜ∈=

∈=





−ℜ∈=

∈=

Qxsi0)x(g

Qxsi1)x(g
:gy

Qxsi1)x(f

Qxsi0)x(f
:f  

 

Ahora sí estamos en condiciones de probar la unicidad del cociente y el resto de la división entera 

 

Teorema 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

f g 

q’` r’ 

f g 

q r 

y 'rry'qq ==⇒

f g 

q r 



<θ=

+=
⇒

ggrrgrór

rq.gf f g 

q’ r’ 



<θ=

+=
⇒

ggr'rgró'r

'r'q.gf

Dem

: 

Por lo tanto  r'r)'qq.(g'r'q.grq.g −=−⇒+=+  

Ahora si  )'qq(gr'qq'qq −∃⇒θ≠−⇒≠    como además θ≠g   θ≠− g).'qq(  y 

)g(gr)'qq(gr)g(gr)'qq.(ggr ≥−+=−     Como )r'r(gr)'qq.(ggrr'r)'qq.(g −=−⇒θ≠−=−  

)g(gr)r'r(gr ≥−⇒       Pero { } )g(gr)'r(gr,)r(grmáx)r'r(gr <≤−   lo que es contradictorio  ⇒  

'rr'qq =⇒=⇒  



 

 

63

63

EJERCICIOS                                                                                                                             REPARTIDO  Nº  15 
 
 
 

I)  i)  Probar:           








α⇒

µ+λα

⇒








α

ℜ∈µλ
Rderaizes

QR

BA
Si)2

B.A.deraizes)1

ByAacomunraiz

,

realesescoeficientdepolinomiosB,A

 

ii)  Sean:    6xx11x2x2)x(C:Cy3xx12x4)x(B:B,9x18xx2)x(A:A 2342323 −−−−=−−+=−−+=  

     Hallar las raíces de A,B, C  y su descomposición factorial sabiendo que A y B como también A y C  admiten     

     raíces comunes. 

   

 

 

II)  Consideramos:  2m2x)1mm2(x)1mm(xm2xm)x(P:P 2223242 ++++−++−+=  

       i) Hallar todas las raíces de P sabiendo que admite dos raíces independientes de m. 

       ii) Hallar el o los valores de m para los cuales P admite una raíz doble. 

 

 

III)  Dado  mmx)1m2m2(x3x2)x(P:P 2223 −−+−−++=  

        i) Investigar si P admite una raíz independiente de m . En caso afirmativo hallarla. 

        ii) Probar que P admite tres raíces reales ℜ∈∀m . 

        iii) Determinar  
+ℜ∈m   para que: 

βγ
+

αγ
+

αβ
=

γ
+

β
+

α

111111333
 

 

 

IV)  Sea m24x)2m13m6(x)mm3(x)1m2m15(x)m3m6()x(P:P 2223242 −+−+−+−+++++=  

        i) Hallar α  raíz independiente de m. 

        ii) Verificar que 
m3

1−
=β   es raíz de ∗ℜ∈∀mP  

        iii)  Si llamamos Q al cociente de dividir P entre )1mx3()x( +α− . 

               a) ¿Para que valores de m , Q acepta dos raíces reales del mismo signo? 

               b) ¿Para que valores de m  ℜ∈∀< x0)x(Q ? 

 

 

V)  Consideramos: mmx4x)1m3(x)2m2()x(P:P 23 +−−++=  

      i) Probar que P admite una raíz independiente de m ; hallarla. 

      ii) Hallar los valores de m para los cuales P admite tres raíces reales positivas. 

 

 

 
EJERCICIOS                                                                                                                             REPARTIDO  Nº  16 
 
 
 

I)  Sea a14axx4x45x35)x(P:P 1n41n3n2 +−−++−= −+  

    i) Probar que P es divisible entre x-1. 
    ii)Determinar n y a sabiendo que el cociente de dividir P entre x-2 es de tercer grado y el resto vale –35 

    iii) Resolver en 0)x(P),·,,( =≤+ℜ  
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II) Consideramos: ( ) ( ) 1xxxx)x(P:P
h

2
1

2
12h

2
1

2
12 −−−+−+=  

     i) Demostrar que P es divisible entre Nh1x 2 ∈∀−  

     ii)  Sea )1x(x3)x(Pm)x(Q:Q 2 −+=    

                                                                    a) Calcular h para que Q sea de cuarto grado y escribir la 
                                                                         descomposición factorial de P para ese valor de h. 

                                                                     b) Para dicho valor de h determinar los valores de m para 

                                                                          los cuales Q tiene cuatro raíces reales. 

                                                                     c) Determinar todos los valores de m para los cuales Q tiene  

                                                                           una raíz doble. 

 

 

III)  Sea qpxx)x(P:P 3 ++=  

        i) Probar que si P es divisible entre 1mxx2 −+  entonces 0)m(P =  

        ii) En el caso anterior calcular p,q y m si además 33mqp 222 =++    y   
−ℜ∈m . 

 

 

IV)  i) Hallar a,b y c para que  cbxax)1x()x(P:P n2n2 ++++=    sea divisible entre  xx3x2 23 ++  

        ii) Para a,b y c hallados calcular:  
xx3x2

cbxax)1x(
23

66

++

++++
. 

 

 

V)  i) Probar que: [ ] Nn)0(P)1n(P)i(P)1i(P

n

0i

∈∀−+=−+∑
=

    siendo P un polinomio cualquiera. 

       ii) Determinar un polinomio P de tercer grado sabiendo que: 

            [ ] Nn)0(P5n8n6n)i(P)1i(P 23
n

2i

∈∀+++=−+∑
=

  

 
 

VI)  Sea A un polinomio de tercer grado y B otro polinomio no nulo tal que:    A     B 

                                                                                                                              C     C 

        i) Probar:  α  raíz  de  C  α⇒  raíz  de A 

        ii) ¿Es posible que B sea de primer grado?  Deducir y justificar el grado de B. 

        iii) Determinar B sabiendo que su coeficiente principal es 1  B(0)=1  y todas sus raíces son iguales 

              y negativas. 

        iv) Determinar A sabiendo que su coeficiente principal es 2 y que 0)(C
2
1 = . 

 

 

VII)  Sean P y Q dos polinomios no nulos de los cuales se sabe que      P      Q 

                                                                                                                 -1      Q 

          i) Probar:  








−=α

=α

⇔α

1)(Q

o/y

1)(Q

Pderaiz  

          ii) Determinar Q de coeficiente principal positivo sabiendo que x2xx2x)x(P:P 234 −−+=  

  

          iii) Resolver en 0)x(P),·,,( =≤+ℜ    y escribir la descomposición factorial de P. 
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VIII)  Sea abbxaxx)x(P:P
23 +++=  

          i) Probar que x+a divide a P. 

          ii) Probar que si b>0  P acepta solamente una raíz real. 

          iii) Hallar a y b no nulos sabiendo que: )0(P2222 =γβα+γβα+γβα    y que 

                2
bbb

=
γ

+
β

+
α

   siendo βα,  y γ   las raíces de P. 

          iv) Resolver en 
4

2
2:),·,,(

x
)x(P <≤+ℜ  

 

 

IX) i) Sea 36x12axx)x(P:P 23 +−+=   Determinar a y las raíces de P  γβα ,,  sabiendo que 

           
γ

=
β

+
α

111
 

        ii)  Si       A      B            a) Probar que si δδ ⇒−= 1)(B  es raíz de A 

                        C     C             b) Probar:     ε raíz de A y ε⇒−≠ε 1)(B  es raíz de C. 

        iii) Determinar un polinomio Q sabiendo que P dividido Q da igual cociente que resto y 1)(Q −≠γ  

              siendo γ  el valor hallado en i). 

        iv) Resolver en 1
1)x(Q

)x(P
:),·,,( ≥

+
≤+ℜ  

 

 

X)  i) Determinar un polinomio Q de segundo grado sabiendo que 0)0(Q1)1(Q == y   3)1(Q =−  

      ii) Sea  n
x)x(Q)x(P:P = [ ] gfxx1)x(Q

1n ++−+ −
 

           Hallar f y g sabiendo que P es divisible entre xx 2 − . 

       iii)  a) Probar que si n es impar entonces P es divisible entre xx3 −  

              b) Para n par hallar el resto de dividir P entre 1x +  

       iv) Determinar P sabiendo que P dividido ente xx3 −  da cociente 1)x(Q +−  

       v)  Para P hallado resolver en 7
xx

)x(P
),·,,(

3
≤

−
≤+ℜ  

 

 

XI)  Sea  [ ] [ ] baxx)1x(x)1x()x(P hh2hh2 ++−−+−=  

       i) Hallar a y b sabiendo que P es divisible entre xx 2 −  
       ii) Determinar P y su descomposición factorial sabiendo que el cociente de la división indicada anteriormente es     

            de segundo grado. 

 

 

XII)  i) Determinar un polinomio de tercer grado y  coeficientes reales sabiendo que: *   Tiene coeficiente principal 6 

             **   La suma de sus raíces vale 6
1−           ***   Dividido x - 2 da resto 45                  ****   P(1)=4. 

         ii) Escribir la descomposición factorial de P y resolver en 2log),·,,(
)x(P
1x ≤≤+ℜ +  

 

 
XIII)  Completar el siguiente esquema de Ruffini. 

        

    1 2 

  -8  10  

 4 11    
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XIV)  Determinar dos polinomios P y Q sabiendo que:  3x5xx6)x(Q)x(P 23 −+−=+  

                                                                                           1x3x7x2)x(Q)x(P 24 +−+=−  

 

 

XV)  Hallar un polinomio P de tercer grado y otro Q de segundo grado sabiendo que al dividir P entre Q 

         el cociente es 1x5 +  y el resto es 2x10 + . Además 3x10xx4)x(Qx)x(P 23 −−+=−  

 

 

XVI)  Hallar un polinomio A de tercer grado divisible entre 22 −x   y   1+x  Además A dividido entre  

           x da resto 20. 

 

XVII)  Sean P y Q dos polinomios tales que Q es de cuarto grado, P y Q admiten raíces comunes 2,3 y 7; 

            P dividido Q da cociente C y resto R. 

            i) Hallar R sabiendo además que su coeficiente principal es –2 

            ii) Determinar Q si además se sabe que: Q(1)=0 y Q(0)=42 

            iii) Hallar P si C:C(x)=2x-1 
            iv) Hallar las raíces de )()()(: xQxPxHH −=  

 

 

XVIII)  Hallar un  polinomio P de cuarto grado, coeficiente principal –2 que cumple: 

              * )()2).(()( xRxxQxP +−=    con R de primer grado.  ** P y Q tienen una raíz común 

              *** 0)1( =−P        **** 6)1( −=−Q      ***** 10)0( =P      ****** La suma de las otras dos 

              raíces de Q vale –1. 
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TRIGONOMETRÍA 
 
 
 
Algunas consideraciones previas 
                                                         Ya que no es la primera vez que nos enfrentamos al tema, sabemos que en su 

tratamiento se involucran además de los números reales entes geométricos (puntos, rectas, circunferencias, ángulos ) 

lo cual nos lleva necesariamente a manejar proposiciones desarrolladas en otra asignatura; de las cuales resaltamos: 

                                
1)  Si llamamos Ω al conjunto de puntos del plano; existe una función ℜ→Ω×Ω:d  a la que llamamos  

      función distancia que cumple: 

                                                         i) Ω∈∀≥ Y,X0)Y,X(d  

                                                         ii) Ω∈∀= Y,X)X,Y(d)Y,X(d  

                                                         iii) )Y,Z(d)Z,X(d)Y,X(dXYZSi +=⇒∈  

                                                         iv) Si )Y,Z(d)Z,X(d)Y,X(dXYZ +<⇒∉  

                                                          v) Para cada recta orientada r , para cada punto rX ∈  y para  cada real  

                                                              t; 0t ≥  existe un único punto Y r∈  tal que X Yp  y  d (X,Y) = t . 

       

 

2) Para cada recta orientada r  y para cada punto rO ∈  existe una única función biyectiva ℜ→r:f creciente      

    que cumple: 

                         i) f(O)=0 

                         ii) d (X,Y) = rY,X)Y(f)X(f ∈∀−  

     Si x)P(fyx,rP =ℜ∈∈   decimos que x es la abscisa de P y también que P es el afijo de x. 

 
 
3) 

 En resumen 

                       )y,x()P,P(P 0021 →→  

 

Componiendo ambas relaciones le asignamos a cada punto del plano un par ordenado de números reales. 

Estableciendo de esta forma una correspondencia entre ℜ×ℜΩ y .  

 Justifique el lector que tal correspondencia es una función biyectiva. 

 

Si mediante la biyección recién descrita )y,x( 00 son las imágenes del punto P decimos que 0x  es la abscisa de P e 

0y  su ordenada. También decimos que el par )y,x( 00 son las coordenadas del punto P o que P es el afijo de 

)y,x( 00    Si )y,x( 00 son las coordenadas del punto P, anotamos: P )y,x( 00 . 

 

Es innecesario mencionar que las rectas orientadas x e y  (llamadas ejes cartesianos ) no tienen por qué ser 

perpendiculares. Si lo son (que es lo mas habitual) decimos que estamos frente a un sistema de coordenadas 

cartesiano ortogonal  

P 

1P

y 

x 

2P

O 

Consideramos yex
rr

 dos rectas orientadas que se cortan. en O  

A cada punto P Ω∈  le hacemos corresponder )P,P( 21  un par de 

puntos, proyecciones de P sobre cada uno de los ejes según la 

dirección del otro. 

xPAhora 1
r

∈   y por lo tanto tiene una abscisa 0x  análogamente 

como 2P  también pertenece a un eje orientado 

le podemos asignar una y solo una abscisa 0y . Por lo tanto al par 

de puntos )P,P( 21 le corresponde el par de  reales )y,x( 00  
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4) 

Entonces 

 
                   
Justifique el lector que la fórmula obtenida es válida independientemente de la posición particular que ocupen los 

puntos A y B con respecto a los ejes. 

 

 
5) Asumimos que la longitud de una circunferencia de radio r es r2π ; por lo tanto si denominamos 0C  a la  

    circunferencia de centro O(0,0) y radio 1 esta tiene longitud π2 . 

 

 
6) También aceptamos que los arcos de circunferencia son medibles.  

     

    En particular: 

                            i) [ )π∈β∀ 2,0  existe y es único 0CP ∈  tal que  β=AP  

                            ii) 0CP ∈∀   existe y es único [ )π∈β 2,0  tal que  β=AP  

 

 
7) También existe una biyección entre los ángulos al centro y los puntos de una circunferencia. 

 

     En particular si denominamos γ  al ángulo AOP ; al ángulo γ le corresponde un y solo un punto P 0C∈  y  

     como vimos recién a P le corresponde un y solo un número [ )π∈β 2,0 .  Componiendo ambas funciones  

     al ángulo γ le corresponde el real β . Como ambas funciones son biyectivas la compuesta también lo es, 

     por lo tanto queda así establecida una biyección entre los ángulos al centro de [ )π2,0yC0  

     Decimos que el real β . es la medida en radianes del ángulo γ . Obsérvese que 0C tiene radio 1 y en  

    consecuencia estamos utilizando el radio como unidad para medir el arco AP  

 

A 

B 

N

1A 1B

2A

2B
Consideramos dos puntos del plano A )y,x(By)y,x( 1100  

en un sistema de coordenadas cartesiano ortogonal. 

Si la recta AB no es paralela a ninguno de los ejes de cartesianos se 

forma un triángulo rectángulo ANB. 

Aplicando Pitágoras a dicho triángulo tenemos: 

 

⇒+=+= )B,A(d)B,A(d)B,N(d)N,A(d)B,A(d 22
2

11
2222  

 

2
01

2
01

2
01

2
01

2 )yy()xx(yyxx)B,A(d −+−=−+−=  

2
01

2
01 )yy()xx()B,A(d −+−=

A(1,0) 

P Anotamos AP a la medida del arco de 0C que nos lleva de A a P en 

sentido antihorario. 

 

En otras palabras asumimos que existe una biyección entre 0C  y [ )π2,0   
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Nota 
        Somos conscientes que la justificación de las proposiciones 5) 6) y 7) encierran tales dificultades que  

        exceden los objetivos de Geometría I y por lo tanto el lector deberá esperar cursos posteriores para ver  

        tales justificaciones. 

 

Teorema 
                 ℜ∈α∀  existen y son únicos  [ ) π+β=α∈π∈β k2;Zky2,0  

 

Dem    Existencia   π−α=β⇔π+β=α k2k2  

            Ahora  [ ) 1k
2

k)1k(2k22k20202,0 +<
π

α
≤⇔+π<α≤π⇔π<π−α≤⇔π<β≤⇔π∈β  

           Entonces llamando 








π

α
=

2
k   (parte entera de 

π
α
2

 )   tenemos que: 1k
2

k +<
π

α
≤    volviendo atrás en el  

           razonamiento anterior llegamos a que:  π<π−α≤ 2k20  

 

           En resumen: [ ) π+β=απ∈π−α=β∃∈








π

α
=∃ℜ∈α∀ k2quetal2,0k2yZ

2
k  

 

Unicidad   Suponemos: 
[ )

[ )
β−β′=π′−⇒π′+β′=π+β⇒









∈′π∈β′π′+β′=α

∈π∈βπ+β=α
2)kk(k2k2

Zky2,0;k2

Zky2,0;k2
 

                   

                 ⇒π<π′−<π−⇒π<β−β′<π−⇒




≤β−<π−⇒π<β≤

π<β′≤
22)kk(222

0220

20Ahora
 

                    

                  β′=β⇒′=⇒=′−⇒∈′−<′−<−⇒ kk0kkZkkcomo1kk1  

 
 
Nota 
         Utilizando el teorema anterior podemos definir la función  [ ) β=αϕπ→ℜϕ )(;2,0:     Por lo dicho 

anteriormente también existe una función [ ) β=∈=β→π APquetalCPconP)(f;C2,0:f 00  

 

Componiendo ϕ  y  f  tenemos una función mediante la cual a cada número real α le corresponde un punto P de 0C  

 

                                                        P
f

→β→α
ϕ

 

 

Si  P)(f =αϕo   (la imagen según la mencionada función compuesta del real α  es el punto P)  diremos que P es el  

asociado de α . 

 

Observemos que  ϕϕ ofy   no son inyectivas ; es mas:  ⇒ℜ∈α∀∈∀αϕ=π+αϕ Zh)()h2(  

ℜ∈α∀∈∀αϕ=π+αϕ⇒ Zh)(f)h2(f oo .     

Así  .......................,1034,.............,2,4,2, π−απ−απ+απ+αα    tienen el mismo punto asociado. 

 

Le sugerimos al lector que haga una interpretación geométrica de estos hechos. 

 

 
Definición 
                    Consideramos 000 C)y,x(Py ∈ℜ∈α   su asociado.  Llamamos coseno de α  (anotamos αcos ) 

                    a la abscisa del punto P; en otras palabras:  0xcos =α .  Y denominamos seno de α (anot. sen α ) 

                    a la ordenada de P; o sea: sen α 0y= . 
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Ejemplos   

                  El asociado de 0 es 00seny10cos)0,1(A ==⇒  

                  El asociado de 1seny0cos)1,0(Bes
222

==⇒ πππ   

 Como  ⇒π+π=π )215.(2431    el asociado de 0)431sen(y1)431cos()0,1(Ces431 =π−=π⇒−π  

Busquemos ahora el seno y el coseno de 
3
π  

 

 

 

 Ejercicios  Calcular seno y coseno de 
46

y ππ  

 

Observaciones  Como el asociado de  π+αα k2y  es el mismo Zk ∈∀ℜ∈α∀ entonces 

 

Ejercicios  Calcular  ( ) ( )π−π
3

241
4

573 senycos  

 

Ejercicios  Resolver en 0xsen)ii0xcos)i:),·,,( ==≤+ℜ  

 

Observaciones 

                           

 

 Cabe resaltar que hemos definido seno y coseno de un número real; no de un ángulo. 

 

Si consideramos las funciones xcos)x(g;:gyxsen)x(f;:f =ℜ→ℜ=ℜ→ℜ    las últimas dos 

observaciones realizadas nos permiten afirmar que f y g son funciones periódicas  ( de periodo π2  )  y acotadas  

(entre –1 y 1 ). 

A(1,0) 

)y,x(P 00  P
f

→β→α
ϕ

)y,x( 00       Definimos 0xcos =α   y   sen α 0y= . 

 

Recordemos que [ ) β=∈∈π∈βπ+β=α AP;CPyZk,2,0conk2 0  

 

Si D )y,x( 00 es el asociado a 
3
π  consideraciones geométricas elementales 

nos llevan a que el triángulo OAD es equilátero ⇒  

⇒ 1D  es el punto medio de OA ⇒  ( )
2
1

32
1

02
1

1 cosx0,D =⇒=⇒ π  

Ahora ⇒=+⇒=−+−= 1yx1)0y()0x()D,O(d 2
0

2
0

2
0

2
0  

2

3
04

32
0

2
04

1 yy1y ±=⇒=⇒=+⇒     en este caso  0y0 >  

2

3

3
sen =⇒ π  

Zksen)k2(sen

Zkcos)k2(cos

∈∀ℜ∈α∀α=π+α

∈∀ℜ∈α∀α=π+α

ℜ∈α∀≤α≤−

ℜ∈α∀≤α≤−

1sen1

1cos1

 A   D1 

D(x0 , y0) 
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Definición 
                    Consideramos  ℜ∈α  

1)  Si  )Zk(k2
2

∈π+≠α π    definimos  tangente de α   (anotamos 
α

α
=αα

cos

sen
tg)tg  

2)  Si  )Zk(k2
2

∈π+≠α π    definimos  secante de  
α

=ααα
cos

1
sec)secanotamos(  

3)  Si  )Zk(k ∈π≠α    definimos cosecante de 
α

=ααα
sen

1
eccos)eccosanotamos(  

4)  Si  )Zk(k ∈π≠α    definimos cotangente de 
α

α
=ααα

sen

cos
gcot)gcotanotamos(  

 

Nota  Consideramos 
2

0; π<α<ℜ∈α   y  P su asociado. 

 

 

 

Le sugerimos al lector hacer las correspondientes interpretaciones geométricas cuando 

π<α<<α<ππ<α< πππ 2óó
2

3
2

3
2

 

 
Nota   
 

También le recomendamos revisar la bibliografía referida al tema utilizada en secundaria; sobre todo si no maneja el 
tema con profundidad. 

La pretensión de este trabajo es definir (de forma clásica) las funciones trigonométricas, estudiar sus propiedades 

algebraicas y resolver algunas ecuaciones e inecuaciones que las involucran.  No trabajaremos sobre resolución de  

triángulos y los múltiples problemas que ello nos permite encarar (calcular la distancia a un punto inaccesible, la  

altura de una montaña, etc.) Tampoco estudiaremos a las funciones trigonométricas bajo el punto de vista del  
análisis (continuidad, derivabilidad, desarrollo en serie de potencias, etc.)   
 

 
Algunas fórmulas 

 
Formulas fundamentales 
 

 

El triángulo POP1  es semejante al  OAT  entonces 

 

)A,O(d

)T,A(d

)P,O(d

)P,P(d

1

1 =     como d(O,A)=1  α== sen)P,O(d)P,P(d 21  

y  )T,A(dtg)T,A(d
cos

sen
cos)P,O(d 1 =α⇒=

α

α
⇒α=  

Probar que:              

 

)T,B(dgcoty)T,O(deccos)T,O(dsec ′=α′=α=α  

ℜ∈α∀=α+α 1sencos 221) 

  O   P1 

T 

A 

 P 
 P2 

T’ 

  B 
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Ejercicio   Probar:  i)  )Zk(k;sec
cos

1
tg1

2

2

2

2 ∈π+≠αℜ∈α∀α=
α

=α+ π  

                               ii)  )Zk(k;eccos
sen

1
gcot1

2

2

2 ∈π≠αℜ∈α∀α=
α

=α+  

 

 

 

 

Además si  [ ) α′=⇒∈π∈α′π+α′=α APZky2,0;k2  

                    [ ) β′=⇒∈π∈β′π+β′=β AQZhy2,0;h2  

 

Supongamos que  β′−α′=−=⇒β′>α′ AQAPQP            Además    [ )π∈β′−α′ 2,0  

 

Como  [ ) β′−α′=⇒∈−π∈β′−α′π−+β′−α′=β−α ARZhky2,0con)hk(2  

 

Por lo tanto  

2222 )0)(sen()1)(cos()sen(sen)cos(cos)R,A(d)P,Q(dARQP −β−α+−β−α=β−α+β−α⇒=⇒=  

 

( ) ⇒β−α+−β−α=β−α+β−α⇒ )(sen1)cos()sen(sen)cos(cos 2222

 

)cos(21)(sen)(cossensen2coscos2sencossencos

1

22

1

22

1

22 β−α−+β−α+β−α=βα−βα−β+β+α+α⇒
4444 34444 2144 344 2144 344 21  

A(1,0) 

P 
Consideramos  ℜ∈α   y  P su asociado   )sen,(cosP αα⇒  

Ahora  ⇒=−α+−α⇒= 1)0(sen)0(cos1)P,O(d 22
 

 

1sencos1sencos
2222 =α+α⇒=α+α⇒  

O 

2) ℜ∈βα∀βα+βα=β−α ,sensencoscos)(cos

A 

R 

Q 

P 

O 

Consideramos  ℜ∈βα,  

 

Denominamos: P,Q y R a los asociados de β−αβα y,  

respectivamente.   

 

Entonces )sen,(cosQ)sen,(cosP ββαα   y 

))(sen),((cosR β−αβ−α   



 

 

73

73

  

Entonces   βα+βα=β−α⇒β−α−=βα−βα− sensencoscos)cos()cos(22sensen2coscos22  

 

 

Ejercicio       Probar que ℜ∈α∀ se cumple: 

Demostremos iii)  como ejemplo. 

 

( ) ( ) α=α+α=−α=α−π−=α−π ππππ sensensencoscoscos)(cos)(sen

1

2

0

222)i
321321

 

Ejercicio  Probar que ℜ∈βα∀ ,  se cumple: 

 

Demostremos la primera de ellas a manera de ejemplo 

 

( ) βα−βα=β−α+β−α=β−−α=β+α

β−β

sensencoscos)sen(sen)cos(cos)(cos)(cos

sencos

4342143421
 

 

Ejercicio  Probar que en condiciones de existencia se cumple: 

 

Nota 

         Aplicando i) tenemos que 

}

{
0

0

tgtg1

tgtg
)(tg

πα−

π+α
=π+α  = αtg     lo cual nos hace sospechar que 

        ℜ∈α∀∈∀α=π+α Zktg)k(tg en condiciones de existencia.  Probémoslo. 

 

α=
α

α
=

π+α

π+α
=π+α=π+α⇒∈=⇒=

•
tg

cos

sen

)h2(cos

)h2(sen
)h2(tg)k(tgZh;h2k2kSi  

 

α=π+α=π+π+α=π++α=π+α⇒∈+=⇒≠
•

tg)h2(tg)h2(tg))1h2((tg)k(tgZh;1h2k2kSi  

                              

i) ( ) α=α−π sencos
2

 

ii) α−=α−π cos)(cos  

iii) α=α−π sen)(sen  

iv) α=α− cos)(cos  

v) α−=α− sen)(sen  

vi) α−α+π cos)(cos  

vii) α−=α+π sen)(sen  

βα+βα=β+α

βα−βα=β−α

βα−βα=β+α

sencoscossen)(sen

sencoscossen)(sen

sensencoscos)(cos

i) 
βα−

β+α
=β+α

tgtg1

tgtg
)(tg         ii)  

βα+

β−α
=β−α

tgtg1

tgtg
)(tg  

iii) ( ) α−=
α

−
=+α π gcot

tg

1
tg

2
        iv) ( ) α−=

α

−
=−α π gcot

tg

1
tg

2
 

existenciadescondicioneenyZktg)k(tg ℜ∈α∀∈∀α=π+αPor lo tanto: 
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En otras palabras hemos probado que la función tangente es periódica de periodo π . 

 

Ejercicios  Probar que ℜ∈α∀ en condiciones de existencia se cumple: 

 

Por ejemplo:  α−α=αα−αα=α+α=α 22 sencossensencoscos)(cos2cos  

 

 

Fórmulas de factoreo 
 

Consideramos las igualdades ya demostradas 

                                                                             
βα−βα=β−α

βα+βα=β+α

sencoscossen)(sen

sencoscossen)(sen
 

Sumando miembro a miembro tenemos 

                                                                     βα=β−α+β+α cossen2)(sen)(sen  

 

Y restando nos queda:     βα=β−α−β+α sencos2)(sen)(sen  

 

Si ahora llamamos   
2

ba
2

ba ybya −+ =β=α⇔β−α=β+α=     sustituyendo en las igualdades 

anteriores llegamos a:  

 

Análogamente se demuestra: 

 

 

Seno, coseno y tangente de x en función de tg x/2 

 
 

Vimos anteriormente que   α−α=α 22 sencos2cos          Si cambiamos )x2(xpor2
2
x=α⇔=αα  

tenemos: 

[ ] )(tg1cos
cos

sen
1cossencosxcos

2
x2

2
x2

2
x2

2
x2

2
x2

2
x2

2
x2 ∗−=














−=−=  

También vimos que:  

2
x22

x2

2

2

2

2

tg1

1
cos

tg1

1
cos

cos

1
tg1

+
=⇒

α+
=α⇒

α
=α+           Sustituyendo en  

 

 

 

α−

α
=α

α−α=α

αα=α

2

22

tg1

tg2
2tg

sencos2cos

cossen22sen

2
ba

2
ba

2
ba

2
ba

sencos2bsenasen

cossen2bsenasen

−+

−+

=−

=+

2
ba

2
ba

2
ba

2
ba

sensen2bcosacos

coscos2bcosacos

−+

−+

−=−

=+

existenciadescondicioneenx;x ℜ∈∀  

(*) nos queda: 

2
x2

2
x2

tg1

tg1
xcos

+

−
=
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Demostrar: existenciadescondicioneenx;x ℜ∈∀  

 

Nota 
          Ya vimos que las funciones trigonométricas son periódicas y en consecuencia no son inyectivas; por lo tanto 

           la proposición   β=α⇔β=α sensen   es falsa.  Busquemos una condición necesaria y suficiente que si 

           sea cierta. 

 

          













==

∨

=

⇔=
β−αβ+α

⇔=β−α⇔β=α

β−α

β+α

2

2

sen

0cos

0
2

sen
2

cos20sensensensen     ⇔  

          













π+β=α⇔∈π=

∨

π+β−π=α⇔∈π+=

⇔

β−α

πβ+α

k2)Zk(k

k2)Zk(k

2

22

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Algunos ejercicios resueltos: 
 

Ejemplo  1   Resolver en 
2

3
)x2(sen:),·,,( =π+≤+ℜ  

                     






π+−=⇔π+=π+

∈π+−=⇔π+=π+
⇔=π+

ππ

ππ

∗
kxk2x2

)Zk(kxk2x2

2

3
)x2(sen

63
2

33
)(  

 

(*)  Tengamos en cuenta que la función seno es una función periódica de periodo π2 . Por lo tanto una posible 

estrategia consiste en hallar las preimágenes de 
2

3  en el intervalo [ )π2,0 lo cual hacemos en este caso mediante la 

tabla de arcos notables, que se adjunta al final de estas notas, y luego cada uno de esas soluciones ( )
3

2
3

y ππ  genera 

una familia de raíces que difieren entre sí en πk2   )Zk( ∈ . En el último paso simplemente “despejamos” x. 

2
x2

2
x

tg1

tg2
xsen

+
=

2
x2

2
x

tg1

tg2
xtg

−
=









∈π+β−π=α

∨

∈π+β=α

⇔β=α

)Zk(k2

)Zk(k2

sensen









∈π+β−=α

∨

∈π+β=α

⇔β=α

)Zk(k2

)Zk(k2

coscos

)Zk(ktgtg ∈π+β=α⇔β=α

En resumen: 

Análogamente se demuestra: 
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Ejercicios:  Resolver en 2)x2(sec)ii1xtg)i:),·,,( =π+−=≤+ℜ            

 

Respuestas:  i)  π+= π kx
4

7     ii)  )Zk(kxkx
33

∈π+=∨π+−= ππ  

 

Ejemplo  2   Resolver en )x(sen)x2(cos:),·,,( π+=≤+ℜ                                                                                                                         

                      Intentemos utilizar las condiciones necesarias y suficientes vistas en el punto anterior. Para ello  

                      Necesitamos tener una igualdad entre senos o entre cosenos; para ello usamos que: 

                     ( ) ℜ∈∀α−=α π
2

cossen  

 

                    ( ) ( ) ⇔−−=⇔π+−=⇔π+= ππ xcosx2cos)x(cosx2cos)x(senx2cos
22

 

                      










π+=⇔π++=

∨

+−=⇔π+−−=

⇔

ππ

πππ

k2xk2xx2

k2xk2xx2

22

362

      )Zk( ∈  

 

Ejercicio:  Resolver en x3sen)x2(sen:),·,,( =π+≤+ℜ                                Respuesta: 
5

k2xk2x π=∨π+π=  

 

:Ejemplo 3   Resolver en 2xcosxsen5xsen:),·,,( 22 +=−≤+ℜ  

 

                    03xsen5xsen22xsen1xsen5xsen2xcosxsen5xsen 22222 =−−⇔+−=−⇔+=−  

 

                     Si denominamos  xsenz =   sustituyendo nos queda:  3zz03z5z2
2
12 =∨−=⇔=−−  

 

                    Como  

















ℜ∈∀≤≤−∅=








π+=

π+=
⇔−=

⇒=

π

π

x1xsen1queyasolucióncon.ec3xsen

k2x

k2x
xsen

zxsen

6
11

6
7

2
1

 

 

Ejercicio Resolver en 03xcosxcos2:),·,,( 2 =−−≤+ℜ                          Respuesta:  )Zk(k2x ∈π+π=  

 

 

Ejemplo 4  3xcos4x2sen:),·,,( 2 =+≤+ℜ  

 

                    3xcos4xcosxsen23xcos4x2sen 22 =+⇔=+           Dividimos entre xcos2  Observemos que 

                                                                                                                         nox0xcos;x =ℜ∈∀ es solución. 

                     
xcos

3

xcos

xcos
4

xcos

xcosxsen2

22

2

2
=+             Como  xtg33

xcos

3
xtg1

xcos

1 2

2

2

2
+=⇒+=  

 

                     Sustituyendo nos queda:  zxtgsi01xtg2xtg3xtg334xtg2 22 ==−−⇔+=+  

                     
3
12

z1z01z2z3 −=∨=⇔=−−  

 

                    Como tgx = z  
( )






π+−=⇔−=

π+=⇔=
⇔

π

ktgArcxxtg

kx1xtg

3
1

3
1

4
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Nota   Denominamos ( )
3
1tgArc −  al único real del intervalo ( )

22
, ππ−   cuya tangente vale 

3
1−  

 

Ejercicio 0x2senxsenxcos3:),·,,( 22 =−−≤+ℜ                         Respuesta:  ( ) π+=∨π+= −π ktgArcxkx
2
3

4
 

 

 

Ejemplo 5  Resolver en [ ) 01xsen2:2,0 ≤+π  

 

 

                   
6

11
6

7
2
1 xxsen01xsen2 ππ ≤≤⇔−≤⇔≤+  

Ejercicio  Resolver en [ ) 3xcos2:2,0 >π                                         Respuesta:  [ ) ( )0,,0
6

11
6

ππ ∪  

 

Ejemplo 6  Resolver en [ ) 01xcos2:2,0 2 ≤−π  

 

                    Si denominamos xcosz =  sustituyendo nos queda:  01z2 2 ≤−  

 

                   
2

2

2

22 z01z2 ≤≤−⇔≤−                

                    Entonces:  










≤≤

∨

≤≤

⇔≤≤−⇔≤−

ππ

ππ

4
7

4
5

4
3

4

2

2

2

22

x

x

xcos01xcos2  

 

 

                    Ejercicio  Resolver en [ ) xsen3xcos5xcos:2.0 22 >++π                                    Respuesta:  ( )
3

5
3

, ππ  

 
2
1−  

6
7π

6
11π

2

2
2

2−

4
π

4
3π

4
5π

4
7π

2

2
2

2−

4
π

4
3π

4
5π

4
7π
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EJERCICIOS                                                                                                                           REPARTIDO  Nº  17                                                      
 

I)  Resolver en  :),·,,( ≤+ℜ      i)  
2

1
xcos −=     ii)  1)xtg(

2
=− π     iii)  )xcos(x3cos

4
π+=    iv)  x4tg)x2tg(

3
=− π                        

v)  x4sen)x2cos(
6

=+ π       vi) 0x2coxx3sen =+    vii)  01cos3cos2
2 =+− xx    viii) 03xsen7xsen2

2 =++  

ix)  4xsen5xcos4
24 =+    x)  4)x2cos(8)x2(sen4

66

2 =−−− ππ  xi)  3xcosxsen =−  xii)  12sen22cos =− xx  

xiii)  
2

1
)x2cos()x2cos(

33
=−++ ππ        xiv) 2xcoslog 2

xsen =   ( resolver en [ )π,0   )              

 xv)  2)1x2cosx(senlog 22
xsen

=+−                xvi)  40416
222

cos22cos =++ xxsnx  

 
 

II)  Resolver en [ )π2,0  las siguientes inecuaciones: 

                                                                                           i)  01xsen2 >−      ii)  3xtg >      iii)  ( ) 4
xcos4

2
1 ≥  

         iv) 03xcos4 2 <−        v)  2xcosxsen5xsen 22 +≥+        vi)  [ ]
2

22 ,0en0xsen3xcos π≤−  

         vii)  032xsen)34(xsen2 2 ≥−−+   

 
 
III)  Hallar la medida del lado del lado de un pentágono regular inscrito en una cfa. de 10cm. de radio. 
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NÚMERO COMPLEJO 
 
Introducción 
                        Recordemos que los números reales no cubren todas las necesidades algebraicas; así por ejemplo la 

ecuación  01x 2 =+  tiene solución vacía en ).,·,,( ≤+ℜ  

                       Ya en el siglo XVI se introdujo el símbolo 1−  como raíz de la ecuación anterior. Este símbolo mas 
tarde se sustituyó por i considerado como un número ficticio o “imaginario” que debía tratarse algebraicamente 

como un real, salvo que 1i2 −= . Así la ecuación 01x 2 =+  tiene raíces )ix)(ix(1xyi 2 +−=+±  

                        Números del tipo )b,a(bia ℜ∈+ fueron llamados números complejos y se utilizaban formalmente 

como si fuesen reales.  Por ejemplo si  i'b'a'zybiaz +=+=  

                                                         

                                   }

i)baba(bbaaibbbiaibaa.a)iba()bia('z.z

i)'bb('aa'zz
1

2 ′+′+′−′=′+′+′+′=′+′+=

+++=+

−            

 
                        Este tratamiento carente de todo rigor duró casi trescientos años, hasta que a mediados del siglo XIX 
describieron a los números complejos que puede considerarse satisfactoria en la actualidad.  
 
Observemos que si informalmente consideramos bia + como un número complejo, con ℜ∈b,a en definitiva lo 
estamos viendo como el par ordenado (a,b).  y además los operamos: 

                                                                                                               
)'abb'a,'bb'aa()'b,'a).(b,a(

)'bb,'aa()'b,'a()b,a(

+−=

++=+
   

Lo cual da origen a la siguiente definición. 
 
 
Definición 
                   Si llamamos ℜ×ℜ=C  y definimos: 
                                                                                 1) 'bb'aa)'b,'a()b,a( =∧=⇔=  

                                                                                 2) )'bb,'aa()'bb()'a,a(;CCC: ++=+⊕→×⊕  

                                                                                 3) )b'a'ab,'bb'aa()'b,'a()b,a(;CCC: +−=⊗→×⊗  

 
                   A ),,C( ⊗⊕ la denominamos estructura de los números complejos, o simplemente números complejos 

 
 
Teorema 
                   ),,C( ⊗⊕  es un cuerpo conmutativo 

 
Dem: 
          Es inmediato que ⊗⊕ y por como fueron definidas son operaciones en C.   En consecuencia nos falta probar: 

. 
[ ] [ ] C)b,a(),'b,'a(),b,a()b,a()'b,'a()b,a()b,a()'b,'a()b,a(Asociativa)S1 ∈′′′′∀′′′′⊕⊕=′′′′⊕⊕  

 
C)'b,'a(),b,a()b,a()'b,'a()'b,'a()b,a(aConmutativ)S2 ∈∀⊕=⊕             

 
C)b,a()b,a()b,a()0,0()0,0()b,a(;C)0,0(Neutro)S3 ∈∀=⊕=⊕∈∃                        

 
)0,0()b,a()b,a()b,a()b,a(;C)b,a(C)b,a(Opuesto)S4 =⊕−−=−−⊕∈−−∃∈∀         

 
[ ] [ ] C)b,a(),'b,'a(),b,a()b,a()'b,'a()b,a()b,a()'b,'a()b,a(Asociativa)P1 ∈′′′′∀′′′′⊗⊗=′′′′⊗⊗  
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C)'b,'a(),b,a()b,a()'b'.a()'b,'a()b,a(aConmutativ)P2 ∈∀⊗=⊗  

 
C)b,a()b,a()b,a()0,1()0,1()b,a(;C)0,1(Neutro)P3 ∈∀=⊗=⊗∈∃  

 
)0,1()b,a()b,a(inv)b,a(inv)b,a(;C)b,a(inv)0,0()b,a(;C)b,a(Inverso)P4 =⊗=⊗∈∃≠∈∀  

 
SP) Distributiva   [ ] [ ] [ ] C)b,a(),'b,'a(),b,a()b,a()b,a()'b,'a()b,a()b,a()'b,'a()b,a( ∈′′′′∀′′′′⊗⊕⊗=′′′′⊕⊗  

 
 
Demostremos alguna de ellas como ejemplo: 
 

)S1  Asociativa                                          

 
[ ] [ ] [ ] ),(en.Asoc)b'bb,a'aa()b'b,a'a()b,a()b,a()'b,'a()b,a( +ℜ=′′++′′++=′′+′′+⊕=′′′′⊕⊕  

 [ ] [ ]( ) [ ] )b,a()'b,'a()b,a()b,a()'bb,'aa(b'bb,a'aa ′′′′⊕⊕=′′′′⊕++=′′++′′++=  

 
 

)P4 Inverso  A diferencia del opuesto aquí no es inmediato cual es el inverso de (a,b). Para hallarlo nos planteamos 

un par (x,y) incógnita que intentaremos hallar. 
 





=+

=−
⇔=+−⇔=⊗

0bxay

1byax
)0,1()bxay,byax()0,1()y,x()b,a(   

 

Si 
a

bx
y0bxaycomo0a

−
=⇒=+≠       sustituyendo en la primera igualdad nos queda: 1

a

bx
.bax =







 −
−  

22
2222

ba

a
xax)ba(axbxa

+
=⇒=+⇒=+⇒       como 

2222 ba

b

ba

a
.

a

b
y

a

bx
y

+

−
=

+

/

/
−=⇒

−
=  

 

Por lo tanto si 0a ≠  encontramos el inverso de (a,b) que es 








+

−

+ 2222 ba

b
,

ba

a
  Probemos que este resultado es 

válido también cuando )0by(0a ≠=  

 

)0,1(0,
ba

ba

ba

a
.b

ba

b
.a,

ba

b
.b

ba

a
.a

ba

b
,

ba

a
)b,a(

22

22

222222222222
=















+

+
=









+
+

+

−

+

−
−

+
=









+

−

+
⊗  

 
En consecuencia 

)0,1(
ba

b
,

ba

a
)b,a(quetalC

ba

b
,

ba

a
)0,0()b,a(;C)b,a(

22222222
=









+

−

+
⊗∈









+

−

+
∃≠∈∀  

Veamos : si 0ba0b0a)0,0()b,a( 22 ≠+⇒≠∨≠⇒≠  

 
Observación 
                      El teorema anterior muestra que ),,C( ⊗⊕ satisface el axioma 1 visto en ,·),( +ℜ . Por consiguiente las 

propiedades deducidas exclusivamente del axioma 1 también son válidas para ),,C( ⊗⊕ ; en particular la posibilidad 

de restar y dividir, las cancelativas de la suma y el producto, la propiedad de absorción y la ausencia de divisores de 
cero. 
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Los números complejos como una extensión de los reales 
 
 Consideramos { }C)0,x(C0 ∈= . Observemos que: 

                                                                                      

)0,xy()y.00.x,0.0xy()0,y()0,x()3

)0,yx()00,yx()0,y()0,x()2

CC)1 0

=−−=⊗

+=++=⊕

⊆

 

 
Por lo tanto ⊗⊕ y son operaciones en 0C .  En consecuencia ),,C( 0 ⊗⊕ es una subestructura de ),,C( ⊗⊕ . 

Además tengamos en cuenta que sumamos y multiplicamos los complejos de 0C  sumando y multiplicando sus 

primeras componentes 
 
 

Observemos también: que ambos neutros ( )0,)0,x(inv,)0,x()0,x(,C)0,1(y)0,0(
x
1

0 =−=−∈  

En otras palabras ,·),(y),,C( 0 +ℜ⊗⊕ se comportan del mismo modo. Por este motivo habitualmente no hacemos 

distinción  entre el real x y el complejo (x,0); escribiendo  “ x=(x,0) “. 
 
¿Qué justifica formalmente identificar un real a un par de reales? Afinemos esta idea. 
 
Definición 
                   Consideramos: ),B(y),A( o∗ dos estructuras algebraicas 

                                             BA:f →  una función 
 
                    Decimos que f es un homomorfismo  Ab,a)ba(f)b(f)a(f ∈∀∗=⇔ o  

                    Si además f es biyectiva la denominamos isomorfismo. 
 
                    Dos estructuras algebraicas se dice que son homomorfas (isomorfas) si existe un homomorfismo 
                    (isomorfismo) entre ellas. 
 
Observación: 
                       Sean ),B(y),A( o∗ dos estructuras algebraicas isomorfas. ¿Porqué esta denominación? Intentemos  

                      responder. 
 
                      Denominamos f al isomorfismo 
                      Si ),A( ∗ es conmutativa  Ab,a)ab(f)ba(fb,aabba ∈∀∗=∗⇒ℜ∈∀∗=∗⇒   ⇒  

                      B)b(f),a(f)a(f)b(f)b(f)a(f ∈∀=⇒ oo     Como f es biyectiva y por lo tanto sobreyectiva 

                      todo elemento de B es imagen de uno de A.  Entonces ⇒∈∀= By,xxyyx oo   ),B( o es  

                      conmutativa 
 
                      Si n es neutro de Aa)a(f)an(f)na(fAaaanna),A( ∈∀=∗=∗⇒∈∀=∗=∗⇒∗  

                      )n(fBxx)n(f)n(fxB)a(f)a(f)a(f)n(f)n(f)a(f ⇒∈∀=⇒∈∀==⇒ oooo es neutro  

                      de ),B( o  

 
Análogamente puede probarse que toda propiedad que cumpla ),A( ∗ se trasmite a ),B( o por f.  También es posible 

demostrar que 1f − es un isomorfismo con lo cual toda propiedad que cumpla ),B( o se trasmite a ),A( ∗ .  En 

consecuencia ),A( ∗ y ),B( o tienen exactamente las mismas propiedades. En otras palabras dos estructuras isomorfas 

son algebraicamente idénticas.  
 
En la práctica da lo mismo operar con a A∈ según .segúnB)a(fconque o∈∗ Por ese motivo suele identificarse a 

con f(a) anotando  a = f(a) a pesar de no ser el mismo elemento; pero se comporta algebraicamente como si lo fuera. 
También ambas operaciones )y( o∗ se anotan con el mismo símbolo.  Idénticas consideraciones son válidas para 

estructuras algebraicas mas “complicadas” (con mas de una operación, con una relación de orden). 
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Ejercicio   Consideramos: xa)x(f;:fya =ℜ→ℜℜ∈ +      Probar que f es un isomorfismo entre ,·)(y),( +ℜ+ℜ  

 
 
Teorema 
                  H)  )0,x()x(f;C:f 0 =→ℜ                                 T)  f es un isomorfismo entre ),,C(y,·),( 0 ⊗⊕+ℜ  

 
Dem:   Debemos probar: i)     f es sobreyectiva 
                                         ii)   f es inyectiva 
                                         iii) ℜ∈∀⊕=+ b,a)b(f)a(f)ba(f  

                                         iv) ℜ∈∀⊗= b,a)b(f)a(f)b.a(f  

 
i) )0,x()x(f;xC)0,x( 0 =ℜ∈∃∈∀  

 
ii) Si )'x(f)x(f)0,'x()0,x('xx ≠⇒≠⇒≠  

 
iii) ℜ∈∀⊕=⊕=+=+ b,a)b(f)a(f)0,b()0,a()0,ba()ba(f  

iv) ℜ∈∀⊗=⊗== b,a)b(f)a(f)0,b()0,a()0,b.a()b.a(f  

 
Una vez demostrado este teorema podemos considerar .Cacomoa 0ℜ  Teniendo en cuenta que CC0 ⊆  podemos 

considerar a C como una extensión de .ℜ  
A partir de este momento no haremos distinción entre los símbolos de suma de reales y suma de complejos; de la 
misma forma procederemos respecto al producto. 
 
Hasta ahora manejamos las similitudes entre la estructura de los reales y la de los complejos. Analicemos ahora las 
diferencias. 
 
La unidad imaginaria 
                                       Observemos que: )0,1()0.11.0,1.10.0()1,0).(1,0( −=+−=    Gracias al isomorfismo visto en 

el punto anterior podemos anotar x  en lugar de (x,0).   Si denominamos i al complejo (0,1) tenemos que 
 

                                                    

Tenemos pues que en ,·),C( + la ecuación 01x 2 =+  no tiene solución vacía como en ,·),( +ℜ Con los números 

complejos no solamente ganamos que la mencionada ecuación tenga solución no vacía. En 1799 Gauss demostró que 
todo polinomio de coeficientes reales o complejos de grado n )1n( ≥ tiene al menos una raíz compleja. Proposición 

que se conoce como teorema fundamental del álgebra.  El lector interesado puede encontrar la demostración en 
“Álgebra Moderna” de Birkhoff-MacLane. Tal demostración excede los objetivos de este curso. 
 
Ahora estamos en condiciones de vincular la idea del número complejo como un par ordenado de reales con la 
notación utilizada por los antiguos matemáticos. 
 
Observemos primero que ℜ∈∀=+−== b)b,0()1.b0.0,1.00.b()1,0).(0,b(i.b  

 
i.ba)b,0()0,a()b,a(C)b,a(z +=+=∈=∀                A la expresión i.ba +  la denominamos forma binómica de z 

 
 
 
Imposibilidad de ordenar a los números complejos 
 
Al desarrollar la teoría de los números reales no solamente introdujimos en el la suma y el producto; también lo 
dotamos de una relación de orden compatible con las operaciones. Lo cual fue hecho a través del axioma de orden. 

1.i2 −=
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Veamos si es posible establecer una proposición análoga en ,·),C( +  

 

Suponemos entonces que CC ⊆∃ + que verifica: 

                                                                           
                                                                              1) Cx ∈∀  se cumple una y solo una de las siguientes proposiciones 

                                                                                       ++ ∈−=∈ Cx)iii0x)iiCx)i  

                         

                                                                              










∈

∧

∈+

⇒∈

+

+

+

Cy.x

Cyx

Cy,xSi)2  

 
Como 










∈−∈=−−⇒∈−==−⇒∈−

∈−∈=−−⇒∈−==⇒∈

≠

++++

++++

ióncontradiccunatenemosC1comoC1)1).(1(C1i)i(Ci

ó

óncontradiciunatenemosC1comoC1)1).(1(C1i.iiCi

0i
22

)2
2

)2

 

 
Esto prueba que es imposible ordenar a los complejos con las características que lo fueron los reales. 
 
                       
Representación gráfica 
                                              

 
En consecuencia determinar el complejo z es equivalente a determinar el punto P.  Y esto puede hacerse no 
solamente mediante las coordenadas cartesianas sino también dando la distancia de O a P y la medida del ángulo 

OPOP1  

 

Si demedidalay)P,O(d ρ= OPOP1 ϕ=  ; el punto P y por lo tanto el complejo z está determinado por el par de 

reales ϕρ, .  Anotamos ϕ〈ρ=z   y decimos que es su forma polar. ρ  se denomina módulo de z  y ϕ  su 

argumento 
 
Puede demostrarse que si  z = (a,b)  y  ϕ〈ρ=z   se cumple: 

También puede probarse: 

Como un complejo es en definitiva un par ordenado de reales, si 
en un plano establecemos un sistema de coordenadas cartesianas 
(en este caso ortogonales) a cada complejo z = (a,b) le podemos 
asociar un y solo un punto P del plano; justamente el de 
coordenadas (a,b), que denominamos afijo de z. 
Establecemos de esta forma una biyección entre C y los puntos 
del plano 
 

P 

1P

2P

O

ϕ

ϕρ=

ϕρ=

sen.b

cos.a

2
3

2

a
b

22

0by0asi

0by0asi

tg0asi

ba

π

π

=ϕ⇒<=

=ϕ⇒>=

=ϕ≠

+=ρ





∈π+ϕ=ϕ

ρ=ρ
⇔ϕ〈ρ=ϕ〈ρ

)Zk(k2'

'
''
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Teorema 
                      ''.''. ϕ+ϕ〈ρρ=ϕ〈ρϕ〈ρ  

 
Dem: 
        

=ϕϕρρ+ϕϕρρϕϕρρ−ϕϕρρ=ϕρϕρϕρϕρ=ϕ〈ρϕ〈ρ )'cossen'.'sencos'.,'sensen'.'coscos'.()'sen','cos'(.)sen,cos(''.

 
[ ] [ ]( ) ''.))'sen('.),'cos('.('cossen'sencos'.,'sensen'coscos'. ϕ+ϕ〈ρρ=ϕ+ϕρρϕ+ϕρρ=ϕϕ−ϕϕρρϕϕ−ϕϕρρ=  

 
 

Ejercicio    Consideramos: 
44

2ty1w,z ππ 〈=〈=ϕ〈ρ=         Calcular:  z.w , z.t  y  z.i    Interpretar 

geométricamente 
                  Generalice su observación. 
 

Ejercicio   Si )0z(z ≠ϕ〈ρ=   probar que:  ϕ〈−=
ρ
1

z

1
 

                                                                  
Potencia de exponente entero 
 
Definición 
                   Consideramos: ZzyC ∈∈α        

                                                                         Si  0=α  y  z > 0      definimos 00zz ==α  

 

                                                                         Si 0zy0 =≠α      definimos  10z =α=α  

 

                                                                         Si 0zy0 >≠α       definimos  1zz . −αα=α  

 

                                                                         Si 0zy0 <≠α        definimos  
z

z 1
−α

=α  

 
Observación: La definición hecha es idéntica a la realizada en los reales. Como además ya vimos que (C,+,·) y 

,·),( +ℜ  son ambos cuerpos conmutativos; la potencia de base compleja y exponente entero cumple idénticas 

propiedades algebraicas que la potencia de base real y exponente entero.  Es innecesario mencionar que carece de 
sentido cualquier planteo sobre la variación de la potencia recién definida. 
 
 
 
Teorema 

                    




∈

ϕ〈ρ=α∈α

Zm

;C
)H                                           ϕ〈ρ=α m)T mm  

Otra interpretación geométrica útil es 

asociar al complejo z = (a,b) el vector OP  
con P(a,b). 
 
Consideraciones geométricas permiten 
afirmar que el vector asociado a la suma de 
dos complejos es la suma de los vectores 
asociados  O

P(a,b) 

Q(a’,b’) 

H(a+a’,b+b’) 
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Dem: 
           Nm0mSi ∈⇒≥       Tiene sentido entonces intentar una demostración por I.C. 

 
                            1º paso    

                                          ϕ〈ρ=α⇒






=〈=ϕ〈ρ

=α
.0

101.0

1 00
0

0

 

                            2º paso 

                                            ϕ〈ρ=α .h)H hh                                T)  ϕ+〈ρ=α ++ ).1h(1h1h  

 

                                            ϕ+〈ρ=ϕ+ϕ〈ρρ=ϕ〈ρϕ〈ρ=αα=α ++ ).1h(h..h.. 1hhhh1h  

 

          ϕ〈ρ=ϕ〈−ρ=
ϕ〈ρ

=
ϕ〈ρ

=
α

=α=α⇒∈−=⇒< −− m.n
n

1

)(

11
Nn;nm0mSi mn

nnn
nm  

 
Nota: 
          Si  )seni(cos)sen,cos(zz ϕ+ϕρ=ϕρϕρ=⇒ϕ〈ρ=  

          Por otra parte  ).nseni.n(cos).nsen,.ncos(.nz nnnnn ϕ+ϕρ=ϕρϕρ=ϕ〈ρ=  

          Entonces: 

            
          Para 1=ρ  la fórmula anterior nos queda: 

                                                                                  
         Conocida como fórmula de De-Moivre. 
 
Si aplicamos esta fórmula para n = 2 tenemos: 
 







ϕϕ=ϕ

ϕ−ϕ=ϕ
⇒ϕ+ϕ=ϕϕ+ϕ−ϕ⇒

⇒ϕ+ϕ=ϕ+ϕϕ+ϕ⇒ϕ+ϕ=ϕ+ϕ

sen.cos22sen

sencos2cos
2seni2cosi.sen.cos2sencos

2sen.i2cossenii.sen.cos2cos2sen.i2cos)sen.i(cos

22
22

2222

 

                                           
Fórmulas vistas oportunamente cuando tratamos trigonometría.  
 
Ejercicio:  Obtener fórmulas para ϕϕ 3seny3cos  en función de ϕϕ senycos  

 
 
Radicación  
 

Consideramos 2n;Nn,Cz ≥∈∈          Definir:  zwwz nn =⇔=        resulta la opción mas previsible. 

Antes de adoptar tal definición debemos discutir acerca de su existencia. 
 

Si 






=δ

ρ=
⇔







π+ϕ=δ

ρ=
⇔ϕ〈ρ=δ〈⇔=δ〈=ϕ〈ρ=

π+ϕ

n
k2

nn
nn

r

k2n

r
nrzwrwyz  

Por lo tanto: 

                     zwquetal)Zk(w2n;NnyCz n
n
k2n =∈〈ρ=∃≥∈∀∈ϕ〈ρ=∀
π+ϕ  

[ ] ).nseni.n(cos)sen.i(cos nn ϕ+ϕρ=ϕ+ϕρ

Znnsen.i.ncos)sen.i(cos n ∈∀ϕ+ϕ=ϕ+ϕ
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Estamos ahora sí en condiciones de asumir como definición de raíz n-esima la planteada al comienzo.  Y además 
obtuvimos un procedimiento para calcularla en forma polar. 
 

Ejemplo:  Calculemos  3 i    Para ello tengamos en cuenta que  
2

1i π〈=  

 

)Zk(1
3

k2
11i

3
k2

6
233

2
3 ∈+=

π+
=〈= ππ

π
π            Si llamamos 

3
k2

6k 1w ππ +〈=   tendríamos 

aparentemente tantas raíces cúbicas  de i como enteros hay.  Todas ellas con módulo 1 y argumento 
3
k2

6k
ππ +=α  

 

Observemos que: 066
13

32
3

26
5

160 w211w,1w,1w,1w =π+〈=〈=〈=〈=〈= πππππ  

                              ...................,w211w 16
5

6
17

4 =π+〈=〈= ππ  

 
Parece que solamente hay tres raíces cúbicas de i:  210 wyw,w   ya que aparentemente  

..............www 630 ===  

                                                                                                                                                  
...............www 741 ===  

                                                                                                                                                  
...............www 852 ===  

Intentemos generalizar y justificar esta observación. 
 

Consideramos  2n;Nn,z ≥∈ϕ〈ρ=    vimos que 
n
k2n

kw π+ϕ
ρ=    es una raíz n-esima de z  Zk ∈∀  

Todos los kw  tienen el mismo módulo  ( )n ρ   y distinto argumento  






 π+ϕ
=α

n

k2
k . 

 
Probemos que z admite n y solo n raíces n-esimas; a saber:    1n310 w...,,.........w,w,w −       Para ello debemos 

probar: 
 
1) jhjh wwjhsinj0,nh0conw,w ≠⇒≠<≤<≤∀  

 
2) rk ww:quetalnr0;ZrZk =<≤∈∃∈∀  

 
 

1)    
n

)jh(2

n

j2
,

n

h2
jhjh

π−
=α−α⇒

π+ϕ
=α

π+ϕ
=α  

 

      

jhjh ww
n

)jh(2
Z

n

jh

0
n

jh
jhcomo1

n

jh
1njhn

0jnnj0

nh0

2 ≠⇒≠
π−

=α−α⇒∉
−

⇒

⇒≠
−

≠<
−

<−⇒<−<−⇒




≤−<−⇒<≤

<≤

π
•

 

 
2) Zk ∈∀  realizamos la división entera   

k n 
r q 
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     Entonces:  







<≤

⇒π+α=π+
π+ϕ

=
π++ϕ

=
π+ϕ

=α⇒+=

nr0

q2q2
n

r2

n

)rnq(2

n

k2
rnqk rk  

 
     nr0conww rk <≤=⇒  

 
Observación 
                      Como las n raíces n-esimas de ϕ〈ρ=z  todos ellas tienen el mismo módulo; sus afijos pertenecen a una 

                      circunferencia de centro en el origen de coordenadas y radio n ρ . 

                      Además la diferencia entre dos argumentos consecutivos 
n

2

n

j2

n

)1j(2
j1j

π
=

π+ϕ
−

π++ϕ
=α−α +  

                      Por lo tanto los afijos de las n raíces n-esimas de z son los vértices de un polígono regular de n lados  
                      inscrito en una circunferencia de centro en el origen y radio la raíz n-esima del módulo de z. 
 
Ejercicio  Hallar y representar gráficamente las cinco raíces quintas de 1. 
 
Raíz cuadrada de un complejo en forma binómica 
 
Consideramos i.baz +=      Queremos hallar las dos raíces cuadradas de z sin pasar por la forma polar. 
 







=⇒=

=+−⇒=−⇒=−
⇔+=+−⇔

⇔+=++⇔+=+⇔=⇔+=

222

24224222222
22

22222

byx.4bxy2

ayyx.2xa)yx(ayx
i.bai.xy2yx

biaiyi.xy2xi.ba)i.yx(zwzdecuadradaraízesi.yxw

 

Sumando  tenemos:       ρ=+⇒ρ=+⇒+=++

ρ+

222222

zdemódulo

22

)yx(

4224 yx)yx(bayyx.2x
222

43421444 3444 21
 









±=⇒−ρ=

±=⇒+ρ=
⇒







=−

ρ=+

−ρ

+ρ

2
a2

2
a2

22

22

yay2

xax2

ayx

yx
 

 
Por lo tanto: 

                         
Observemos que haciendo todas las combinaciones de signo posibles tendríamos cuatro raíces cuadradas, lo cual es 
imposible. Ocurre que al elevar al cuadrado se introdujeron raíces. ¿Cómo averiguar cuales son las verdaderas? 
Recordemos que: 2xy = b  Por lo tanto si b > 0 x e y tienen el mismo signo; en cambio si b < 0 x e y tienen distinto 

signo           Ejercicio:  Hallar   i) i125)iii43 −+  

 
Conjugado de un complejo 
 
Definición 
                   Consideramos C)b,a(z ∈= . Llamamos conjugado de z  (anotamos z ) al complejo )b,a( −  

 

ibia
2
a

2
a −ρ+ρ

±±=+

P(a,b) 

P’(a,-b) 

Observaciones :  1)  Si  i.bazi.baz −=⇒+=  

                             2)  )zRe(2a2zz ==+  

                             3)  
222 zba)bia()bia(z.z =+=−+=  

                             4)  El afijo de z  es el simétrico con respecto a Ox 
                                  del afijo de z. 
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Nota 
         Si )b,a(z = decimos que a es su parte real  (anotamos Re(z) = a ) y b su parte imaginaria (anotamos Im(z) = b ) 

          Al módulo de z lo escribimos z . 

 
Teorema  
                  1)  ϕ〈−ρ=⇒ϕ〈ρ= zzSi  

                  2) ( ) Czzz ∈∀=  

                  3)  0Czzz ∈⇔=  

                  4)  Cy,xyxyx ∈∀+=+  

                  5)  Cy,xy.xy.x ∈∀=  

                  6)  ( ) NnCxxx
nn ∈∀∈∀=   excluyendo   x = n = 0. 

 
Dem  4) 

                i).'bb('aayxi)'bb('aayxi'b'ayebiaxSi +−+=+⇒+++=+⇒+=+=  

                 

                i)'bb('aai'b'abiayx
i'b'ay

biax
+−+=−+−=+⇒







−=

−=
                 Entonces     yxyx +=+  

 
Teorema 

                 Consideramos :  0011nn01
1n

1n
n

n Ca,a,.....,a,aconaxa...........xaxa)x(f;CC:f ∈++++=→ −
−

−  

                                            C∈α  
 

                 0)(f0)(fSi =α⇒=α  

 
Dem 

          ⇒=+α++α+α⇒=+α++α+α=α −
−

−
− 0aa........aa0aa............aa)(f 01

1n
1n

n
n01

1n
1n

n
n  

 

          
{ { { {

⇒=+α++α+α⇒=+α++α+α −
−

−
−

−

0a.a.........a.a0aa...........aa

011nn a

0

a

1
1n

a

1n
n

a

n01
1n

1n
n

n  

          ( ) ( ) 0)(f0a.a.................a.a 01
1n

1n
n

n =α⇒=+α++α+α⇒
−

−  

 
 
En un lenguaje menos cuidadoso; hemos demostrado que un polinomio de coeficientes reales si acepta una raíz 
compleja necesariamente acepta su conjugada.  Lo que trae como consecuencia que los polinomios de coeficientes 
reales presentan sus raíces complejas de a pares. Así si una función polinómica P de coeficientes reales acepta raíz  
2+3i  necesariamente acepta también la raíz 2-3i. 
Que las raíces complejas de los polinomios de coeficientes reales vengan de a dos implica entre otras cosas que los 
polinomios de coeficientes reales y grado impar aceptan al menos una raíz real. 

Ejemplo 1  Hallar la parte real y la parte imaginaria de 
i21

i35
z

−

+
=  

 
La idea consiste en multiplicar y dividir por el conjugado del denominador. 
 

5
13

5
1

22

2
)zIm(,)zRe(i

5

13

5

1

5

i131

21

i6i10i35

)i21)(i21(

)i21)(i35(

i21

i35
z =−=⇒+−=

+−
=

+

+++
=

+−

++
=

−

+
=  

 

Ejercicio  Hallar la parte real y la parte imaginaria de 
i3

i1
w

+

+
=  
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Ejemplo 2  Determinar una función polinómica de coeficientes reales del menor grado posible que admita como 
raíces   i1,3 +=β=α    y tenga coeficiente principal 1. 

 

Denominamos f a la función buscada.    Como f es de coeficientes reales y   0)(f0)(f =β⇒=β  

Por lo tanto f admite al menos como raíces i1i1,3 −=β∧+=β=α teniendo en cuenta además que el 

coeficiente principal es 1 tenemos:                                  

)2x2x)(3x()x)Re(2x).(3x().x)(x).(3x()x).(x).(x.(1)x(f 2222 +−−=β+β−−=ββ+β+β−−=β−β−α−=  

 
Ejer  Hallar una función polinómica de coeficientes reales y del menor grado posible que tenga raíces: 2 , 1+2i  y 3+i 
 
 
 
EJERCICIOS                                                                                                                        REPARTIDO  Nº  18 
 
 

I)  Expresar en forma polar:  )1,3(,)3,1(,)1,1(,)1,3( −−−  

 
 

II)  Dados: 
6

13
86

11
72

3
652434

5
261 4zy3z6z4z2z03z2z4z ππππππ 〈=〈=〈=π〈=〈=〈=〈=〈=  

     i) Representarlos gráficamente.      ii) Expresarlos en forma binómica.     iii) Calcular ( )
8

64

7

5
z
z.z

z
z5

121 ,,z,z.z  

 
 
III)  Hallar la parte real y la parte imaginaria de: 

        i)  
i64

i2
)i32).(i32.(2

−

−
−+−           ii)  

i21

1

i2

1

i1

1

−
+

−
+

−
          iii)  ( )6i.33 +−           iv)  

7

9

)i1(

)i1(

−

+
 

 

IV)  Consideramos )m(
i34

mi23
z ℜ∈

−

−
=     Hallar m para que:  i) 0)zRe( =    ii) 0Cz ∈  

 
 
V)  Hallar los complejos cuyo cuadrado sea igual a su conjugado. 
 
 
 

VI)  Sea  )m(i122m).i3(m).i1(w 2 ℜ∈−++−+=   Hallar los valores de m para los cuales: 

         i)   Re(w) = 0.   ii)   El afijo de w pertenece al cuarto cuadrante.    iii)  0Cw ∈      iv) 
4

)w(Arg π=   

 

VII)  Calcular: ,i1,1,i.322,i43,i68,i43,i8,i2 54 −−−−−+−−−  

                            3
i1
i15

i
323 y,i22

+
−−+−  

 
 

VIII)  Resolver en :,·),C( +   1)  49)1x( 2 −=+           2)  016x 4 =+           3)  01x8 =−           4)  025x 3 =−  

        5) 0289x30x 24 =+−       6) 01i7x)i2(x 2 =−++−       7) 0i55x)i23(x 2 =−+−−        8) 04x3x 24 =+−  

 
 
 

IX)  1) Hallar 0)zRe(y0)zRe(27zz;Cz,z 21
3
2

3
121 ≠≠−==∈   

       2) Determinar ℜ∈a,m para que la ecuación 0am4mx2x 2 =++−  acepte raíces 2121 zzyzz =β+=α  
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X)   Resolver en (C,+,·)   1) 051x58x19x2 23 =−+−   sabiendo que admite raíz  4+i 

                                         2) 074x306x33x6x 234 =−−++    sabiendo que admite raíz   -5 - 7i 

                                         3) 0i55x)i27(x)i3(x 23 =−−−+−−    sabiendo que admite raíz  i. 

 
 

XI)  1) Hallar  ℜ∈q,p   de modo que la ecuación  0qpxx3x2x 234 =++++  admita a  1+i  como raíz. 

        2) Para los valores hallados resolver completamente la ecuación en (C,+,·). 
        3) Construir una función polinómica de cuarto grado y coeficiente principal 1 cuyas raíces sean los cuadrados 
            de las raíces de la ecuación de la parte 1). 
 
 
XII)  Representar gráficamente el conjunto de los complejos z que cumplen: 

           1) 2z =           2) 1zz −=           3) 1zz =+           4) 0
2 Cz ∈           5) 2z ≤           6) 2z <  

            
 
XIII) Siendo i65z1 +=  ; hallar Cz2 ∈  para que los afijos de 0 21 zyz  sean los vértices de un triángulo  

          Equilátero. 
 
 
XIV) Hallar los complejos 321 zyz,z  cuyos afijos son vértices de un triángulo equilátero con centro en el origen 

          sabiendo además que:  i8z.z.z 321 =    Representar el triángulo y calcular su perímetro. 

 
 
XV) Con 321 zyzcomplejosloshallar;i52z +=  para que los afijos de 321 z,z,z,0  sean los vértices de un  

        cuadrado. 
 
 

XVI) 1) Consideramos el complejo 
4

2w π〈=    Para cada Cz ∈  denominamos 23121 z.wz,z.wz,z.wz ===  

              Estudiar la naturaleza del cuadrilátero  de vértices los afijos de 0, 21 zyz,z  

             2) Determinar los complejos z para los cuales el área del mencionado cuadrilátero vale 6. 
 
 

XVII) Resolver en (C,+,·) : 0xxxxxx1 65432 =++++++  

           (Sugerencia: recordar que )b..........b.aa).(ba(ba 1n2n1nnn −−− +++−=−    ) 

 
 

XXI)  1)  Hallar los complejos z tal que 0
3 Cz ∈    Representarlos gráficamente. 

           2)  De los complejos de módulo constante  ρ   que verifican  1), determinar su módulo para que el área del 

                polígono convexo formado por sus afijos valga 3.6 . 

3) Sea [ ]xP ℜ∈ , y coeficiente principal 1 del menor grado posible que acepta por raíces los complejos  

hallados en 2)  parte real positiva. Resolver en 3)x(Plog:),·,,( 2x ≤≤+ℜ −  
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