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Magnitudesy medida

C: Contextualizacion Profesional

ANALISIS DE PROBLEMAS SOBRE MEDIDA EN PRIMARIA (CAPACIDAD, PESO Y
TIEMPO)

Consigna:

A continuacion incluimos agunos enunciados de problemas y gercicios que han sdo tomados
de libros de texto de primaria. Para cada uno de ellos:

1) Resudve los problemas propuestos.

2) Indica los conceptos y procedimientos mateméicos que se ponen en juego en la
solucion.

3) Cladfica los enunciados en tres grupos segin € grado de dificultad que les aribuyes
(f&cil, intermedio, dificil).

4) Para cada problema enuncia otros dos dd mismo tipo, cambiando las variables de la
tarea, de manera que uno te parezca més facil de resolver y otro mas dificil.

5) ¢Pensas que los enunciados son suficientemente precisos y comprensibles para los
aumnos de primaria? Propdn un enunciado dternativo para aquellos gercicios que no
te parezcan suficientemente claros paralos aumnos.

6) Condgue una coleccion de libros de texto de primaria Busca en dlos tipos de
problemas sobre medida no incluidos en esta relacidn. Explica en qué se diferencian.

Enunciados de problemasincluidos en libros de primaria:

1. Observala capacidad de losrecipientesy
contesta:
¢Cuantas jarras se pueden llenar con €
aguade la botella?
¢Cuantas tazas se pueden llenar con €
aguadelajarra?
¢Cuantas tazas se pueden llenar con €
aguade la botella?

2. Por la mafiana M énica bebid medio litro de leche y por latarde bebid un cuarto de litro de
leche. ¢Cuantos centilitros de leche bebid en totd ?

3. Alfredo tomé medio litro de zumo de naranjay su hermana Olgatomo un cuarto de litro.
¢Cuéntos centilitros de zumo tomo Alfredo mas que Olga?

4. La capacidad de una piscina es de 64 kilolitros. Sélo contiene 59 kilalitros de agua. ¢Cuantos
litros de aguale fdtan para llenarse?

5. Ricardo compra 6 cajas de esparragos. Cada cgja pesa medio kilo. ¢Cuantos gramos pesan
las 6 cgjas?
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6. Calculad peso en gramos en cada bolsa:
2kgy 2509 =
3kgy375g=
4kgy 4809 =
5kgy 750g=

8. ¢Cud esd peso en gramos del congo?

LCudnto  pesrdn  gproximadamente  cinco
conejos?

9. Relaciona con la unidad que expresarias su capacidad 0 peso.

El peso de un coche Kilolitros
La capacidad de una piscina

El peso de unamanzana Litros
La capacidad de unadlla

El peso deun ledn Kilos
La capacidad de una bafiera

El peso de un canario Gramos

La capacidad de la cisternade un camion

10. Pepa ha comprado 3 kg de naranjas a 169 ptas d kilo y 4 kg de manzanas a 145 ptas € kilo.
¢Cuanto ha pagado en total ?

. 11,Qué hora sera dentro de 10 minutos?
menos cinco g ¢Cuantos minutos tienen que pasar para que
/ e reloj marque las docey cuarto?

Dibujarelojes que marquen estas horas:
. Lastresy media
Las seis menos cinco
- Lasnuevey cuato
menos veinficinco . Lascuatroy cinco
Las ocho menos veinte

menes cuarte |

mengs veinfe §

Escribe cada una de las horas anteriores tal y
como aparecen en un reloj anal gico.

12. Laura y Migud nacieron € mismo afio. Laura nacié € 13 de Febrero y Migud € 9 de
Diciembre. ¢Cuantos dias es mayor Laura que Migud? ¢Cuantas semanas? ¢Cuantos dias hay
desde d cumpleafios de Migud hastafina de afio?

13. Las nifias y nifios de la clase de Ana han sdido de excursgon a las nueve de la mafiana 'y han
vuelto alas cinco de latarde. ¢Cuantas horas ha durado la excurson?
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Magnitudesy medida

B: Conocimientos Matematicos

1. LA MEDIDA COMO PROBLEMA EMPIRICO, MATEMATICO Y DIDACTICO

La medida de magnitudes nos obliga a reflexionar sobre € dificil problema de las
relaciones entre las mateméticas y la redidad. Los fendmenos fiscos y socides son
organizados mediante d lenguge mateméico y €lo nos lleva a reflexionar sobre la naturdeza
de los objetos matemédticos (problemas, técnicas, simbolos, conceptos, proposiciones,
judtificaciones, teorias, etc.). Bertrand Russdll dedicd varios capitulos de su obra "Principios de
la matemdtica' a reflexionar sobre las nociones de magnitud y cantided dentro de su enfoque
logicista de la matemética.

L asideas de magnitud, cantidad y medida en diver sos contextos
Es importante tener en cuenta que las practicas y @ lenguge cambian segin € contexto
indituciond en d que se estudiay usala medida
En la vida cotidiana y en las ciencias experimentaes se habla de magnitudes para referirse a
propiedades o cudidades de los objetos o fendmenos susceptibles de tomar diferentes
vadores numéricos. “Magnitud es cualquier aspecto de las cosas que puede expresarse
cuantitativamente, como la longitud, & peso, la veocidad o la luminosdad’; “Cantidad es
el aspecto por € que se diferencian entre si las porciones de la misma cosa o los conjuntos
de la misma clase de cosas, por € cud esas porciones 0 esos conjuntos se pueden medir 0
contar” (Diccionario de M. Maliner).
En cambio en las ciencdas humanas y socides esta nocion de magnitud y cantidad es
demasiado redrictiva, extendiéndose € uso dd término magnitud a rasgos de tipo
cuditativo (clase socid, placer, etc). En este caso, las “cantidades’ vienen a ser las digtintas
modalidades o valores que puede tomar € rasgo o caracteristica del objeto o fendbmeno en
cuestion.
En la matem&ica (pura), como veremos después, con la paabra magnitud se designa un
conjunto de objetos abstractos (cantidades) dotado de una cierta estructura algebraica, y
medida es un isomorfismo entre dicha edtructura y un subconjunto apropiado de nimeros
reales.

El profesor, ademés de conocer estos usos debe saber como y por qué ensefiarlos en los
diferentes niveles educativos, 0 sea, sdeccionar las tareas a proponer, papeles dd profesor y de
los dumnos, parones de interaccion, tipos de Stuaciones didéacticas a implementar,
instrumentos de evaluacion, €ic.

En lo que dgue tratamos de aportar nuestras ideas y soluciones a edtas dos &ess
problemédticas - lamaemdicay ladidactica

2. PRESENTACION INFORMAL DE LA MEDIDA DE MAGNITUDES

2.1. Laactividad de medir. Magnitud y cantidad

Se habla de medir (en sentido amplio) para designar la accién de asignar un codigo
identificativo a las digintas moddidades o grados de una caracteristica de un objeto o
fendbmeno perceptible, que puede variar de un objeto a otro, o ser coincidente en dos 0 mas
objetos.
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Con edta descripcion tenemos en cuenta no solo la medida habitual de caracteridticas
cuantitativas y continuas como longitud, peso, capacidad, etc., Sno que también consideramos
“medir’ asignar una caegoria a rasgos cuditativos como € color de los ojos, la region de
nacimiento, € grado de placer que ocasona un estimulo, etc. Cada modaidad (o grado) es un
vaor dela variable que representa @ rasgo correspondiente.

Magnitud

Habitudmente se suedle reservar @ nombre de magnitud para los atributos o rasgos que
varian de manera cuantitativa y continua (longitud, peso, densidad, etc.), o también de manera
discreta (p. e. “& nimero de personas’); las cantidades son |os vaores de dichas variables.

En este caso, medir una cantidad condste en determinar las veces que esa cantidad
contiene a la cantidad (o0 cantidades) que se toman como referencia (unidades de medida). Por
gemplo, decimos que d largo de la mesa es 1 m 40 cm. Al hacer una medicion asgnamos un
nimero y una unidad de medida, o varias, dependiendo de S la cantidad a medir es multiplo de
la cantidad tomada como referenciao no, y de la precision deseada.

Ejercicios
1. Pon tres geemplos de atributos o rasgos de objetos que consideres son magnitudes.
2. Pon tres g.emplos de atributos o rasgos de objetos que consideres que no son magnitudes.

3. Describe los requisitos que se exigen a un atributo de un objeto para que digamos que se trata de una
magnitud.

Aungue en la educacion primaria y en la vida cotidiana las magnitudes que se estudian y
usan son cuantitativas, y por tanto, medibles mediante nimeros, es importante tener en cuenta
que otros rasgos de los objetos y fendmenos con los que entramos en contacto admiten también
una codificacion que reflga las clasificaciones y ordenaciones que se pueden hacer con dlos.
Exisgen técnicas edtadigticas que permiten encontrar relaciones entre los vaores de taes
variables cuditativas y ordinaes.

Cantidad de magnitud
Es importante distinguir los objetos particulares poseedores de un rasgo (un vaor concreto),
de la clase de objetos que tienen € mismo vaor o cantidad de dicho rasgo.
. Por gemplo, € largo y ancho de este folio DIN A4 es directamente perceptible por la
visay por d tacto.
En cambio la clase de los folios DIN A4, no es “un objeto” perceptible. Es una norma
gue declara DIN A4 a cuaquier hoja de pape rectangular que mida 21 cm de ancho por
29'7 cm delargo.

Con d término cantidad nos referimos habituamente d vaor que toma la magnitud en un
objeto particular (e largo de esta mesa es 1'3 m); pero también hablamos de una longitud o
distancia entre dos puntos de 1'3 m. En este caso la cantidad de longitud (0 Smplemente, la
longitud) de 1'3 m hace referencia a cualquier objeto de la clase de todos los objetos que se
pueden superponer exactamente con d largo de nuestra mesa, d menos imaginariamente.

Ejercicios

4. Para cada uno de los tres gjemplos de magnitudes que has dado en € gercicio 1, indicatres gemplos
de cantidades de dichas magnitudes.
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2.2. Situaciones de medida

El primer punto de reflexion de la ensefianza de la medida debe ser darificar los tipos de
Stuaciones o tareas que han llevado, y continlan llevando, d hombre a redizar la actividad de
medir ciertas caracteridticas de los objetos perceptibles. S queremos que los dumnos entiendan
la razdén de ser de la medida debemos enfrentarles a dichas situaciones, no tanto para que dlos
reinventen por si mismos las técnicas, Sno para que puedan dominar los procedimientos de
mediday atribuir un sentido préctico a lengugie y normas que regulan la actividad de medir.

Stuaciones de comunicacion

La dtuacion problemédica caracteristica de la medida es la de comunicacion a otras
personas separadas en € espacio 0 en @ tiempo, de cudntas cosas tenemos, 0 de cud es €
tamafio (dimensiones) de los objetos y cdmo cambian las cantidades como consecuencia de
ciertas transformaciones.

La imposibilidad o dificultad de tradadar la coleccion o € objeto en cuestion en € espacio
0 en d tiempo, debido d tamafio 0 naturadeza de los mismos, lleva a tomar un objeto (o varios)
de referencia que Sl se pueden tradadar o reproducir. Dichos objetos de referencia son las
unidades o patrones de medida

Ejemplo: Podemos usar una simple cuerda para informar a otras personas (0 a nosotros mismos)

del ancho de un mueble para ver s cabe en una pared, o las marcas hechas sobre un pao para
informar y recordar cuéntas ovejas tenemos en € redil en un momento dado.

Comparacion y cambio
Otro tipo de Stuaciones de medida es la busqueda de relaciones entre cantidades de dos o
més magnitudes, actividad que caracteriza d trabgjo dd cientifico experimentdl.
Ejemplos. ¢COmo varia € espacio recorrido por un cuerpo a caer por un plano inclinado en
funcién del tiempo transcurrido?
También en la vida diaria se presentan estas Situaciones de busgueda de relaciones entre
cantidades. Si esta porcién de fruta (1 kg) cuesta 80 céntimos, ¢cuanto debo cobrar a un cliente por
esta bolsa?

Afortunadamente no todas las Stuaciones son distintas unas de otras, Sno que hay tipos de
Stuaciones o taress para las que se pueden usar las mismas técnicas e insrumentos. Se cuenta
de la misma manera las oveas dd redil, o € nimero de aboles de la finca; se mide igud €
largo de este folio que € ancho de la mesa. Nos interesa identificar, describir y ensefiar estas
invariancias de dtuaciones, técnicas y lenguge (ord y escrito) para legar a las generaciones
venideras nuestros artefactos de medida, incluyendo d lenguge de lamedida
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Ejercicios

5. Pon tres giemplos de situaciones practicas en las que sea necesario medir las cantidades de una
magnitud.

6. Para cada uno de los gemplos de la pregunta 5 indica las unidades de medida que se consideran
habitualmente como mas adecuadas.

7. Indicalos instrumentos convencionaes para medir las cantidades que has elegido en la pregunta 5.

8. Describe la diferencia entre "magnitud”, "cantidad de magnitud” y "medida de una cantidad”.

2.3. Escalas de medida y tipos de magnitudes

Escala nominal: Hay rasgos cuyas distintas moddidades permiten cladficar los objetos y
fendmenos a los cudes se atribuyen, pero dichos valores no se pueden ordenar ni tiene sentido
redizar acciones de agregacion o de separacion con dlos. Se dice que, en estos casos, se usa
una escada de medida nomind. Los codigos asgnados funcionan como etiquetas identificativas,
pero no se puede operar agebraicamente con elos. No tiene sentido agregar € color azul con €
negro cuando hablamos ddl color de los ojos de un grupo de personas.

Escala ordinal. Hay otros rasgos cuyas cantidades o vaores se pueden ordenar de mayor a
menor, pero no se pueden agregar. Por gemplo, en una cola para entrar a un espectaculo
podemos observar d lugar que ocupa cada persona (1°, 2°, 3°, ...); agui no tiene sentido tomar
dos personas “agregarlas’ y decir € orden que ocupa “e objeto agregado’. En estos casos se
dice que laescda en laque se mide € rasgo correspondiente es ordind.

Magnitudes intensivas. Existen rasgos para los que tiene sentido agregar 1os objetos que los
soportan pero la cantidad del rasgo en € objeto agregado no es proporciondmente aditiva. Esto
ocurre, por gemplo, con la temperatura, la presion, la densdad. Podemos mezclar dos
cantidades iguaes de un liquido a temperaturas de 20° y 30°, respectivamente, y la cantidad que
se obtiene agregando los dos liquidos sigue teniendo € rasgo de la temperatura, pero ésta no es
la suma de las temperaturas de los liquidos en cuestion. En estos casos se habla de magnitudes
intendvas.

Magnitudes extensivas. En otros rasgos, como la longitud, € peso, € &ea ec.; edas
magnitudes se pueden describir como “proporcionamente agregables’, y la escda de medida
correspondiente se dice que es de razon. También se habla en este caso de magnitudes
extendgvas 0 sumables. la cantidad de magnitud de un objeto compuesto de partes se obtiene
agregando las cantidades de cada parte (esta operacion de agregacion se considera también
como suma de cantidades).

Ejercicios

9. Hemos redlizado una encuesta a un grupo de alumnos. Indica cuaes de las siguientes caracteristicas
corresponden a una escda de medida nomina y ordina. ¢;Cudles corresponden a magnitudes
extensivas? Peso, religion, nimero de hermanos, deporte preferido, nimero de orden de nacimiento
respecto a sus hermanos, color de pelo, talla, piso en que vive.

10. La dtitud sobre € nivel del mar, ¢es una magnitud extensiva?

2.4, Precision y errores de medida
Al medir cantidades de magnitudes continuas cometemos errores por diversas causas —que
van desde € propio procedimiento hasta falos de la persona que mide. Por tanto, los vaores
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que obtenemos son gproximados. El error de una medida también puede estar motivado por
los erores sgeméticos de insrumento, que pueden deberse a defectos de fabricacion,
vaiaciones de la preson, la temperatura o la humedad. Estos errores no pueden eiminarse
totamente y para que su vaor sea lo més pequefio posible se redizan pruebas de control que
consisten en cotegjar las medidas con las de un objeto patron.

En d proceso de medir es necesario, por tanto, estimar € error que se comete a tomar ese
vaor. La precison de un ingrumento de medida es la minima variacién de magnitud que se
puede determinar Sin error. Un instrumento sera tanto mas preciso cuanto mayor sea € nimero
de cifras significativas que puedan obtenerse con 4.

. Para estimar la medida de una cantidad, acercandose lo més posible a vaor exacto, hay
que repetir la medida varias veces, cdcular € vaor medio y los errores absolutos y las
medidas de dispersién correspondientes.

B error absoluto de una medida cudquiera es la diferencia entre & vaor medio obtenidoy

e hdlado en lamedida

B error de dispersion es € eror absoluto medio de todas las medidas. El resultado de la

medida se expresa como € valor medio “més, menos’ € error de disperson

Metrologia es la ciencia que tiene por objeto € estudio de bbs unidades y de las medidas de

las magnitudes, define también las exigencias técnicas de los méodos e insrumentos de

medida

Ejercicio

11. Nueve estudiantes han pesado un objeto en la clase de ciencias, usando la misma escala. Los pesos
registrados por cada estudiante (en gramos) se muestran a continuacion:
62 63 60 62 61 65 62 61 62
Los estudiantes quieren determinar con la mayor precision posible € peso rea ddl objeto. ¢ Qué
harias para calcularlo ?
Determina e error absoluto de cada una de las medidas'y € error de dispersion

2.5. Sstemasirregularesy regulares de unidades de medida
Cuando lamedida no es entera hay que recurrir a un encuadramiento.

Ejemplo: Si deseamos medir € largo de la mesa usando como unidad € largo de un folio DIN A4
diremos que la medida esta entre 6 y 7 folios. S esta medida es demasiado grosera para € fin que
pretendemos podemos tomar una unidad més pequefia, por gemplo, € ancho del folio, o la anchura
de un dfiler. En este Ultimo caso podriamos precisar que € largo de la mesa estd comprendido
entre 1400 y 1401 anchos de dfiler.

En d gemplo anterior, también podemos usar las tres unidades, afirmando que € largo de
la mesa mide 6 largos de folio, 1 ancho de folio y entre 150 y 151 dfileres. Eda manera de
expresar la medida, usando varias unidades para aumentar la precisén se dice que es una
expresion compleja de medida

En este gemplo hemos usado un sistema irregular de unidades de medida, 1o que plantea
problemas a la hora de redizar cdculos y conversones entre las digtintas unidades. Por dlo es
aconsgjable adoptar sistemas regulares de unidades. Un sistema regular para la longitud podria
s, sguiendo con @ gemplo dd largo de un folio como unidad principa, tomar como primera
subunidad la mitad dd folio, la sguiente, la mitad de la mitad, etc., y como sobreunidades
(mdltiplos), & doble de un folio, cuatro folios, etc.

En principio cudquier ssema regular podria ser vdido y comodo para expresar las
mediciones, pero hay razones que judifican € uso de un ssema comin y universdmente
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aceptado de medidas. Ello permite comunicar los resultados de las medidas a cuaquier parte,
sin necesdad de llevar condgo las unidades adoptadas. Decir que la masa de un objeto es 3 b
1 u supone no decir nada a quien desconoce las unidades b y u, de manera que se impone
uso comin de un sstema de medida previamente acordado. Estos sstemas de medida reciben
el nombre de legales, pues su uso ha sdo regulado mediante leyes.

Nuestro sstema lega y € de todo @ mundo, a excepcion de los paises anglosgones que se
encuentran en proceso de cambio, es € Sstema Métrico Decimal, que naturdmente es un
sgema regular en d que los cambios se redizan de diez en diez (decimd) en las magnitudes
linedles, y segin potencias de diez en |as otras magnitudes.

Ejercicios

12. Virginia avanza un metro, aproximadamente, cada dos pasos. En un paseo harecorrido 1 hm, 8 dam,
9 my 50 dm. ) ¢Cuantos pasos ha dado, aproximadamente? b) Expresa la medida compleja dada en
este enunciado parala distancia recorrida por Virginia usando como Unica unidad e metro.

13. Indica la magnitud, las cantidades, y las unidades de medida que se ponen en juego en € problema
12.

2.6. Significado dela medida de magnitudes

A continuacion presentamos una sintess de los “objetos’ (perceptibles y abdtractos), asi
como las acciones (reales y mentales) que se ponen en juego en d proceso de medida de
magnitudes. Se gemplifican en & caso de la magnitud peso.

(1) Fenomenol ogia (situaciones, tareas):

Son las sStuaciones en las cudes se tiene necesidad de medir cantidades. Una Situacion
prototipica que motiva la medida del peso puede ser: Si un kilo de trigo vale 02 euros, ¢cuanto
vadrami cosecha? S un gramo de oro vale 30 euros, ¢cuanto me pagaran por este anillo?

(2) Elementos perceptibles (objetos real es, notaciones):

- Objetos materides soportes de la cudidad que se mide, unidades de medida, instrumentos
de medida

- Objetos lingligticos /notaciondes. 'peso’, 'gramo, g, hg, kg, escrituras dfanuméricas para
expresar cantidades y medidas.

(3) Acciones (operaciones, técnicas):

- La accion de medir efectivamente requiere  dominio de una técnica que depende de los
ingrumentos de medida. Las destrezas requeridas en € caso dd peso para  mangjo de la
ba anza de platillos son bien digtintas de una balanza de resorte 0 una bal anza ectrénica

- Se requiere hacer cdculos aritméicos (sumas y productos del nimero de unidades por su
vaor).

(4) Conceptos y proposiciones (atributos, propiedades):

- La cudidad designada con € nombre 'peso’ aribuible a todos los objetos materides. "Todo
cuerpo pesa’, es una abstraccion empirica de cierto tipo de experiencias con los objetos
materiaes.

- Dexde € punto de vista mateméico se puede describir como un conjunto de objetos
homogeéneos entre cuyos eementos se puede definir una suma y una ordenacion que le dota
de la estructura de semimédulo (M, +, £).

- Cantidad de peso de un objeto material; todos los objetos que equilibran una baanza se dice

620




Magnitudesy medida

gue tienen lamisma cantidad de peso. Cada uno de los elementos del conjunto M.

- Tipos de magnitudes (discretas, continuas, absolutas, relativas), extendvas, intensvas.

- La medida como una clase de acciones reguladas que establece la equivaencia entre una
cantidad y una coleccion de cantidades tomadas como unidades.

- Lamedida como aplicacion del conjunto M en un conjunto numérico.

- Unidad de medida; cantidad usada como elemento de comparacion reiterada.

- Vdor de lamedida con una unidad particular (nmero red positivo).

- Medidaconcreta (el par, [nUmero, unidad de medida)).

- Invariantes del proceso de medida como funcién matemética:

my(atb) = my(a) + my(b); m, (ka) = kmy(a).

- La precison de la medida empirica. S la pesa menor de la que disponemos es d gramo y
fid de la baanza a colocar 51g esta a un lado y a poner 529 esta d otro lado decimos que
el peso estd comprendido entre 51 y 52 gramos y que @ error que se comete a medir €
ppeso es menor que 1g.

- Sisgemamétrico decimal (en redidad se trata de otro compleg o praxeol 6gico).

(5) Argumentos y pruebas:
- Judificaciones de las técnicas de medida, de la necesdad de un Sstema convenido de
unidades'y de los invariantes mateméticos caracteristicos.

Ejercicio

14. En una prueba escrita un alumno escribe:
625/5 =125 =125cm
a) ¢Es correcta esta expresion?
b) ¢Qué explicaciones y comentarios darias a este dumno?

2.7. Conexiones entr e distintas magnitudes

Magnitudes discretas y nimero natural
En muchas sStuaciones précticas nos interesamos por una caracteristica de las colecciones
de objetos que podemos designar como “la numerosidad’, ¢cuantos &boles hay en ese
bosque?, ¢cudntas personas hay en la sda? etc. Como respuesta a estas Stuaciones hemos
inventado diversas técnicas de contar, sendo la més €ficaz, y generdmente usada, pronunciar
lallamada "cantinedla numérica': uno, dos, tres, ..., 0 escribir lossimbolos, 1, 2, 3, ...
Ejemplo: S estamos tratando con conjuntos de personas decimos, por eemplo, que hay 35
personas, s tratamos con arboles, 235 arboles, etc. Estas expresiones corresponden a cantidades de
las magnitudes discretas "nimero de personas’, "nimero de aboles’ (o bien, la cantidad o
numerosidad de ....).

Observa que hay que diferenciar entre las cantidades de estas magnitudes y las paabras o
simbolos, 1, 2, 3, ... que sdlo son ingrumentos lingliisticos para contar. Con €dlos se opera
(suman, restan, multiplican, dividen, se comparan, obteniendo una edructura agebraica bien
caracterizada), pero estas operaciones son de una naturdeza esencidmente diferentes a las
operaciones que se pueden redizar con las cantidades de magnitudes discretas (agregar,
componer, descomponer, etc.). Hay un isomorfismo forma entre (N, +, £) y cudquier
megnitud discreta, de manera que podemos decir que € conjunto de cantidades de cuaquier
magnitud discreta es un " conjunto naturalmente ordenado”.

Pero edta identificacion formd no debe llevar a consderar a (N, +, £) como otra magnitud
discreta. Los numeros naturales son € sstema de smbolos usados para medir las magnitudes
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discretas, pero elos en si mismos, no deberian ser consderados como una magnitud, a pesar de
gue tengan la misma estructura matemética.

Masa y peso

Dede un punto de vida fisco, masa y peso son magnitudes diferentes. La masa de un
cuerpo es d contenido en materia de dicho cuerpo (dgamos sn aclarar qué es la materia),
mientras que & peso es la fuerza con que la Tierra (U otro cuerpo) atrae a un objeto. La
diferencia se aclara porque objetos de la misma masa tienen un peso diferente en la Luna que
en la Tiera, o dtuado uno en una montaiia €evada Sin embargo, objetos de igud masa
Stuados en un mismo lugar de la Tierratienen € mismo peso.

La identificacion de ambas magnitudes a nived popular es muy grande y muchas
expresones usudes lo ponen de manifieto. En la préctica escolar es imposhble que ambas
caacterigticas de los cuerpos puedan ser digtinguidas, ademés, los instrumentos usados para
medir masas en redlidad miden pesos, por [0 que no parece procedente hacer distinciones entre
ambas magnitudes en los niveles de educacion primaria.

Ejercicios

15. Marta compra 9 botes de mermelada. Cada bote pesa un cuarto de kilo. ¢Cuantos gramos pesan [os 9
botes? ¢Cuanto pesaran estos botes en la Luna? ¢Seguiran teniendo la misma masa?

16. Para hacer una tarta Ivan utiliza 125 g de harina'y 250 g de azlcar. ¢Cuantos kilos de harina y
azucar se necesitan para hacer 8 tartas iguales?

Volumen y capacidad

El término volumen se usa para designar la caracteristica de todos los cuerpos de ocupar un
espacio. Se trata de una magnitud extensiva, derivada, cuya unidad principa es € metro clbico
(). Se usa la palabra capacidad para designar la cudidad de ciertos objetos (recipientes) de
poder contener liquidos 0 materiaes sudtos (arena, ceredes, etc.).

En redidad no se traa de una magnitud diferente de volumen: la capacidad de un
recipiente coincide con € volumen dd egacio interior deimitado por las paredes dd
recipiente, y viceversa, @ volumen de un cuerpo coincide con la capacidad de un recipiente que
envolviera completamente a dicho cuerpo. Cuando se habla de capacidades la unidad principa
esd litro () que ese volumen de 1 dn'.

Ejercicios

17. Un deposito contiene 8 kilolitros de agua. Se han sacado 489 litros. ¢Cuéntos litros de agua quedan
en e depdsito? ¢Cuantos metrosy centimetros cubicos?

18. Identificacidn de situaciones de mediday referentes

- Citar digtintas situaciones y buscar € referente mas adecuado para comparar capacidades.

- Citar las unidades no estandares més utilizadas en distintos contextos (casa, colegio, ...) parala medida
de capacidades.

- Hacer una lista de unidades de capacidad y capacidades a medir y relacionar cada una con la unidad
més adecuada.

- Citar tres situaciones de medida de capacidades y decir cud es € error méximo admisible.

- Citar varios instrumentos de medida de capacidad.

19. Estimar medidas extremas o especiales de capacidad (una cucharita de café, capacidad de un
maletero, etc.).
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Areay superficie

Con frecuencia estas pdabras se usan de manera indistinta, pero es necesario distinguir dos
conceptos diferentes, aunque relacionados. S nos fijamos en los cuerpos o figuras geométricas
debemos diginguir entre la forma que tienen (esféica, piramidd, rectangular, plana, dabeada,
etc.) y la mayor o menor extensidén que ocupan. La padabra superficie se deberia reservar para
desgnar la forma dd cuerpo o figura (superficie plana, dabeada, triangular), mientras que la
paldbra area deberia desgnar la extenson de la superficie. El rasgo o caracteristica de los
cuerpos que se mide cuantitetivamente es € &rea o extension.

2.8. El Sistema Internacional de unidades (Sl)

Este es e nombre adoptado por la XI Conferencia General e Pesos y Medidas (celebrada
en Paris en 1960) para establecer un sstema universd, unificado y coherente de unidades de
medida, basado en € sSstema mks (metro-kilogramo-segundo). Este sissema se conoce como
9, inicides de Sigema Internaciond. En la conferencia de 1960 se definieron los patrones para
s unidades fundamentaes y dos unidades complementarias, en 1971 se afiadié una séptima
unidad fundamenta, @ mol. En la tabla 1 s indican las unidades fundamentdes y
complementarias.

Tabla 1: Magnitudes fundamentales y complementarias

Magnitud Nombre de launidad basica Simbolo
Longitud Metro m
Masa Kilogramo kg
Tiempo Segundo S
Intensidad de corriente electrica Amperio A
Temperatura termodinamica Kevin K
Cantidad de sustancia Mol mol
Intensidad luminosa Candda cd
M agnitudes complementarias:

Angulo plano Radian rad
Angulo dlido Estereoradian S

2.9. Medida directa eindirecta de cantidades

Las cantidades de una magnitud pueden ser medidas en unos casos directamente usando
los ingrumentos de medida (el metro, sus mdltiplos y divisores para las longitudes, d kg, sus
multiplos y divisores para & peso, eic). Esa medicion directa quiere decir gplicando
reiteradamente las unidades de medida hasta lograr cubrir la longitud que se quiere medir, hasta
conseguir equilibrar labalanza, etc., y segiin la precision deseada

En otros casos, S € objeto en cuestion no puede medirse directamente, bien por su tamafio,
forma, etc., pero se puede descomponer en partes 0 secciones cuya medida se conoce,
podemos determinar la medida del objeto mediante operaciones aritméticas. Se habla entonces
de medida indirecta.

Ejemplo: No hace fata recubrir una superficie de losetas para determinar e érea de dicha

superficie. Esta se puede determinar con frecuencia mediante € calculo sobre las dimensiones de

la superficie.

Una vez definida la unidad de medida para ciertas magnitudes, a partir de estas unidades

s pueden definir las correspondientes a otras magnitudes. Las primeras se conocen como
magnitudes fundamentales y las segundas como magnitudes derivadas. El carécter fundamenta
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0 derivado de una magnitud no es intrinseco a la misma. Un dstema de unidades establece y
define con precisiéon cudes son las unidades fundamentaes.

Ejercicios
20. Citar tres sSituaciones en las que sea Util la estimacion de medidas.

21. Indica cudl es aproximadamente e consumo medio mensual de agua en una familia estandar de
cuatro miembros.

Medida indirecta de areas y volumenes

El estudio escolar de las magnitudes &ea y volumen debe incluir una primera etgpa de
identificacion de la caracteristica correspondiente de los objetos (superficies y voliumenes de
cuerpos y figuras geométricas), siguiendo € proceso que se describe mas addlante. Pero en la
préctica las cantidades de &eas y volumenes se miden de manera indirecta mediante € cdculo
a patir de las medidas linedes de las dimensones de las figuras o cuerpos. A, la medida del
area de un rectangulo se cacula multiplicando la longitud de la base por ladtura (A =b x @), y
e volumen de un ortoedro, multiplicando las longitudes de las tres aristas que concurren en un
vertice (V =axbxc).

Ejercicios

22. Con una cuerda de 16 m de longitud y anudada en sus extremos. ¢Cuanta superficie se puede cercar
COmMO MAaximo? &Y como minimo?

3. DESCRIPCION ALGEBRAICA DE LAS MAGNITUDES Y SU MEDIDA

En matematicas trabgamos con objetos no perceptibles, como conceptos, proposiciones,
agoritmos, teoremas, aunque los representamaos mediante paldrasy simbolos.

Diversas corrientes filosdficas andizan la naturdeza de los objetos maeméicos, que
conciben bien como entes idedles, abstracciones, entidades mentales, entidades linglisticas, €tc.
Nosotros no entramos en esta problematica. SOlo sefidamos que los conceptos abstractos, no
son ahbitrarios, SN0 que provienen de nuestras formas de actuar en d mundo perceptible que
nos rodea. Por dlo las mateméticas son Utiles, nos resueven problemas de la vida diaria 'y son
imprescindibles.

A continuacion estudiaremos cdmo se matemdiza la medida de las magnitudes extensvas
(como longitud, peso, &ea o volumen), que hasta ahora la hemos descrito en forma empirica

L os conceptos de magnitud y cantidad  se definen mateméticamente de la Siguiente forma:
“Una magnitud es un semigrupo conmutativo y ordenado, formado por clases de
equivalencia que son sus cantidades’

A continuacion recorremos a grandes rasgos los pasos que han conducido a esa concisa
formaizacion, parahacer comprensible la definicion anterior.

Relacion de equivalencia
Una nocidn esencia dentro de la matemética es € de relacion de equivalencia y la de dase
de equivalencia asociada a unarelacion.
Cuando en un conjunto de objetos fijamos nuestra atencion en una caracterigtica o
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cudidad determinada, puede ocurrir que agunos objetos posean esa cudidad y que
otros no la posean.
Cuando dos objetos la poseen decimos que estén relacionados 0 que son iguaes para

dicho aspecto parcial.
El conjunto de objetos relacionados forman una clase de equivalencia.

Conceptos

Para poder distinguir las diversas clases de equivalencia, nuestra mente crea un concepto, o
Sea, un nuevo ente abstracto para representar a todos los objetos homogéneos (que tienen algo
en comun). Cada concepto se designa por un nombre especid, y decimos que dos objetos
tienen en comun d carédcter o cudidad X, cuando son equivalentes en la relacion que ha dado
origen adicho concepto X.

La importancia de estas nociones para la teoria de las magnitudes radica en que € concepto
de cantidad se corresponde con d de una clase de equivaencia definida por una cierta relacion
en un conjunto de objetos gpropiado. A continuacion andizamos la definicion dgebraica dada
de magnitud, cantidead, y también € de medida, mediante & gemplo de la magnitud longitud.

3.1. Congtruccion de la magnitud longitud

Patimos dd mundo de los objetos y fendmenos perceptibles (por gemplo, una coleccion
de tiras de carton) o también de objetos mateméticos, como los segmentos fijos del plano.

Sea O d conjunto de dichas bandas y de todos los objetos de los que podemos percibir la
cudidad llamada longitud (largo, ancho, profundidad, distancia, etc.). A este conjunto también
perteneceran los segmentos fijos AB, CD, tc.:

A B D

/

C

Al congruir este conjunto O = {AB, CD,....}, reconocemos una cudidad particular que
permite discriminar S un objeto pertenece o0 no a O. Se pone en juego un proceso de
abstraccion empirica, ya que en dlaintervienen objetos y acciones perceptibles.

Longitud

En d conjunto de objetos O, unas bandas (0 segmentos) son superponibles entre sl y sus
extremos coinciden. De manera més precisa decimos que: “ Dos segmentos estan relacionados
Sl son congruentes, esto es, s es posible superponerlos mediante un movimiento de tal modo
gue coincidan sus extremos” .

Fiscamente podemos redizar la comparacion y comprobar la iguadad o desiguadad y
decimos que establecemos una relacion de equivalencia en € conjunto O (se cumplen las
propiedades reflexiva, smétrica y trangitiva). Como consecuencia obtenemos clases de objetos
que son iguaes entre si respecto de la cuaidad longitud.

Cantidad de longitud

Mateméticamente denotamos la relacion de eguivadencia en O por una letra -1, por
gemplo-, obteniéndose de ese modo un nuevo conjunto formado por las digtintas clases
formadas.

Se habla de conjunto cociente O/ = L y cada eemento de este conjunto se dice que es una

cantidad de longitud (gbreviadamente, lamisma longitud).
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Representaremos las digtintas clases por los simbolos [a], [b], ... Como se ha indicado,
cada clase queda caracterizada porque sus eementos tienen todos dgo en comun, la
misma“cantidad de longitud” . Suelen llamarse también “ segmentos generdes’.

Para definir este nuevo concepto hemos usado € proceso que en mateméticas recibe d
nombre de “definicion por abstraccion”. Para que un nifio pueda comprender ese nuevo
concepto es preciso ponerle ante una coleccion variada de objetos que posean la cudidad o
caracterigtica que interesa abstraer, y otros que no |o posean.

En dgunos textos de maemdticas, d usar las definiciones por abstraccion, se identifica €
concepto con la clase de equivaencia correspondiente. As se dice que una cantidad de longitud
es la clase [4], [b], [c],.. Sin duda existe una correspondiencia biyectiva entre clase y propiedad
caracterigtica, pero en redidad son “objetos’ netamente diferenciados. Proceder a esta
identificacion de una manera implicita, nos parece un eror didactico grave, aunque para un
mateméatico, acostumbrado a la absgtraccion esta identificacion, “clase de eguivdencid —
“propiedad caracteristica’ — “ concepto abstracto”, sea de gran utilidad.

Medida y unidad de medida

En d trabgo con magnitudes es necesario comparar distintas cantidades. La comparacion
s ve fadilitada 9 se toma una cierta cantidad [u] como referente 0 término de comparacion y se
determina cuantas veces contiene una cantidad dada [@] a [u]. Este nUmero de veces, S existe,
es lo que s llama “medida’ de la cantidad [a@] con la unidad [u]. Medir cantidades es esencia
en @ proceso de cuantificacion de la redidad, proceso que se ve facilitado por la reduccion de
las cantidades a nUmeros, con los cuaes podemos tratar como S se tratara con las cantidades
origindes.

Para dlo serd necesario definir una operacion de sumar cantidades, y que esta suma tenga
propiedades deseables de asociatividad y commutatividad, para que se pueda hablar de

magnitud.

Suma de segmentos
Los segmentos AB y BC son consecutivos. Se caracterizan porque su interseccion es vacia.

A B C ABCBC=0

Diremos que € segmento AC= AB E BC eslasumade anbosy se expresa:
AC=AB+BC

Suma de longitudes

En € conjunto de los segmentos generales, que representaremos por L, podemos definir
una operacion o ley de composicion interna: “suma de segmentos generaes’.

Para dlo extendemos la suma de segmentos consecutivos d caso de segmentos generdes y
a de cantidades de longitud.

Dados dos segmentos generdles [a y [b] (caracterizados cada uno de elos por una
longitud), sempre es posble encontrar dos representantes consecutivos y que, por tanto, se
pueden sumar. Este nuevo segmento suma pertenece a una nueva clase de equivalencia, que por
definicion se consderara d segmento generd (cantidad de longitud) sumade[d y [b]. O seq,
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[c] =[a] +[b]

Como L es e conjunto de las cantidades de longitud (o conjunto de longitudes) se acaba de
definir lasuma de longitudes.

Propiedades de la suma de longitudes

Asodidiva: [&] + ([b] + [c]) = ([&] + [b]) +[c]

Conmutetiva: [&] + [b]=[b] + [4]

Elemento neutro. Condderando como “segmento” un punto de la recta (interseccion de dos
segmentos fijos consecutivos) es claro que la union: AA E AB = AB. En consecuencig, €

segrmento generd cuyo representante es AA se comporta como € eemento neutro de la suma
de longitudes.

Edtas propiedades permiten afirmar que (L, +) €S un semigrupo conmutativo con eemento
neutro.

Ordenacion de longitudes

Las digintas cantidades de longitud se pueden comparar entre si. Cuando dos segmentos
fijos se superponen y sus extremos no coinciden decimos que UunNo €S mayor 0 menor que €
otro. En edte casn, sempre es posble encontrar un segmento fijo DF, que sumado ad CD
permite completar 1o que le fata hasta“ cubrir” a AB.

C D F Por tanto, CD £ AB, pues existe DF tal que CD + DF = AB (1)
I
A B
Eda definicion de ordenacion se generdiza d caso de los segmentos generdes o
longitudes. Decimos que [a] £ [b] s existen dos representantes AB 1 [a], DC 1 [b], td que la
relacion (1) se cumple, y por tanto, podemaos expresar que:

[ +[d] = [b]

Eda rdacion binaria cumple las propiedades reflexiva, antismérica y trandtiva, y por
tanto, se trata de una relacion de orden. La ordenacion es tota, esto es, dos longitudes
cuaesguiera son comparables, y compatible con lasuma:

[@ £ [b] y [c]£[d] implicaque [&] +[c]£ [b] +[d]
Como consecuencia, laterna (L, +, £) es un semigrupo conmutativo, totalmente ordenado.
Multiplicacion de cantidades de longitud por nimeros naturales
La operacion de sumar una cantidad de longitud consgo misma se puede redizar
repetidamente, obteniéndose otra cantidad. La propiedad asociativa permite atribuir un
sgnificado preciso alaexpresion:

2) [a] +[a] +.0 ... [q]

sumando primero dos sumandos, después sumando a ese resultado d tercero, y asi
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sucesvamente. La expreson (2) se puede representar abreviadamente por n[al. De este modo
se acaba de definir un producto de cantidades de longitud por nimeros naturaes, 1o que con
lenguge dgebraico se expresa diciendo que hemos edtablecido una ley de composicion
externa

f

NxL — L
nfd — [@+[d+."..[d

Propiedades del producto de longitudes por nimeros naturales

1) n.(& +[b]) = n[al+n.[b]
2) (m+m)[a =n.[a] + m.[&]
3) L[al =[a]

4) n(m[a]) = (nm)[&

Como consecuencia de estas propiedades, y de que (L, +) es un semigrupo, la terna (L,
+, .) esun semimodulo sobre @ semianillo N de los nimeros naturales.

5) (Propiedad arquimediana) : Dados [, [b], con [a digtinta de la cantidad nula, existe
unndmeroni N tal quen.[a > [b].

Ejercicios

23. Identificacion de situaciones y referentes de medida:

- Citar digtintas situaciones y buscar € referente més adecuado para comparar cantidades de longitud.

- Citar las unidades no estandares més utilizadas en distintos contextos (casa, colegio,...) parala medida
de longitudes.

- Hacer una lista de unidades de longitud y objetos a medir y relacionar cada objeto con la unidad més
adecuada.

- Citar tres situaciones de medida de longitudes y decir cud es € error maximo admisible.

- Citar varios instrumentos de medida de longitud.

24 Estimar medidas extremas o especiaes de longitud (grosor de un folio, distancias entre planetas,
etc.).

3.2. Definicion general de magnitud. Tipos de magnitudes

Las propiedades estudiadas para € conjunto de las cantidades de longitud, con las
operaciones de suma de longitudes, producto por nimeros naturaes y la ordenacion de
longitudes se cumplen en otros casos, 10 que permite abstragr la nocion de magnitud.

Para que en un conjunto de objetos homogéneos hablemos de magnitud es preciso que sea
posible definir una suma, dotada de unas propiedades particulares, resultando magnitudes
digtintas segUin las propiedades agebraicas que se cumplan.

Adi, en @ conjunto de vectores libres del plano la ordenacidn inducida por la suma no
estotd, y hablamos de magnitud vectoridl.

La propiedad arquimediana no se cumple en agunos semigrupos que se consderan
magnitud: “cantidad de personas’, “ cantidad de dias’, etc.

En otros casos, existe para cada cantidad su opuesta o Smétrica para la suma. Td es €
caso de los segmentos orientados (vectores libres de la recta).
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En consecuencia, la definicion més generd podble de magnitud (cuantitaiva y
extendva) eslagguiente

Magnitud es un semigrupo conmutativo con elemento neutro y ordenado (M,+, £)

(La ordenacion puede ser total o parcial)

Magnitud relativa y absoluta:
S (M, +) es grupo se dice que la magnitud es rdativa. S sdlo es semigrupo se dice que es
absoluta

Magnitud absoluta escalar:
S en la magnitud (M, +, £ ) d orden es totd y arquimediano se dice que es una magnitud
absoluta escdar.

Semigrupo de elementos positivos de una magnitud relativa

Sea (G, +) un grupo conmutativo y Gy un subconjunto de G ta que
a) (Gs, +) esun semigrupo.
b) Paratodo gl G severificaqued G.:,obien—g G

En este caso, lardacion £ dada por, ¢Eg U g—g G. es de orden total y compatible con
lasuma, y en consecuencia (G,+,£) es unamagnitud relativa.
Al conjunto G; selellamasemigrupo de el ementos positivos, respecto de esa ordenacion.

Magnitud relativa escalar:
Diremos que la magnitud relativa (M, +, £) es una magnitud escdar 9 € semigrupo (M,
+) de los elementos positivos, respecto de la ordenacion total £ es arquimediano.

Magnitud vectorial:

Las magnitudes que no son escalares s llaman vectoriales. Se puede demostrar que todo
semigrupo  (respectivamente, grupo) totalmente ordenador y arquimediano es isomorfo a un
subsemigrupo (respectivamente, grupo) dd semigrupo (R:, +) de los nimeros reales postivos
(respectivamente, (R, +)).

Como consecuencia, teniendo en cuenta la biyeccion existente entre puntos de larectay R
e puede afirmar que las magnitudes escaares son agudlas que se pueden representar mediante
“escdlas’, es decir, mediante un subconjunto de puntos de una recta.

Producto de cantidades por nimeros enteros y racionales. Magnitudes divisibles
Dadaml My d entero negativo —pl Z, definimos
(-p)m =-(pm), 9 existe esa cantidad.
De modo smilar se define d producto por racionaes. S
(Zp)l Q (p>0), @pm=m U zm=pm’ (3 exise)
Las magnitudes para las que, para todo i M, existe & producto por nimeros racionales se
dice que son magnitudes divisbles Como gemplos pueden citarse la longitud, tiempo, masg,

etc. No es divisible la magnitud “nimero de personas’, “ndmero de dias’, etc.

Proposicion: El conjunto S(M) = {Zp)i Q/ " mi M, (Zp)mi M} es un subsemianillo unitario
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de semianillo de los nimeros racionales. Este conjunto recibe € nombre de semianillo de
medicién de lamagnitud M.

Magnitudes discretas y continuas

La magnitud M se dice que es “discretd s exige un intervao abieto (rt) =
{ql Qir<g<t}1 Q digunto con @ semianillo de medicion S(M). En este caso, cuaquier
cantidad se puede expresar como multiplo de una determinada que se llama unidad de medida
L as magnitudes que no son discretas se llaman continuas.

Proposicion: Lamagnitud (M,+) es un semimodul o sobre su semianillo de medicion S(M).

Las magnitudes escaares pueden caracterizarse también a partir de la nocion de base de

una magnitud.

Se llama base de una magnitud a un subconjunto B = {g1, @, ..., G }1 M, tal que paratodo
m M, existe una coleccion de nimeros {s;, S, ..., S} S(M), univocamente determinada,
tales que,

M=si01 +S® + ... + S\th

Una magnitud es escalar 9 posee una base unitaria. Esta base recibe € nombre de unidad
de medida

3.3. Pasos para construir una magnitud

Segin se ha podido observar, en € proceso de definicion de la magnitud longitud se han
recorrido uUNOS pasos O etapas que son caracterigticas en la congtruccion de cualquier magnitud.
En sintesis son las Sgquientes:

1. Identificar & conjunto de objetos sobre |os que se abstrae & concepto de cantidad .
2. Definir larelacion de equivaencia por medio de la cudidad comin gque nosinteresa
3. Estos dos primeros pasos implican “homogeneiza” € conjunto de objetos,
agrupandolos en clases de equivaencia, obteniendo como consecuencia € conjunto de
las cantidades que serd € conjunto cociente correspondiente.
Definir lasuma de cantidades y estudiar sus propiedades.
Relacion de ordenacion y propiedades.
Definir la operacion externa, producto por nimeros.
Clasificacion de lamagnitud: absoluta, relativa, escdar, vectorid, discreta, continua

No oA

Ejercicio

24. Hacer una descripcion resumida de la construccién de las siguientes magnitudes:
a) Peso

b) Amplitud angular

c) Area de poligonos

d) Volumen de poliedros

€) Numero de dias

f) Dinero

3.4. Medida de magnitudes
La nocién de medida surge de sStuaciones como las sguientes. necesitamos saber cuantas
veces es mas grande € segmento AB que € segmento u de extremos Cy D.
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Para dlo llevamos @ segmento u, sucesvamente, a partir dd extremo A, hasta adcanzar o
sobrepasar € otro extremo B. Pueden ocurrir |os casos Sguientes:

1. Medida entera: S se obtiene que AB = nu, sendo n un nimero naturd, se dice que la
medida del segmento AB con launidad u esigua an.

En caso contrario, se verificaraque nu < AB < (n+1)u.

2. Medida racional: S d segmento AA; estalque AA;=un,

C ubD
[ [ [ [ |
A A1 B

tendremos, por tanto, que AA; <AB <(n+1)u. Por tanto, A;B < u.
Se sabe que d teorema de Thaes permite dividir un segmento en partes igudes. S dividimos
uend patesiguaes, esto es, u = du, y medimos A; B con lanuevaunidad u;, se obtendra
mw £ A1B £ (m+1)w, Sendo O£ m£ d
S mw =A;B, esto es, lamedida de A;B con iy, como unidad esny, y por tanto,
AB=(n+m/d)u
y sedice que € nimero racional (n+m/d) eslamedidade AB con launidad u.
3. No existe medida racional
En caso contrario, se toma otra unidad mas pequefia, que, generdmente, se obtiene
volviendo a dividir y en d partes iguaes. Como consecuencia se ve que d medir AB con una
unidad u se obtiene una sucesion de nUmeros racionaes:
1 n n+ny/d, nm/d + o/, ..., ntmg/d + np/d? + L+ ndd +

finita o infinita En € primer caso, edo es, cuando e termina en @ Ultimo término escrito en
(1), s verificaque:

AB=(n+n/d+ ...+ n/d)u
y se dice que lamedidadel segmento AB con la unidad u es € nimero raciond,
(n+m/d+ ...+ n/d)
lo que se expresa abreviadamente asi

m(AB) = (n+m/d + ... + n/d")
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Cuando exigte la medida raciond s dice que la cantidad correspondiente es
conmensurable con launidad u.

Pero puede ocurrir que la suceson (1) sea infinita, en cuyo caso € proceso de medida
utilizado no nos da un nimero, SN0 una sucesdn de numeros raciondes. S la sucesidn (1)
posee limite se puede tomar este limite como medida dd segmento AB con la unidad u, pero
puede ocurrir que la sucesion (1) no tenga limite, como ocurre con € caso que e presenta
cuando € segmento AB es la diagona de un cuadrado de lado u. En este caso diremos que la
cantidad AB es inconmensurable con launidad u.

Numerosirracionales

Por tanto, hay casos en que no se puede medir una cantidad de una magnitud empleando
para elo un nimero raciond, y esto no sdlo en & gemplo que acabamos de ver de la longitud,
sino en lamayor parte de las magnitudes fisicas, quimicas, etc.

La necesdad de poder asgnar un nimero a todas las cantidades de las magnitudes conduce
a ampliar d campo de los nimeros raciondes congtruyendo unos nuevos entes, 1os nUmeros
irracionaes, que serén las medidas de |as cantidades inconmensurables con la unidad u.

Definicion de medida
Edas idess intuitivas s pueden formdizar por medio de las dguientes definiciones y
Pproposiciones:

Definicion: Se llama medida de la cantidad m de una magnitud escdar, respecto de la unidad u,
a nimero gl S(M), ta quem = qu.

Proposicién: La aplicacion m, : M ------ S(M) que asocia a cada cantidad de una magnitud
escalar su medida respecto de u, es unisomorfismo de (M, +) en [S(M), +]

Proposicion (Cambio de unidad de medida): S u y U son dos unidades de medida de una
magnitud escdar, taes que m,.(u) = k, entonces

mi.(m) =k my(m)

El isomorfismo entre magnitud escaar y nimeros permite asgnar a cada cantidad un nimero
y reciprocamente, con |o que su mango puede reducirse d de los nUmeros. Ademas, de este
modo podemos extender € campo de operaciones posibles con cantidedes (multiplicacion y
cociente de cantidades), incluso de cantidades digtintas.

Medida de magnitudes discretas

Las magnitudes discretas son aguellas en que cada cantidad se puede expresar como multiplo
de una tomada como unidad de referencia. O sea, paratodam M y dada U M, existe i N td
gue m = un. Como consecuencia, se puede establecer una medida de un modo inmediato:

mi (M) = m, (un) =n.

S la magnitud discreta es relativa, su edtructura algebraica es de grupo, y por tanto, su
semianillo de medicion sera Z.

Observacion: Para determinar una cantidad de una magnitud no es suficiente dar su medida, es
necesario expresar la unidad a la cud se refiere. Por gemplo, ¢ = 17 HI, a = -30°, p = (1/4) kg,
son cantidades de capacidad, amplitud de angulos orientados y peso, respectivamente.
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4. TALLER DE MATEMATICAS

1. La equivdencia entre la longitud de un pdillo y una cerilla es 2 pdillos es igud a 3 ceillas
(2p = 3c). Después de efectuar mediciones de dos longitudes | y I', redizadas, respectivamente,
con cerillasy pdillos se ha obtenido que:
3p<l<idp
4c<I'<5C
¢Qué se puede decir del y I'? ¢(Cud es mayor?

2. Una misma longitud h ha sdo medida con pdillos y, a continuacion con capuchones de
boligrafos Bic, obteniéndose que:
S5p<h<6p
llc<h<12c
¢Queé se puede decir de las medidas efectuadas?

3. Suponga que {l, s t, u, v} es un ssema de medida de longitudes regular, en d que los
cambios se hacen de cuatro en cuatro.

a) Traduzca a escritura complega correcta la sguiente medida:

2| 4s 6t 5u 8v

b) Reduzca esa escritura a unidades s.

¢) Reduzca esa escrituraa unidades .

d) Reduzca esa escritura a unidades v.

€) Reduzca esa escritura a unidades u.

4. Suponga que tomamos como unidad de medida la cuarta parte dd ancho de un folio, y que
formamos un sstema regular con cambios de dos en dos. Congruya una cinta métrica con
dicho ssema cuya longitud méxima sea € largo de cuatro folios. Ponga sobre la cinta las
graduaciones intermedias.

Reflexione sobre las dificultades que va encontrando en la graduacion de la cinta, y
piense que @ Sstema métrico decima es tan desconocido para € nifio como éste lo es para
usted.

5. Piense qué procedimientos utilizaria para estimar:
a) Lalongitud de un tramo de cdle.
b) Lalongitud de lafachada de Monasterio de la Cartuja
c) Ladtura de una estanteria.
d) Ladistanciade su casad bar mas proximo.
€) El ancho de un cuadro.

6. | dentificacion de Stuaciones de mediday referentes de la magnitud peso:

- Citar didtintas dtuaciones y buscar € referente mas adecuado para comparar cantidades de
peso.

- Citar las unidades no estandares mas utilizadas en distintos contextos (casa, colegio,...) parala
medida de pesos.

- Hacer una lista de unidades de peso y objetos a medir y relacionar cada objeto con la unidad
més adecuada.

- Citar tres Stuaciones de medida de peso y decir cud es e error maximo admisible.

- Citar variosingrumentos de medida de peso.

- Edtimar medidas extremas o0 especiaes de peso (peso de un grano de arroz, peso de un filete
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deternera, etc.).

7. |dentificacion de Stuaciones de medidary referentes sobre € tiempo:

- Citar didtintas Stuaciones y buscar @ referente mas adecuado para comparar cantidades de
tiempo.

- Citar las unidades no esténdar més utilizadas en digtintos contextos (casa, colegio,...) para la
medida dd tiempo.

- Hacer una lista de unidades de tiempo y tiempos a medir y relacionar cada uno con kb unidad
més adecuada.

- Citar tres Stuaciones de medida de tiempo y decir cud esd error méximo admisible.

- Citar varios instrumentos de medida del tiempo.

8. Estimar medidas extremas 0 especiales de tiempo (en un partido de baoncesto, las edades
delaTiera, etc.).

9. ldentificacion de situaciones de mediday referentes sobre temperatura:

- Citar digtintas situaciones'y buscar € referente més adecuado para comparar temperaturas.

- Citar tres Situaciones de medida de temperaturas y decir cud esd error maximo admisible.

- Citar varias unidades de medida de temperaturas utilizadas en digtintos paises y contextos y
hacer la conversdn de unes a otras de medidas sgnificativas (fusén de agua, temperatura
ambiente, etc.).

10. Esimar medidas extremas 0 especides de temperatura (la temperatura ambiente ided para
el ser humano, € cero absoluto, etc.).
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C: Conocimientos Didacticos

1. ORIENTACIONES CURRICULARES

El estudio de las magnitudes y su medida es importante en d curricullo de mateméticas
desde los niveles de educacion infantil hasta secundaria debido a su gplicabilidad y uso
extendido en una gran cantidad de actividades de la vida diaria El estudio de la medicidn
también ofrece oportunidad de aprender y gplicar otros contenidos mateméicos, como
operaciones aitmeticas, ideas geométricas, conceptos edtadisticos y la nocion de funcion.
Permite establecer conexiones entre diversas partes de las mateméticas y entre las mateméticas
y otras éreas diferentes, como € areade sociedad, ciencias, arte'y educacion fisica

La medida de magnitudes pone en juego un conjunto de destrezas précticas y un lenguge
(0 9 e prefiere, una serie de nociones) cuyo dominio y comprenson no es facil para los nifios
de primaria En la educacion primaria su estudio se extiende desde € primer curso hasta d
dltimo, induyéndose incluso dgunas actividades en los nivees de infantil (percepcidn de
cudidades de objetos, comparacion, clasificacion, seriacion). Es un tema que guarda, ademés,
una edtrecha relacion con la congdruccion de los Sstemas numéricos y con las formas y figuras
geométricas (longitud, superficie, volumen de figuras y cuerpos geoméricos), tanto en las
técnicas de medida directa (contar € numero de unidades) como indirecta (determinacion del
"tamafio’ de las colecciones, o las dimensones de los cuerpos y figuras mediante operaciones
aritméticasy dgebraicas.

1.1. Disefio Curricular Basedde MEC

En & bloque 2, dedicado alamedida e DCB considera que lamedida es una via de acceso
para e desarrollo de los conceptos numéricos, asi como € nexo entre |os ditintos blogques de
Mateméticas.

El tratamiento ciclico permite ir profundizando desde las unidades naturaes a las relaciones
entre las unidades dd Sistema Métrico Decimdl.

L os contenidos procedimentaes y actitudinaes favorecen la adquisicion de los diversos
contenidos que aparecen en hechos y conceptos.

Hechos, conceptosy principios

1. Necesidad y funciones de lamedicion.
* Reconocimiento e identificacion de magnitudes.
» Comparacién de magnitudes.
* Unidad de referencia. Unidades corporales.
2. El perimetro, € areay € volumen de |as figuras como expresiones cuantitativas de su
tamaiio.
3. Las unidades de medidaddl Sistera Métrico Decimdl.
* Longitud.
* Superficie.
* Capacidad.
* Masa.
4. Las unidades de medida de uso local.
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5. Las unidades de medida parala medicion ddl tiempo.
6. Launidad de medida parala medicion de éhgulos: € grado.

Procedimientos

1. Mediciones con unidades convenciondes'y no convencionaes.

» Utilizacion de instrumentos de medida

» Utilizacion de digtintas estrategias para medir.
2. Condruccion de ingrumentos sencillos para efectuar mediciones directas de longitudes,
superficies y capacidades.
3. Elaboracion y utilizacion de edraegias persondes para llevar a cabo mediciones de
perimetros, areas'y volimenes de cuerpos geométricos, de manera exactay aproximada.
4. Elaboracion y utilizacion de edraegias persondes para llevar a cabo edtimaciones de
medidas en Situaciones naturaes.
5. Toma de decisiones obre las unidades de medida més adecuadas en cada caso atendiendo a
objetivo de lamedicion.
6. Trandformacion, comparacion y equivaencias de las unidades de medida utilizando los
agoritmos de calculo correspondientes.
7. Utilizacion de los dgoritmos para calcular areas de rectangulos y triangulos.
8. Explicacion ord del proceso seguido y de la estrategia utilizada en lamedicion.

Actitudes, valoresy normas

1. Vdoracion de laimportancia de las mediciones y estimaciones en la vida cotidiana.

2. Interés por utilizar con cuidado diferentes ingrumentos de medida y emplear unidades
adecuadas.

3. Gusto por la precision gpropiada en larealizacion de mediciones.

4. Curiosdad einterés por descubrir la medida de agunos objetos y tiempos familiares.

5. Vdoracion dd Sigema Métrico Decimd como dsema de medida aceptado
internaciona mente.

6. Tendencia a expresar los resultados numéricos de las mediciones manifestando las unidades
de medida utilizades.

1.2. Principiosy Estandar es para la M atematica Escolar (NCTM 2000)*

Los objetivos especificos que los Estandares 2000 proponen para € estudio de la medicion
en los niveles de infantil a2° son los Sguientes

Comprender los atributos medibles de los objetos y las unidades, sstemas y procesos de
medicion:

reconociendo los atributos de longitud, volumen, peso, areay tiempo;

comprendiendo cdmo medir usando unidades no estandar y esténdar;

seleccionando la herramientay unidad apropiada para medir € atributo que se desea medir.

Aplicar técnicas apropiadas y herramientas pararedizar mediciones, redizando las Sguientes
actividades:
medir usando colecciones de objetos de igua tamario, como clips puestos correlativamente;
medir un objeto usando como unidad otro de menor tamafio, como lalongitud de una

! National Council of Teachers of Mathematicas (2002). Principles and Standards for School Mathematics.
Reston, Va: NCTM.
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habitacion usando un metro;
usar ingrumentos de medir,
desarrollar referentes comunes de medida para hacer comparaciones'y estimaciones.

Estos mismos objetivos se desarrollan en los niveles 3 a5 en laforma siguiente:

Comprender los atributos medibles de los objetos y las unidades, sSstemas y procesos de

medicion:

- comprender aributos de longitud, area, peso, volumen y amplitud angular y sdeccionar €
tipo apropiado de unidad para medirlos;

- comprender la necesdad de medir con unidades esténdares y familiarizarse con @ ssema
MEtrico.

- hacer conversiones entre unidades, como pasar centimetros a metros,

- comprender que las mediciones son aproximadas y como afecta a la precison € cambio de
unidades,

- explorar lo que sucede a las medidas de una figura bidimensond como € perimetro y €
&rea cuando se cambia la forma de agliin modo.

Aplicar técnicas apropiadas y herramientas pararedizar mediciones:

- desardlar edrategias de estimacion de perimetros, &eas y volumenes de formas
irregulares,

-  sdeccionar y glicar las unidades estandares y los indrumentos de medida de longitud,
area, volumen, peso, tiempo, temperaturay amplitud angular;

- sdeccionar y usar patrones de comparacion para estimar medidas;

- desarrollar, comprender y usar férmulas para encontrar € &rea de rectangulos, trigngulos y
parddogramos;

- desarolar edrategias para determinar @&eas supeficides y volimenes de Solidos
rectangulares.

Ejercicio:

1. Andizar las diferencias y semeanzas de las orientaciones curriculares propuestas para € estudio de la
medida en,
- Disefio Curricular Base del MEC

L as orientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma

- Principiosy Estandares 2000 del NCTM.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

2.1. Principio de conservacion. Conservacion dela longitud

Se refiere a la cgpacidad que tienen algunas caracteristicas de los cuerpos, de no cambiar
aunque £ les manipule y s produzcan cambios de dtuacion en los mismos, que
perceptivamente puede llevar a engafio.

Se dice que un nifio ha adquirido la capacidad de conservacion S no se dga llevar por su
percepcion. Esta propiedad referida, por gemplo d nimero, hace que un cambio en la
disposicion de unas canicas puestas en fila pueda llevar d nifio a pensar que € nimero de dlas
ha cambiado s se las dispone con una separacion mayor. El no cometer errores de este tipo,
sgno de que € nifio ha adquirido la capacidad de conservacion referido a una determinada
propiedad, esta relacionado con € principio de reversbilidad, es decir, € conocimiento de que
muchos cambios son reversbles y que, mediante la accion adecuada, se puede volver a la
Stuadioninicd.
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La adquiscion dd principio de consarvacion se puede facilitr planificando y redizando en
clase tareas adecuadas que deben llevar d nifio a
- Diferenciar acciones reversibles y no reversibles sobre objetos.

Reconocer qué propiedades cambian y cuaes no cuando se redizan determinadas acciones

sobre |os objetos.

Disefiar sencillos experimentos referidos a propiedades concretas sobre objetos concretos.

A continuacion describimos las etgpas que se distinguen en @ desarrdllo de este principio
en las magnitudes geomélricas, edtas efgpas son orientativas y en ningdn momento  pueden
consderarse compartimentos estancos, aidados unos de otros, y con una rigidez cronoldgica
Ademas, la diversdad se va a manifestar en cada nifio y su desarrollo va a estar determinado,
entre otros factores, por la cantidad de estimulos recibidos a lo largo de su vida, tanto en su
casa como en la escuela, es decir, por la cantidad de experiencias y la adecuacion de las
mismas.

Conservacion de la longitud

Hay que distinguir, Sguiendo la terminologia de Piaget, varias etgpas en lo que serefiere a
laadquisicion del principio de conservacion de lalongitud por parte del nifio:

En un primer estadio la longitud de una linea (ya sea recta, curva o poligond) va a

depender solo de los extremos.

En un segundo estadio dos segmentos que en un principio reconoce de la misma longitud,

dgan de tenerla d desplazar uno de élos pues € nifio se fija Llo en & punto find de cada

segmento y no en los puntos inicides, segin € punto o puntos en que d nifio fije su

atencion le llevara a resultados diversos que, incluso, van a depender de la longitud de los

segmentos utilizados.

En d tercer estadio es cuando d nifio percibe como igudes longitudes que reamente lo

son, independientemente de consideraciones genas, y es entonces, arededor de los 7 afios,

cuando adquiere @ principio de conservacion de lalongitud.

Otro aspecto de la longitud, normalmente asociada con las dimensiones de los objetos, es la
distancia, entendida como espacio vacio entre objetos. A edades tempranas € nifio suele pensar
gue la digtancia entre dos objetos cambia § se interpone un tercer objeto entre dlos y es la
percepcidn correcta de las distancias uno de los aspectos que le llevardn a la adquisicion del
principio de conservacion de la longitud y hard que @ nifio esté en condiciones de abordar €
estudio de lamedida de longitudesy su aplicacion posterior d cdculo de perimetros.

Actividades:

1. Se presentan d nifio dos varillas de la misma longitud y
diferente grosor y se le pide que diga cudl de ellas es més larga.

2. Se presentan a nifio dos varillas que @ admite que son ~ E—————————
iguales y a continuacion, a la vista ddl nifio, se desplaza una de

elasy se le pide que diga cud de dlas es

ahora més larga. ]

3. Se le presentan al nifio dos segmentos
paraelos de distinta longitud pero cuyos extremos finaes llegan ad mismo sitio y se les pide que
digan cua de ellos es € de mayor longitud.
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4. Sobre un papel cuadriculado se le presentan a nifio dos segmentos de igua longitud pero uno
de dlos esta desplazado, por gemplo, dos cuadraditos
respecto del otro y se le pide a nifio que diga cua es €
de mayor longitud.

Otras actividades podrian ser con cuerdas que se trocean o a las que se les hacen nudos vy,
referidos a distancias, se podria pensar en consderar objetos interpuestos, intercambio entre los
objetos (Smetria) y distancias por etapas (trangtividad).

Experiencias como las que acabamos de describir van a permitir d maestro obtener
informacion acerca del desarrollo psicologico de sus dumnos y, por otra parte, redizadas
convenientemente, ayudaran a los nifios en dicho desarrollo.

2.2. Facetasy etapasen el estudio dela medicion en la escuela?

¢COmo agprende un chico a medir? Si andizamos € proceso, encontramos que e trata de una
mezcla de importantes destrezas sensorides y perceptivas con aspectos de geomelria y
aritmética También implica d &ea afectiva y proporciona d nifio la oportunidad de dcanzar
un sentido de redlizacion, asi como gpreciar la utilidad bésica de nuestro sstema de medicion.
El proceso procede secuencidmente desde la percepcion a la comparacion y después a la
aplicacion de un esténdar de medida (o referente) y sigue las sguientes etgpas que describimos
acontinuacion.

2.2.1. Papd de percepcion en la medicion

La medicion comienza con la percepcion de 1o que debe ser medido. Explicar las marcas de
un termdmetro a un nifio sSn desarrollar primero aguna sensacion y percepcion de o que mide
no es Sno otra manera de leer escalas. La dtura de un nifio, por gemplo, da sgnificado a la
longitud, mientras que € peso no.

Como adultos, se da por supuesto que los nifios perciben como lo hacemos nosotros. La
mayoria de los nifios tienen dguna experiencia que les permite desarrollar la percepcion del
mundo que les rodea. Sin embargo, esto s dga frecuentemente d azar y raramente se
desarrolla de un modo sstematico. El profesor deberia estar dispuesto para exponer a los nifios
a muchos estimulos y muchas propiedades de los objetos que eventuamente deben medir. Estas
actividades son un comienzo fundamentd para adquirir destreza en lamedicion.

Ejercicio
2. Citar otros ejemplos de percepcion de cualidades de objetos.

2.2.2. Papel dela comparacion
La percepcion es d comienzo de la medicion, y la comparacion sigue a la percepcion.
Habiendo percibido aguna propiedad de adgun objeto, nosotros, de un modo naurd, lo

2 En este apartado y el siguiente incluimos un resumen del articulo de Inskeep, publicado en el “Y earbook de
1976" del N.C.T.M. que presenta una sintesis apropiada sobre |as facetas atener en cuenta en la ensefianzadela
medicion en la ensefianza basica
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comparamos con otros objetos que tienen la misma propiedad - S una vadsja contiene una cierta
cantidad de liquido, ¢endra esta otra una capacidad diferente? Cuando ponemos nuestra mano
en una vasja de agua y la sacamos, experimentamos un cambio de sensacion motivada por la
evaporacion dd liquido. ¢Qué tenemos para comparar esta experiencia? ¢No sentimos lo mismo
cuando nos baflamos? ¢Es la misma sensacion que cuando abrimos d frigorifico 0o nos
gproximamos a un conducto de aire acondicionado?

La comparacion de sensaciones es bastante natural. La comparacion de objetos que pueden
colocarse proximos es también una consecuencia natura de las percepciones. Al medir su
dtura, algunos nifios pueden desear compararla con la de otros nifios de la clase. Podemos, en
ede caso, indicar a los nifios que se tiendan sobre grandes hojas de pape y dibujar los
contornos de sus cuerpos, de tal modo que se puedan comparar. Esta actividad se hace sin
ninguna habilidad numérica previa. La comparacion de atributos de objetos conduce de un
modo bastante l6gico a la necesidad de un esténdar que podamos agplicar sucesivamente.
Podemos ahora ver la medida como la busgueda de un esténdar o referente.

Ejercicio:
3. Citar otros gemplos de comparacion de percepciones.

2.2.3. Busqueda de un referente

La comparacion de dos cosas es adecuada cuando deseamos hacer enunciados de
equivalencia 0 no equivaencia "Tu eres més dta que yo', "Yo soy més dto que mi hermana
pequefid’. ESto drve bien paa compaaciones inicides. Pueden incluso sarvir paa
comparaciones légicas con terceras partes. 'S yo peso més que mi hermano y é pesa mas que
mi primo peguefio, entonces yo peso mas que mi primo”. Sin embargo, esta gproximacion a la
comparacion pronto resulta bagtante inefectivaa Redlmente necestamos agun estandar de
medida, un referente que pueda ser usado sucesivamente y d que podamos acudir en cuaquier
momento. El referente inicid que usemaos no tiene que ser un referente estdndar 0 que sea usado
en todo @ mundo. Por gemplo, las partes del cuerpo son referentes facilmente disponibles para
medir longitudes.

Los referentes no estandares son Utiles para comparacion, pero deseamos llevar a nuestros
nifios mas dla de lo obvio y ensefiarles los referentes que pueden ser usados con més de una
persona - nuestros estdndares de medida.

Los esténdares de medida tienen como minimo dos funciones importantes. Primero,
permiten a una persona comunicar una medida a otra de un modo abreviado y directo. Segundo,
permiten medidas precisss y condgentes en diferentes areas geogréficas. Cuando nos
trasladamos de un pais a otro, podemos estar seguros de que las medidas que son estdndares en
nuestro pais son estandares en otro también. Una extensidn logica de edta idea serd adoptar
edandares de medida utilizables para comunicar los mismos mensges en todas las partes de
mundo. Esto conduce naturdmente d Sistema Internaciond de Unidades (S1), que ahora
cumple esta funcion précticamente en todo € mundo.

Ejercicio:
4. Citar otros g emplos de busgueda de referentes para la comparacién de percepciones de cualidades de
objetos.

2.2.4. Lamedicién como un sistema

Con d S, tenemos un sistema de unidades esténdares relacionadas y que han sudtituido por
esx0 ampliamente a los estandares locales arbitrarios. Han sdo precisos varios cientos de afios
paraque € sistema encuentre amplia aceptacion en € mundo, pero d fina se ha conseguido.

En este punto de nuestra discuson, hemos tomado € proceso de medicion en varios estadios
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- percepcion. comparacion, la necesdad de un referente, y findmente, la necesdad de un
ssema que organice y sstematice los referentes estandares. El mismo proceso puede ser
aplicado a la experiencia educativa de los nifios. Sugiere una secuencia de actividades a
redizar. Los nifios son conducidos desde una primera experiencia perceptua d punto en d que
relacionan estas experiencias a otras propiedades y las conectan de un modo sstematico. En
este punto fina podemos decir que un nifio ha aprendido a medir.

Hasta ahora hemos olvidado ciertas aspectos no secuencides de la medicion - los de
dominio afectivo y los relacionados con la propia accion de medir. El componente afectivo de
lamedicidony d acto de medir son dos principios que debemos considerar.

Ejercicio:
5. Inventar un sistema de unidades dternativo a actua parala magnitud peso.

2.2.5. Lamedicion como una actividad afectiva
Nuestro trabago con los nifios en la medicion producira dos resultados:
(2) los nifios gpreciaran @ papd que lamedicion juegaen susvidasy en lasociedad, y
(2) los nifios disfrutaran siendo capaces de medir por Si mismos.

La importancia de la medicion en nuestra vida persond y en la sociedad es a menudo dada
por supuesta. El cientifico conoce su importancia, y € ingeniero no puede prescindir de dlg;
pero € ciudadano medio a veces fdla en goreciar @ papel de la medida. Los nifios deben
gorender @ pape importante que la medicion juega en € progreso cientifico-tecnoldgico.
Rdacionar los programas de mateméticas con los estudios de ciencias y socides ayuda en este
desarrollo. Introducir dgunas de las dedtrezas de medicion en d ate y educacion fisca es
también Util. Pero los nifios necesitan ver la medida como una parte importante de sus propias
vidas. Necestan ver que es importante medir con precisén un tablero para la congtruccion de
una casa de madera. Necesitan la habilidad para leer un reloj S no quieren perderse su
programa favorito de televison. Los nifios deben ser conscientes de las consecuencias de una
medicion chapucera o inefectiva en las actividades de construccion.

Otra caracteristica afectiva dd proceso de medicion y mas dificil de evauar, es la
satisfaccion que un nifio puede sentir de haber hecho un buen trabgjo de medicion. Los nifios
deben ser ensefiados a medir de tal modo que desarrollen la confianza en i mismos. Ensefiar a
los nifios que ninguna medida continua es exacta debe ser logrado dandoles una experiencia
adecuada en la lectura de instrumentos y escalas. Ser capaz de leer un nuevo tipo de escaa es
un logro satisfactorio.

Ejercicios:
6. Describir situaciones en las que la medicion implique accion y otras en las que sblo sea una actividad
mental.
7. Relacionar cantidades de magnitud a medir con la unidad mas adecuada.
8 Proponer una actividad en la que @ nifio deba eegir la unidad de medida y € insrumento més
adecuado.
9. Describir una secuencia de aprendizaje, seguin los principios que se acaban de ver, para estudiar la
medida de una magnitud particular.
10. ¢Qué es una medida bien hecha? Citar gjemplos referidos a ditintas magnitudes.
11. Citar los instrumentos de medida, paralas distintas magnitudes, que todo ciudadano debe conocer.
12. Disefiar una actividad en la que se especifique:
Qué cosa medir.
Qué unidad utilizar, y
Qué procedimiento seguir.

641




J. D. Godino, C. Batanero y R. Roa

3. SITUACIONES Y RECURSOS

El esquemade trabgo en @ aula debe ser Smilar para todas las magnitudes:

- Comparar y ordenar.

- Hacer estimaciones sobre la cantidad antes de mediir.

- Elegir d ingrumento mas adecuado pararedizar lamedicion.

- Consderar la unidad més adecuada a la magnitud que hay que medir, digiendo entre los
multiplosy divisores que forman € sstema de medidas.

- Redizar la medicion, es decir, comprobar cuantas veces eta comprendida la unidad en la
magnitud que medimos.

- Comparar lamedicion con laestimacion redizaday vaorar € error cometido.

Se propone, por tanto, un esquema de trabgo que requiere una organizacion de clase 1o més
cercana posible a un tdler: s0lo s puede gorender a medir midiendo y discutiendo las
estrategias utilizadas, y €llo pasa por la actividad y no solamente con 18piz 'y papdl.

3.1. Actividades de per cepcidn y comparacion

La ensefianza de la medicion debe gpoyarse en las idess intuitivas de los dumnos y en sus
experiencias informales de medicion para ayudarles a comprender los atributos que se miden y
lo que dgnifica medir. El edudio de la medida en la escuda eemental requiere € uso de
materides concretos para que los nifios comprendan los rasgos de los objetos que se miden y
dominen los instrumentos correspondientes. Los profesores en formacion deben, por tanto,
familiarizarse con estos materides e insrumentos.

Un atributo medible es una caracteristica de un objeto que se puede cuantificar. Los
segmentos de recta tienen longitud, las regiones planas tienen area, los objetos fisicos tienen
masa. A medida que los aumnos progresan en d curriculo desde preescolar a secundaria, €
conjunto de atributos que pueden medir se amplia El primer paso en & estudio de la medida
sera reconocer que los objetos tienen atributos que son medibles. Los nifios de preescolar y
primer ciclo de primaria comienzan comparando y ordenando objetos usando un lenguge
sencillo como més largo y més corto.  La longitud debe ser d centro de atencion en € primer
ciclo, aunque también se puede iniciar  peso y d tiempo. A partir de tercer ciclo se comienza
e esudio dd &ea € perimetro, volumen, temperatura y amplitud angular. En estos niveles
gorenden que las medidas s pueden cdcular usando formulas y no Sempre se necesita
obtenerlas de manera directa usando instrumentos de medida

Los dumnos pueden explorar como cambian agunas medidas de los objetos d someterlos a
ciertas trasformaciones. Por gemplo, cortando en piezas una figura y reagrupandolas de digtinta
manera puede cambiar € perimetro, pero no € area.

Sguiendo € aticulo citado de Inskeegp (1976) incluimos a continuacion actividades y
recursos paa € edudio de las magnitudes bédsicas en los digintos niveles de educacion
primaria longitud, peso, tiempo, temperatura y cepacidad. Las magnitudes amplitud angular,
areay volumen seran tratadas en @ siguiente capitulo. Estas actividades deben ser 1a base para:

unaintroduccion a una medicidn socidmente Uil y

e desarollo de una medicion sofigicada en la ciencia y otros temas en los niveles de

secundariay post-secundaria.

Una restriccion es que no todos los chicos estan preparados para cierto tipo de actividades de
medicidon. La investigacion de Piaget y de sus intérpretes ha apoyado la idea de que hay
estadios en la vida de los nifios en los que son incapaces de comprender de un modo efectivo €
proceso de medicion. Puesto que cada nifio se desarrolla segin un patrén individud (esto se
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aplica tanto a los conceptos piagetianos como a otros aspectos de la individudidad) no es sdlo
prudente sno esencia que € profesor adapte € programa a sus propios dumnos y use su
propio juicio acerca de cuando comenzar una actividad.

Ejercicios
13. ¢A qué edad se puede abordar € estudio de cada una de las magnitudes?
14. Sefidar actividades relacionadas con € principio de conservacion de las distintas magnitudes

Actividad 1: Percepcion y comparacion de longitudes
Percepcion de la longitud

1. Aproveche aquellas ocasiones en que los nifios son medidos para su registro personal. Cuando la
enfermera mide a los nifios, haga que la clase discuta lo que se esta midiendo. Los métodos utilizados
para encontrar la medida pueden ser discutidos también. La clase puede incluso desear construir un
dispositivo propio de medida. Pregunte a los nifios sobre como pueden encontrar la atura de cada uno.
Incluso s un nifio no puede leer escalas 0 comparar nimeros, participar en la actividad le ayudara para
clarificar lo que significala dtura

2. Pregunte a los nifios s saben quien vive més lgos de la escuela, y como pueden determinarlo.

Desarrollar la idea de distancia preguntando a los nifios que digan como pueden encontrar quien vive
mas lgos. S es posible, use un paseo por & campo para desarrollar € concepto de distancia. Utilice
visitas alos almacenes proximos, casas o puntos de interés como base para la discusion.

Comparacion de longitudes

La mayoria de los adultos comparan la longitud de un objeto con otro, determinando s & nimero
asociado con su medida es mayor a menor que €l nimero correspondiente del otro objeto. En nuestros
gemplos de comparacion de longitudes insistimos en las actividades tactiles y visuales y no las hacemos
depender sblo de la habilidad paraleer y ordenar correctamente nimeros.

3. "¢Por qué las plantas de judias han crecido la mayor cantidad en la semana pasada? Esta pregunta
puede servir de base para extenderse con lamediday la comparacion.

4. Dibujar los perfiles de los nifios y colocarlos en la pizarra en un mural. A continuacion, hacer
comparaciones: " ¢Quién es e més alto? ¢El mas bgjo?".

Actividad 2: Percepcion y comparacion de pesos

Percepcion del peso

La percepcion del peso corre paraldla con la de la longitud puesto que ambas nociones son
facilmente asociadas con los seres vivos. El peso de los objetos puede ser sentido directamente.
Sosteniendo dos objetos y comparando sus sensaciones tenemos una experiencia sensoria directa.
Indicamos algunas actividades para desarrollar la percepcion del peso.

1. Proporcione un nimero de objetos que varien en volumen y peso y pida a los nifios que los sostengan.
Tome dos objetos y pidales que adivinen cud es més pesado. Repita con varios nifios, cada vez
pregunte a la clase que adivine cuad es mas pesado. Sostener cosas entre las manos da a los chicos
experiencia sobre € efecto de peso que la gravedad produce en la masa de |os objetos.

Comparacion de pesos

Como en la comparacion de longitudes no queremos que los nifios sean obstaculizados por una
dependencia de los instrumentos de medida o por una interpretacion del orden de los nimeros. El peso
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se "dente’ mgor por medio de los musculos. Cuando un nifio soporta un objeto, puede comprender
(percibir) si es pesado. Las siguientes actividades ilustran esta ides,

1. Consiga piedras u otros objetos de pesos variados. Pedir a nifio que los ponga en orden desde € més
pesado a mas ligero, de acuerdo con lo que siente o experimenta a manipularlos. Esta actividad puede
redlizarse individuamente o en equipo.

2. Pedir alos nifios que sostengan sus animales favoritos. ¢Qué animal es més pesado? Hacer unalista
de los animaes mostrando cud es e mas pesado y € mas ligero y anotandolo en la pizarra. Alguna
discusion podria acompafiar a este glercicio y varios nifios podrian sostener alos animales.

Actividad 3: Percepcion, comparacion y mediciéon del tiempos

Percepcion del tiempo

Los nifios no comprenden € tiempo y su paso hasta que acanzan los niveles superiores de la escuela
elementa. Incluso entonces, muchos nifios tienen una débil comprension del paso del tiempo y cas
ninguna concepcion del tiempo histérico. La percepcidn del tiempo como un atributo medible progresa
a lo largo de los afios escolares.  Indicamos agunas actividades para ayudar en € desarrollo de esta
percepcion.

1. Use cudquier oportunidad para desarrollar la idea de los descriptores del tiempo: la clase comienza
por la mafiana; la comida separa la mafiana de la tarde; los chicos vuelven a casa por latarde. Usar €
lenguaje temporal serd una parte continua de la educacion eemental.

2. Incluso aunque los nifios no puedan ser capaces de leer o decir la hora, indiqueles las diferencias en la
posicion de las manecillas de un reloj. Haga dibujar la posicion de las manecillas del reloj a una cierta
hora, sguido de otro dibujo una hora después. S esto es dificil de planificar en la clase, cologue una
esfera de reloj sobre la pizarra'y pida a un nifio que ponga las manecillas como indica € reloj de clase.
El dibujo de varios relojes con horas diferentes ayudara a los nifios a visuaizar € cambio que € paso
del tiempo hace sobre la esferadd relgj.

3. Haga un registro de los dias, meses, fechas y otros sucesos del calendario. Los nacimientos y
ocasiones especiaes ayudan a elevar € interés por leer las fechas, dias y meses. Haga observar €l
cambio de afio cuando los nifios vuelven a la escuela después de las vacaciones de Navidad. Aunque
edtas actividades no contribuyan necesaria ni directamente a la percepcidn del tiempo por € nifio, les
prepara para el vocabulario que usaran para expresarlo. El paso del tiempo puede ser observado en los
niveles superiores en términos de dias, semanas y meses.

4. Medir @ crecimiento de un anima doméstico y asociarlo con € tiempo. Hacer smples gréficos del
pesoy dturadel animal y relacionarlo a los dias y fechas de cada medida. Esto ayuda a relacionar €
cambio en las caracteristicas fisicas del animal con € cambio del tiempo. Haga que los nifios predigan
el peso una semana posterior para adquirir experiencia adiciona en la observacion de los intervalos de
tiempo. Posteriormente podran comparar su prediccion con € valor medido.

Comparacion de tiempo

1. Dar alos nifios una sensacion del paso del tiempo relaciondndolo con € caendario, leyendo en é y
observando los sucesos naturales diarios. ¢Ha brillado hoy € sol? ¢Qué fecha es hoy? Usar estas
cuestiones diariamente y sefidarlas en @ calendario. ¢Cuantos dias ha brillado € sol en esta semana?
Estasy otras cuestiones pueden servir para estimular discusiones normales sobre laduracion del diay de
la semana. Extienda la idea para desarrollar conceptos comparativos del mes, estaciones y afio. Los
nifios de los niveles superiores necesitan estas comparaciones; |0s nifios més jovenes pueden iniciarse
endlas.
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2. ¢Cuanto dura un segundo? ¢Un minuto? ¢Una hora? ¢Cudles son los intervaos de tiempo de mayor
duracion? Estas cuestiones se pueden responder con simples experimentos o por observaciones. Un
péndulo cuyo periodo tenga aproximadamente un segundo. El pulso de una persona, de 60 a 80
pulsaciones en un minuto. Medir € pulso de los nifios, 0 dgar que individuamente se tomen € propio.
Después comparar la duracion de las pulsaciones de |os nifios con |las obtenidas inmediatamente después
del recreo. Preguntar alos nifios quién tiene 60, esto mide aproximadamente 1 minuto. Hacerles ver
que son 60 golpes. Ayudados por un metronomo, para controlar € ritmo, contar 60 golpes. Hacerles
ver que esto mide aproximadamente un minuto. Comparar € péndulo con € pulso paradar d nifio una
idea de que mas 0 menos 60 pulsaciones equivalen a un minuto.

Actividad 4: Percepcién, comparacion y medicion de temperaturas

Percepcién de la temperatura. Comparacion

Los nifios estdn expuestos a variaciones de temperatura desde sus primeras experiencias y
sensaciones. Pueden asociar € calor con una estacion o con un lugar, tal como e horno de cocina.
Algunos nifios se adaptan tan bien a los cambios de temperatura que parecen no notar las diferencias.
Todos los nifios deben tener algin concepto de temperatura como medida del calor. Indicamos agunas
actividades disefiadas para desarrollar |a percepcion de la temperatura.

1. Coloque dos recipientes de agua, uno con suficiente hilo dentro para hacerlo mas frio que € otro.
Pida a un nifio que meta unamano en € aguafriay laotraen lacaiente. Pregunte qué sientey como lo
describe. Use palabras "més frio", "mas caliente" y frases como “la temperatura es més dta en esta
vasjd'. Similarmente, haga que los nifios pongan sus manos en una salida de aire caliente o frio y que
comparen sus sensaciones de ese aire con € aire del resto de la habitacion. Compartir y discutir tales
experiencias puede conducir a unaidea gjustada de la temperatura,

2. Dge a los nifios experimentar con pequefios trozos de metal negro y rugoso y otros de metal
reflgjante colocandolos a sol, ¢cud se pone més caliente? ¢Cud se calienta mas deprisa?

3.2. Actividades de estimacion

Estimar una cantidad es € proceso de obtener una medida sin b ayuda de instrumentos,
es decir, consdste en redizar juicios subjetivos sobre la medida de los objetos. También
podemos decir que es la "medida’ redizada "a 0jo" de una cudidad de un objeto®. Los procesos
de edimacion son muy frecuentes y Utiles en las actividades que redizamos habituamente.
Ese es un motivo para desarrollar esta destreza en la escudla; ademas, las actividades de
esimacion de medidas se deben consderar como uno de los componentes del proceso de
medir, ayudando alos aumnos a entender |os distintos aspectos que se ponen en juego.

Actividad 6. Estimacion con objetos presentes 0 ausentes

a)

- Estimar €l largo de la clase en metros, estando € metro presente y e alumno en clase.

- Estimar la dturade la puerta del pasillo del cdegio en metros, sin € metro y desde d pasillo.

- Estimar lalongitud del patio del colegio en metras, con € metro no presentey € aumno en
clase.

- Estimar e ancho de las pistas del colegio en metros, con € metro no presentey € alumno en
clase.

b)

- Sefidar qué objeto, de entre los que se indican, mide 2 m de largo (estando € metro presente):

% Frias, Gil y Moreno (2001). Introduccién a las magnitudes y lamedida . Longitud, masa, amplitud, tiempo. En E.
Castro (Ed.), Didéacticade laMatemética en la Educacion Primaria. Madrid: Sintesis.

645




J. D. Godino, C. Batanero y R. Roa

un pupitre, una cama, un dormitorio.

- Indicar qué objetos de entre los sefialados anteriormente miden 0'6 m de ancho, estando €
metro no presente

- Congtruir un metro. Nombrar objetos de 3 m.

- Nombrar objetos que midan 1 m de longitud.

3.3. Actividades de medicion

La importancia de hacer mediciones ha sdo ya subrayada. Medicion sin accion es
meramente un tipo de rutina memorigica 0 gercicio intdectud. Los nifios pueden memorizar €
Sgema Mérico Decimd sn mucho esfuerzo. Sin embargo, queremos dgo més que la
habilidad para responder a unos tests estandarizados. Queremos que los nifios tengan
experiencias en todas las areas basicas de la medicion yque sean capaces de medir precisa 'y
consgentemente. Taes experiencias deben s sseméicamente planeadas por € profesor y
convertirse en parte integra del curriculum.,

Los dumnos desde preescolar a 2° nivel deberian aprender a usar una variedad de técnicas,
incluyendo d recuento y la edtimacion, e indrumentos tales como reglas, escdas y relgjes
anddgicos. En los ciclos 2° y 3° se debe continuar € gprendizgje de estas técnicas y desarrollar
otras nuevas gplicandolas a mediciones mas complicadas, como puede ser la obtencion y € uso
de formulas paralas éreas de figuras planas.

Las actividades de estimacion de medias permiten centrar la atencion de los dumnos en los
aributos que se miden, @ proceso de medicion, € tamafio de las unidades y € vador de los
referentes. De esta manera, la edtimacion de medidas contribuye a desarrollo ddl sentido
espacid, asi como conceptos y destrezas numéricas. Los estudiantes se dardn cuenta que con
frecuencia es suficiente con dar una esimacion de una medida y que no es necesario usar
instrumentos de medida en ciertas circungtancias.

Actividades 7:

M edicion de pesos:

. Se proporciona alos nifios una balanza, pesas de diversos pesos
(2gr., 5gr, 10 grs. ¥kg. etc). Se realizan actividades de estimacion
y medicion de pesos:
¢Cuanto pesami libro? ¢Mis zapatos? ¢d baldon de futbol? ¢Un
vaso vacio? ¢Un vaso lleno de agua? ¢Un vaso lleno de arena?
¢Cuéantas pesas tengo que poner en la balanza para equilibrar €

peso?

Use las ocasiones en que los nifios son medidos para su fichero persona para desarrollar laidea de
peso. Longitud y peso representan una caracteristica propia del nifio. Esto es una fuerte motivacion
cuando se utiliza adecuadamente. Dé a los nifios os nimeros que representan sus pesos. Ponga
cuidado en la comparacion de los pesos, pero s se hace de un modo natura y discretamente, un
nifio puede decir que es mas pesado o ligero que otro.

Medicién del tiempo

Cuando los nifios sean capaces de decir la hora y leer € calendario, hdgaes que redlicen varios

experimentos que impliquen € registro de la hora'y los sucesos. La comparacion de los cambios sobre

un intervalo de tiempo ayuda a establecer la idea de tiempo.

. Compruebe & tiempo de coccion de un huevo con un crondmetro para desarrollar € sentido de una
duracion breve de tiempo. El desarrollo de duraciones més largas es mas dificil y complicado por €
hecho de que € tiempo parece correr mas lento o deprisa dependiendo de la ocupacién del individuo
durante € intervalo.

La anotacion de fechas, hacer programaciones de las horas de los programas de TV, y desarrollar
actividades planificadas que impliquen intervalos de tiempo (tales como guiones de radio o TV)

646




Magnitudesy medida

todo dlo contribuye ala percepcién individua del tiempo.

Como se ha observado previamente la comparacion de intervalos de tiempo es dificil incluso para los
adultos. Una hora viendo nuestro programa favorito de TV es mucho més corta que practicando sumas
de nimeros. Cuando los instrumentos de medida son invariables, una conciencia del paso del tiempo
depende de los ritmos corporades (tener hambre, latidos del corazon, tener suefio), de los sucesos
naturales periddicos (sdida del sol, puesta del sol, salida de la luna), o de la regularidad con que se
sucedan nuestras ocupaciones diarias (entrada y sdida de la escuela, tiempo libre, hora de comer).
Donde sea posible, estas medidas disponibles de comparacion pueden ser usadas. La medida del tiempo
con relojes y calendarios puede desarrollarse y refinarse s estas impresiones basicas de comparacion
estan regularmente desarrolladas. Una clase sobre la medicion del tiempo puede proporcionar la
oportun| dad de que los nifios comparen intervalos de tiempo dados.
¢Cbémo podemos medir € tiempo? Algunas respuestas podrian ser obtenidas directamente como las
siguientes. un péndulo, un reloj de arena, con gotas de agua en una botella (dgar que gotee), con
latidos del corazdn, € movimiento de una sombra, botando un peso unido a un muelle. Comparar
estos medios para medir e tiempo con los medios estandares y fijar intervalos en términos de
sucesos fisicos.

Medicion de longitudes
¢Cémo podriamos medir la altura? ¢Podemos usar bandas de papel o cuerda para mostrar como de
dta es la planta? Seflalamos que cuando esta actividad es redlizada en los niveles més inferiores, la
soltura (o buena disponibilidad) de los nifios para la medida no esta totalmente desarrollada y la
supervision de los adultos puede ser muy necesaria para ayudar a los nifios a obtener medidas
precisas. Los nifios pueden empezar con cuerdas o con papel en cualquier orden, y pueden hacer
una grafica de sus resultados.
Medir lalongitud de la clase con pies, con badosas, con € metro. ¢Cuantos centimetros tiene una
baldosa? ¢Un pie?
Medir la dtura de varios nifios y anotarla junto a su silueta. Escribir € nombre de los nifios junto a
su altura. Hacer comparaciones observando estas anotaciones.

Medicion de temperaturas

. Hagaun registro diario del tiempo atmosférico y compare las temperaturas anotadas. Esto ayuda a
gue los nifios se familiaricen con € termémetro. Comparar y discutir diferencias de temperaturas en
las diferentes partes del pais.
Haga que los nifios estimen la temperatura de una vasija de agua. Compare las estimaciones con la
temperatura medida
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3.4. Recursos en | nternet

1. Experimentacion con unidades de mediday formas geométricas
http://standards.nctm.org/document/eexampl es/chap4/4.3/index.htm

F T T LT PR . B e v

== Unos iconos muestran diferentes unidades
| de longitud y direccidn que pueden usarse

para describir |os movimientos de una arafia
en un plano.

Unavez programada la secuencia de
movimientos se puede experimentar €
efecto conseguido.

También pueden redizarse [os movimientos
dentro de un |aberinto.

Edtas actividades estimulan la orientacion
espacia, descomposicion andlitica de
movimientos en @ plano y percepcion delas
unidades de longitud y amplitud angular.

2. Interactive Units converter:
http://www.convert-me.com/en/
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Permite dar a conocer otras
medidas diferentes de las
convencionaesy también
comprobar los caculos redizados
a transformar unidades de
medida

4. CONFLICTOS EN EL APRENDIZAJE: INSTRUMENTOS DE EVALUACION

A continuacion incluimos agunas tareas descritas en Dickson, Brown y Gibson (1984)

gue han sdo tomadas de didtintas investigaciones.
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1. Conservacion dela longitud 1

¢Cud eslalongitud dd lado inclinado?
4 cuadros
més de 4 cuadros
menos de 4 cuadros
El porcentgje de respuestas correctas a los 12 afios es € 38% y € 40% a los 13 afios. La
respuesta més frecuente es que lalongitud es 4 cuadros.

2. Comparacion delongitudes
[;c:/\(:: Problema 1
Se pregunta a los nifios cud de las tres figuras tiene
mayor longitud.
Hasta los 6 0 7 afios los nifios piensan que la tercera =°u
figura esla que tiene mayor longitud. ﬂazz. Problema 2

—Dr—Dbc——Dc—oc——D Problema3

3. Conservacion del peso. Se toma una bola de pladtilina redonda y se pregunta S pesa lo
mismo cuando se estiraen forma de sachicha

Se toma un juego de mufiecas rusas y se pregunta cudndo pesa més, s cuando todas las
mufiecas se meten una dentro de otra o s cuando Se sacan unas fuera de otras.

A los 7 ahosy medio € 57 % de los nifios admite la conservacion del peso.

A los 12 afios & 86% de los nifios admite la conservacion del peso.

4. Comparacion dd peso. Se da a los nifios una balanza y tres cgas de igud formay volumen
y diferente peso. Se pide ordenar las cgjas por peso.

A los 7 afiosy medio & 31 % de los nifios es capaz de hacer latarea

A los 12 afios @ 72% de los nifios es capaz de hacer latarea

5. Lectura dd termémetro

La lectura de temperaturas sobre cero es mas
sencillaque las temperaturas bajo cero.

Es mucho més sencillo s la lectura coincide
con un valor rotulado en laescaa

L os datos corresponden a nifios de 11 afios.

/83 % correcto

34 % correcto 21 % correcto

6. Ordenacion de acontecimientos
Se muedtra una secuercia de fotografias de un acontencimiento que € nifio ha observado
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previamente (una botella llendndose, un objeto cayendo). Se pide a los nifios que cologquen las
fotografias en d orden en que han ocurrido.

Edta es una experiencia redizada por Piaget, quien informd que un 15% de su muestra
de nifios no hacialatarea correctamente ala edad de ocho afios

7. Duracion de intervalostemporales

Se tienen dos mufecas, una amailla y otra azul que
comienzan a andar en los puntos Al y A2 Amarilla 2 B, G D,
. . . . marilla e—m—€———eo——o—P»
respectivamente, d mismo tiempo. Se detienen en d
mismo indante, sefidado por un “clic’ audible. Como la A, B, GC,
velocidad uniforme de cada mufieca es diferente, ambas =~ A% S——e———>
recorren distancias distintas.
- ¢Se pararon a mismo tiempo?
- ¢Cul se par6 primero?
- ¢Cud 2 movid durante més tiempo?

En experiencias redizadas por Lowel y Sater € porcentge de respuestas correctas a estas
cuestiones fue del 13% con nifiosde 5 0 6 afiosy solo del 43% en nifiosde 9y 10 afios.

5. TALLER DE DIDACTICA
5.1. Analisisdetextos escolar es. Diseflo de unidades didacticas

Consigue una coleccién de libros de texto de mateméticas de 2° y 3er ciclo de primaria
(recomendamos buscar los libros que utilizaste persondmente, o bien los de dgin familiar o
amigo).

1. Buscagemplosy gercicios relacionados con la medida directa de magnitudes.

2. ldentifica aspectos del desarrollo del tema en los manudes escolares que condderes
potencid mente conflictivos.

3. Describe los cambios que introducirias en € disefio de las lecciones propuestas para los
cursos de primaria.

5.2. Andlisis de experiencias de ensefianza de la medida de longitudes

En d Anexo incluido a continuacion (La medida en e ciclo medio, N. Brousseau), se
describen diversas actividades de ensefianza de la medida directa de longitudes. Redizar un
lectura detdlada de este documento, discutir en pequefios grupos y eaborar un breve informe,
respondiendo alas siguientes cuestiones:

Cuestiones:

1. La longitud de las bandas de cartulina preparadas como material para la activided es una
variable didactica (d profesor la puede cambiar y dlo influye en los conocimientos puestos
en juego). ¢Por qué s han degido las bandas con las longitudes dadas? ¢Qué
consecuencias tendria e cambio de estas longitudes?

2. ¢Por qué se divide cada grupo de 4 dumnos en dos subgrupos, uno de emisores y otro de
receptores? ¢Qué consecuencia tiene esa organizacion en términos cognitivos?

3. ¢Por qué lamaestra no acepta que los mensgjes de los emisores se den en cmy mm?
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4. ¢Por qué dice la maestra que aceptara una diferencia en las bandas recortadas menor de 5

mm?

5. ¢Qué otros tipos de mensges e puede esperar que elaoren los nifios que redizan la
experiencia?

6. ¢Para qué conocimientos condderan los autores de la experiencia que @ uso prematuro del
doble decimetro (con marcas de cm y mm) es un obstéculo?

7. ¢Qué ventgas gporta @ uso de bandas de cartulina en una primera fase del aprendizge de la
medida de longitudes respecto de las unidades antropométricas y de las unidades legaes?

8. Después de la actividad 2 de discusidon de los mensges los autores de la experiencia
deciden dgar € estudio de la longitud y pasan a estudiar € peso. Explica las razones de esta
decison.

ANEXO: Lamedida en € Ciclo Medio (Brousseau, N., 1992). La medida en el ciclo medio. Informe
de actividades desarrolladas en el IREM de Burdeos. Documento para |os maestros y formadores.
[Actividades sobre la medida de longitudes. Traduccion de J. D. Goding].

Actividad 1: M edida de longitudes: juego de comunicacién
Esta actividad se desarrolla en dos clases paralelas del curso medio, ler afio: CM1, y CM1g,

|. MATERIAL
- bandas de 1'5 cm aproximadamente de anchura de cartulina de los siguientes colores y longitudes:
- 2 bandas verdes de 64 cm de longitud;
- 2 bandas verdes de 57 cm;
- 2 bandas amarillas de 42 cm;
- 2 bandas amarillas de 40 cm;
- 2 bandas azules de 32 cm,
- 2 bandas azules de 51 cm.
Un nimero suficientemente grande de bandas de colores verde, amarillo y azul de 1'5 cm de ancho
de lamisma cartulina que las anteriores de unos 70 cm de longitud.
Bandas “patrén” de 5 mm de ancho recortadas en cartulina gris (o marrén), todas iguales de 12 cm
de longitud, y marcadas con la letra “u”. Se debe disponer de un nimero grande de estas bandas
(que serén usadas como unidades de medida)
Hojas blancas para escribir 10os mensgjes.

II. ORGANIZACION DE LA CLASE

Laclase se divide en equipos de 4 nifios. Cada equipo comprende 2 emisoresy 2 receptores que
estaran separados (aunque van a trabajar coordinados). Al comienzo se da una consignay se reparte €
materid:

1. Consigna*Voy a dar una banda de color a los emisores. Unos tendrén una banda verde, otros
amarilla, y otros azul. Deberdn escribir un mensge en € que indicaran la medida de la longitud de
esta banda utilizando este “patron” (la maestra muestra la banda unidad gris o marrén). Todos estos
patrones tienen la misma longitud. (La maestra muestra esta igualdad superponiendo dos de €llas).
Los mensgjes seran enviados a los receptores quienes deberan construir una banda de la misma
longitud que la de los emisores’.

2. Didtribucién del materid: La maestra distribuye a cada grupo de emisores una banda de color (bien
verde, amarilla, 0 azul) y dos bandas “patrén”.

[1l. DESARROLLO

1. Primera fase: Los grupos de emisores comienzan la actividad. Mientras esperan recibir los
mensajes, los receptores hacen individuamente un gercicio de mateméticas (operaciones, por
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giemplo) que ha sido preparado por la maestra.

a) Comportamientos observados durante la redlizacion de esta fase. Antes de comenzar, los nifios
preguntan ala maestra si aceptara una peguefia diferencia de longitud (esto se explica porque en la clase
se habia hecho unos 3 meses antes una actividad de medida de segmentos en la que la maestra habia
exigido mucha precision en las medidas y los nifios se recuerdan de €lo). Desde € comienzo del
trabgjo, tratan de traducir las longitudes de las bandas (las bandas del color que se les ha dado para que
midan con € patrén) a las unidades que conocen por € uso del doble decimetro: centimetros y
milimetros.
Lamaestrales explica:
- gue aceptara una diferencia de longitud materializada por una pequefia banda recortada de menos de
5 mm de longitud (3 0 4 mm);
- ue no deben utilizar los dobles decimetros, sino Unicamente € materid que se les ha distribuido;
- por tanto, ninglin mensaje se puede expresar en centimetros o en milimetros.
A pesar de esto, en muchos grupos, los nifios tratan de apreciar las longitudes en centimetros y
milimetros. Algunos incluso dibujan graduaciones aproximadas sobre |as bandas “patrén”.

En la clase A, los nifios tienen muchas dificultades. agunos llevan e patron sobre su banda,
pero cuando queda “un pequefio trozo” por medir, no tienen laidea de plegar € patron, y a veces miden
la parte restante con la anchura del patron.

Esta primera fase no concluye con la redizacién de los mensgjes pedidos y a la construccion,
por los receptores, de bandas de la misma longitud. En cambio, en la clase B, agunos grupos tienen la
ideade plegar € patronen 2 o en 4.

b) Concertacion entre emisores y receptores. Antes de abordar la segunda fase (cambio de emisoresy
receptores) y como consecuencia de este fracaso, lamaestrade la clase A propone alos emisoresy alos
receptores que se pongan de acuerdo paratratar de buscar una estrategia.
Es entonces cuando |os nifios preguntan s pueden plegar los patrones y trazar encima marcas.
La maestra responde que pueden hacer todo lo que quieran con los patrones y que podran
disponer de tantos patrones como quieran.

2. Segundafase: Los emisoresy los receptores se separan después de intercambiar |os papeles.
La maedtra distribuye a los nuevos emisores las otras bandas verdes, amarillas y azules. Los
emisores redactan los mensgjes (ponen secuencialmente los patrones, trazan marcas). Una vez
terminados los mensgjes se transmiten a los receptores.
L os receptores construyen las bandas correspondientes. Los grupos se redinen a continuacion para
verificar (mediante superposicion) s la banda construida tiene la misma longitud que la del emisor.

Observacion: No hay intercambio de patrones. Solo se transmiten los mensgjes.

3. Ejemplos de mensajes obtenidos en € transcurso de la actividad

Clase A, 12 fase: “2 varillas pequefias marrdn, una varilla pequefia no completa, hay que eliminar 30 4
cm”; “hay que poner 2 varillasy otramés ala que le falta un poco d find”

Clase B: “2 u mas 3 cuartos, se hace un cuarto doblando u en cuatro”, 3 veces u, mitad, mitad de la
mitad, la mitad de lamitad de la mitad”

Clase A, 22 fase después de la concertacion: “hay que poner 3 u, una a continuacion de otray la mitad
exactamente de una u (borde con borde)”, “hay que poner 5 varillas y plegar una varilla pequefia que se
[lamau en partesiguales’

Observacion: Edta lista de mensgies no es exhaustiva. Hemos elegido sdlo algunos gemplos. Es
probable que los mensgjes que se obtengan en otra clase sean diferentes.

652



Magnitudesy medida

Actividad 2. M edida de longitudes (discusion)

|. MATERIAL
El mismo materia que € usado en la actividad 12 (bandas de colores y patron-unidad)
Mensgjes de los aumnos.

1. DESARROLLO

El estudio de los mensgjes se hace bajo la forma de una discusion colectiva.

La maestra pregunta a los nifios. ¢Qué grupos son los que no han tenido éxito?, y propone a
continuacion comenzar a examinar |os casos en los que ha habido dificultades. Los nifios que no han
tenido éxito leen sus mensgjes, 10s cuales son escritos en la pizarra por la maestra.

Estos mensgjes se discuten por € conjunto de los nifios. Se presentan dos casos:

El mensgje es correcto y han sido |os receptores quienes o han comprendido ma y han construido
mal la varilla: en este caso los emisores justifican su mensgje realizando las manipulaciones (con la
ayuda de las varillas) delante de los nifios.

O bien & mensgje nos es correcto y la maestra trata de que los nifios encuentren € fallo.

L os errores son puestos en evidencia:
- laanchurade patrén ha sido utilizada como unidad;
- las medidas no son lo suficiente precisas debido a que los pliegues estdn ma  hechos.

1. RESULTADOS
Al fina de esta secuencia, la maestra introduce la paldbra “unidad” para nombrar alavarilla patrén,

y los nifios, después de discutir, se ponen de acuerdo para enunciar las dos ideas siguientes:

- Paracomunicar la medida de las varillas y para construirlas es necesario una unidad de medida que
se puedatrasladar.

- Esnecesario usar unidades cada vez més pequefias para medir con la mayor precision posible. Estas
unidades se obtienen mediante doblado de la varilla patron.

Observacion: Después de esta segunda actividad, hemos tomado la decision de continuar € trabagjo

sobre la medida utilizando un materia completamente diferente: material de pesada con la balanza de

platillos (Roverbal). Esta decision puede parecer sorprendente ya que aln no se han explotado todas las
posibilidades que permite e trabgjo con las longitudes. Esta €l eccion se hace por |as siguientes razones:

- En primer lugar, los nifios que utilizan & doble decimetro desde @ curso preparatorio, no
comprenden la utilidad de una actividad de medida de longitudes sin este insrumento. Han tenido
muchas reticencias de utilizar € patron proporcionado, no graduado, en € sistema habitual.

- Ademas, estos nifios no se plantean la cuestion de la significacion de una medida y no admiten por
tanto que se pueda utilizar un objeto cuaquiera (e pulgar, @ pie, la varilla, una cuerda, ...) para
medir unalongitud.

Para superar estas dificultades, hemos escogido una actividad sobre la medida de masas que
permite:
- introducir la baanza de platillos que no es un instrumento familiar para los nifios (conocen
esenciamente las balanzas autométicas);
utilizar esta balanza sin las masas marcadas sino con unidades elegidas por la maestra: diferentes tipos
de clavosy plaquetas.
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A: Contextualizacion Profesional

ANALISIS DE PROBLEMAS SOBRE MAGNITUDES EN PRIMARIA (AREAS Y

VOLUMENES)

Condgna:

A continuacion incluimos agunos enunciados de problemas y gercicios que han sdo
tomados de libros de texto de primaria. Para cada uno de dlos:.

a) Resuelve los problemas propuestos.

b) Indica los conceptos y procedimientos matematicos que se ponen en juego en la

solucion.

c) Cladfica los enunciados en tres grupos segin € grado de dificultad que les

aribuyes (fadil, intermedio, difiil).

d) Para cada problema enuncia otros dos del mismo tipo, cambiando las variables
de latarea, de manera que uno te parezca més f&cil de resolver y otro mas dificil.

€) ¢Pensas que los enunciados son suficientemente precisos y comprensibles para
los dumnos de primaria? Propon un enunciado dternativo para aquelos
gercicios que no te parezcan suficientemente claros para los dumnos.

f) Condgue una coleccion de libros de texto de primaria Busca en dlos tipos de
problemas no incluidos en esta relacion. Explicaen qué se diferencian.

Enunciados de problemasincluidos en librosde primaria:

1. Resudve:

a) Sonia ha pegado unafoto cuadrada de 9
cm de lado en una hoja cuadriculada.
Cada cuadrado de lacuadriculaesde 1
cn. ¢Cuéntos cuadraditos ocupa la
foto?

b) Luistiene una pegatina cuadrada de 6
cm delado y otrarectangular de 7 cm de
largo y 5 cm de ancho. ¢Qué pegatina
tiened &eamayor?

c) Oscar cubre unamesa con azulgjos de 1
cm2. Lamesamide 70 cm delargo y 50
cm de ancho. ¢Cuantos azul€jos pone?

d) Unacartulinamide20 cmdelargoy 12
cm de ancho. Paulala ha cortado por la

mitad. ;Cud es d areade cadatrozo?

2. Dibya
- Un rectangulo cuya &rea sea 36 cnt
- Un rectangulo cuya drea sea 28 cnt.

- Un cuadrado cuya &rea sea 25 cnt.
- Un cuadrado cuya &rea sea 49 cnt.

¢Puedes dibujar otro rectangulo distinto a anterior cuya &rea sea 36 cnt?

3. Los lados de un rectangulo miden 2/5 my 3/4 m. ¢Cua es su area?

4. Dibuja un cuadrado de 3 cm de lado y un recténgulo de 5 cm delargo y 4 cm de
ancho. Cdculad perimetroy € &ea de cada poligono
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5. Cdculad perimetro y &ea de un pentégono regular quetiene 57 m de basey 4 m de
apotema.

6. Juan y Carlos estén cosiendo una cintaen € borde la cometa. ¢Cuanto mide lacinta
gue han cosido arededor de la cometa? ¢;Cud es e areadelatda?

50c
B0 ¢l

40cim

Ocm
90c

7. Canelo es un borrico gloton. Su duefio lo ha atado con una cuerdade 15 m delargaen
el centro de un prado de forma cuadrada de 30 m de lado. Cacula superficie de la parte
del prado en laque no puede comer Canelo porque se lo impide lacuerda Vuelve a
hacer este problema suponiendo ahora que Canelo, € borrico, esta atado en una esquina

del prado.
/ \ 30m
15m

8. Larueda de unabicicleta tiene un diametro de 50 cm. ;Cuantas vudtas darad
recorrer una distancia de un kilémetro?

9. Primero, descompon cada figura en poligonos de &ea conocida. Después, toma las
medidas necesarias y cadculae &rea de cada una.

O D

10. Cdculad é&reg,
ennt delasiguiente

/\
.
VAV

11. En este problema hay dos errores. Buscao y vueve a hacerlo correctamente:
Cdcula, en centimetros cubicos, € volumen de estos primas
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- VolumendeA: Va=10cmx 2dm
x 15 cm = 300 cnT.

[ - Volumen de B: En d prismaB todo
| & esd doblequeen d prismaA. Por lo
tanto, & volumen sr&

Vg = 2 X 300 cm3 = 600 e’

12. Juntando de diferentes formas nueve cuadrados de un centimetro de lado, hemos
congtruido dos poligonos cuyos perimetros miden 14 cmy 16 cm, respectivamente.

P=4+3+2+1+1+1+1+1= 14 cm P= 6+1+1+1+3+2+1+1=16 cm

- Buscalamanera de unir nueve cuadrados paraformar € poligono que tenga e

menor perimetro posible.
- Buscatambién € poligono con € mayor perimetro posible.
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B: Conocimientos Matematicos

1. MAGNITUDES GEOMETRICAS: MEDIDA DIRECTA E INDIRECTA

El proceso de medir cudquier magnitud ha sdo estudiado en € capitulo 1 de
Magnitudes y medida y, en resumen, consste en sdeccionar una unidad apropiada de
medida, fijar un procedimiento para cubrir o llenar la cantidad que se desea medir
mediante una coleccion de unidades y expresar la medida mediante € nUmero de
unidades usadas.

En muchas dtuaciones précticas no es posible, o resulta nada apropiado, hacer una
medida directa de las cantidades de una magnitud, en paticular s se traa de
magnitudes geoméricas. Por gemplo, S trata de medir @ perimetro de un cuadrado,
basta medir un lado y multiplicar por 4, ya que se sabe que los cuatro lados miden lo
mismo.

En este tema tratamos la medida directa e indirecta de las magnitudes geométricas
amplitud angular, &ea y volumen. Abordamaos, por tanto, la obtencidn de las formulas
o funciones dgebracas que permiten cdcular la medida de las cantidades
correspondientes a las magnitudes geométricas citedas, a partir de datos conocidos. Para
la medida indirecta de longitudes juega un papd importante € teorema de Pitégoras por
lo que incluimos su estudio en la seccidn de conoci mientos matematicos.

2. MEDIDAS LINEALES

2.1. Teorema de Pitagoras

El teorema de Pitdgoras es probablemente uno de los méas famosos e importantes
resultados de la geometria eemental. Sus consecuencias y generdizaciones son
fundamentales en trigonometria y en otras partes de las mateméticas. Es también una
herramienta Util parala medidaindirecta de longitudes.

Enunciado: Dado un triangulo rectéangulo, € cuadrado de la longitud de la hipotenusa
esigual ala suma de los cuadrados de las longitudes de | os catetos.

Simbdlicamente,
& +b%=¢?
con a, b longitudes de los catetos y ¢ longitud de la hipotenusa

Congtruyendo cuadrados sobre los lados dd tridngulo
rectdngulo € teorema de Pitdgoras se puede expresar como una
relacion entre las areas de dichos cuadrados. La suma de las

areas de los cuadrados congtruidos sobre los catetos es igua a | al PR
area dd cuadrado construido sobre |a hipotenusa. i N
Demostracion intuitiva o

Veamos una demostracion intuitiva dd  teorema de i
Pitagoras.

Enlafigura 1 parte (a) desgnamos por a y b los catetosy ¢ la hipotenusa.
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A continuacion consderamos € cuadrado con lados de longitudes a+b.
En la pate (b) se muestran cuatro copias del triangulo en € interior del cuadrado
que dejan sin recubrir dos cuadrados més pequefios de areas respectivas a’ y b,

En la parte (c) de la figura se han dispuesto los cuatro triangulos de ta manera que
dejan sin cubrir un cuadrado de &rea c?.
Puesto que se trata de dos particiones de mismo cuadrado de lado at+b se deduce
que las areas no cubiertas por los cuatro triangulos en cada uno de los dos casos
deben ser iguales, 0 seq, que a®+b® = ¢2.

(a) (b) ©

Fg. 1

Ejercicios:
1. Encontrar las longitudes x, y, y z en las siguientes figuras.
(a) by » by E
_‘J A

52 SN 52
S N

©

7 - : 1
2. Determinar s las ternas de nimeros siguientes pueden ser las medidas de los lados de
triangul os rectangul os:

815 17. 8 b) 10, 5 53 0) 231 520; 568

3. MEDIDA DE AREAS Y PERIMETROS

Como sabemos, € nimero de unidades requeridas para cubrir una region plana es
e &ea de dicha region. Usuamente se digen cuadrados como unidad de &ea, pero
cudquier forma que recubra la figura Sn solgpamientos ni agujeros puede utilizarse
como unidad de medida. En € proceso de medir se utilizan dos propiedades basicas:

Propiedad de congruencia: S una region R es congruente con otra region S entonces
ambas regiones tienen lamisma &ea: &ea(R) = &ea(S).

Propiedad de diseccion: S una region R se descompone en vaias subregiones

diguntas, A, B, ..., F, entonces e areade R eslasumade |as areas de las subregiones:
Area(R) = &ea(A) + aea(B) + .... + area (F).
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A continuacion estudiamos las areas de agunos poligones.
3.1. Areas de poligonos

Rectangulos

En la figura 2 tenremos un rectangulo de 5 cm de base y 3 cm de dtura. Vemos que
podemos recubriflo mediante 3 filas de 5 badosas de lcn?.  El nimero tota de
baldosas usadas es de 15, 0 sea, 3x5, producto de la longitud de la base por dtura. Esta
manera de cacular € &eade un rectangulo se expresacon laformula

A =b.a(&eaigud a producto de labase por ladtura)

3em 2.5¢cm a

Scm 3.5cm b
area = 15 cm? area = 8.75 cm? area=b.a
Fg. 2
Paralelogramos

Cuaquier pardelogramo con base b y dtura a se puede diseccionar y disponer en la
forma de un rectangulo de base b

y dtura a de igud forma como se
indica en la figura 3. La formula
que permite cacular d &ea de
cudquier pardelogramo es la
mismaque ladd rectangulo:
A=ba

Ejercicios:

3. Recorta un cuadrilétero convexo en cartulina,
locdliza los puntos medios de los lados y Unelos
como indica la figura, formando los cuatro
triangulos Ty, To, T3, ¥ T4, y € paralelogramo P.

a) Probar que los cuatro triangulos recubren €l
paralelogramo.
b) ¢Qué relacion hay entre el area ddl paralelogramoy €l area del cuadrildero origina?

4. Encontrar e &readecadauno @ ®) 2

de los paraelogramos siguientes ; sem |

y celcular las longjtudes x e y. 4om | e A
i 4 ! 12em

10 cm

C____

662




Magnitudes geométricas

Triangulos

Como s indica en la figura 4 cudquier
triangulo de base b y dtura a se puede
diseccionar y disponer de manera que se
forme un paraledlogramo de base b y dtura
1/2a. Por tanto, € &ea de un tridngulo se
puede cdcular con laformula

A:%b_a Fig. 4

Es importante tener en cuenta que cudquier lado de un trigngulo se puede
considerar como base, de modo que habra tres pares de bases y de alturas.

Ejercicios:
5. Encontrar € &reade cadatriangulo y las distanciasv y w.

(@) K (b)
7T 14 cm /ﬁ
jy 10cm
i» 12ecm
10 cm

15 cm
6. Demostrar que € area de un trapezoide cuyas bases son b y by, y su atura es a se puede

cdcular con lasiguienteformula: A= %(bl +h,).a

3.2. Longitud de una curva

La longitud de una linea poligonad se obtiene sumando las longitudes de sus lados.
S la linea es una curva (no poligond) su longitud se puede etimar cdculando la
longitud de una linea poligona cuyos vértices estén sobre la curva La aproximacion se
puede ir megorando aumentando & nimero de veértice (Fig. 5).

(a) (b) (©

Fig.5

S e trata de un objeto fisco con bordes curvilineos cuya longitud se desea medir
podemos gustar un hilo y después extenderlo longitudindmente para su medicion con
unaregla

Perimetro

La longitud de una curva cerrada plana se dice que es € perimetro de dicha curva.
Puesto que es una longitud se medira en unidades de longitud (centrimetros, metros,
etc.). Es importante no confundir € perimetro con € &ea de una region limitada por una

curva cerrada smple. El &rea es una magnitud que expresa @ tamafio de una region y se
mide en cn?, N, etc.
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Ejercicio:

7. Las siguientes figuras se han dibujado sobre una cuadricula cuyo lado mide 1cm. Determinar
el perimetro y el areade cadafigura:

Longitud de la circunferencia

Como sabemos la circunferencia es d lugar geométrico de los puntos dd plano que
equidistan de un punto fijo O una cierta digancia congtante r. La medida directa de la
longitud del borde de un objeto circular se puede obtener, de manera gproximada,
rodeando € cuerpo con un hilo o cuerda de manera gustada, extendiendo € hilo sobre
una regla graduada y leyendo la longitud correspondiente del hilo extendido. ¢ESs
posible determinar la longitud de una circunferencia Sn necesidad de hacer la operacidn
fisca descrita? La respuesta es afirmativa debido a que exise una relacion condante
entre la longitud de cuaquier ircunferencia y su diametro: la razén o cociente entre
dichas longitudes es d ndmero irraciond p (3'1415927...). Podriamos hacer
comprobaciones experimentaes de edta relacion midiendo con una cinta o hilo € borde
circuar de divesos objetos y dividiendo esa longitud por los diaretros
correspondientes. S C representa la longitud de la circunferencia y d la longitud del
diametro setiene: C=pd (o también, C = 2pr, s r eslamedidadd radio).
En 1761 John Lambert prob6 que p es un ndmero irreciond, de manera que es
imposble expresar su valor mediante una fraccion o un decima exacto o periédico. En
lapréctica se suele usar como gproximacion 3' 14, o 3 1416.

Longitud de un arco de circunferencia

Para cdcular la longitud de un arco de circunferencia necesitamos conocer qué
fraccion es de la crcunferencia completa. Conocida la amplitud del éngulo centra
correspondiente a ese arco, por eiemplo n grados, lalongitud A del arco sera

A =2pr.n/360,

El &rea de un circulo

El &ea de un circulo de radio r viene dado por la formula, A = pr? , formula
probada por primera vez de manera rigurosa por Arquimedes. Una manera informal,
aunque convincente de obtener la formula A = pr? se muestra en la figura 6. El circulo
de radio r y crcunferencia C = 2pr se descompone en sectores congruentes y se

disponen para formar un “paraelogramo” de base %C =pr y dtura r. El pardelogramno

“ondulado” tendrd como &ea p r.r = pr®. S & nimero de sectores se hace cada vez
mayor, los sectores serén progresvamente mas delgados y € desarrollo se gproximara
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cuanto se quiera a un verdadero paralelogramo de &reapr?.

Fig. 6

Ejercicios:

8. Encuentra una formula que permita calcular € area de un sector circular de radio r y cuyo
angulo central seade n grados.

9. Una pizza de 30 cm de didmetro tiene e mismo espesor que otra de 50 cm. Suponiendo que
la cantidad de ingredientes de las pizzas es proporciond a sus éreas, ¢cuantos ingredientes de
mas tiene la pizza grande respecto de la pequefia?

10. Una diana para lanzar dardos esta formada por cuatro anillos concéntricos como se muestra
en la figura. Los radios de los circulos son 10, 20, 30, 40, y 50 cm.

Supongamos que d lanzar un dardo existe la misma probabilidad de que

caiga en cualquier punto de la dana. ¢Es més probable que € dardo caiga

en e anillo exterior o dentro de la region formada por € circulo central y

los dos anillos concentricos mas proximos que le rodean?

4. AREA DE SUPERFICIES DE CUERPOS GEOMETRICOS

El &ea de la superficie de un poliedro sera la suma de las areas de las caras. Con
frecuencia es Util imaginar que se cortan las caras y se disponen sobre un plano. De esta
manera, en muchos casos, la figura formada (desarrollo de las caras del poliedro) tiene
un &ea que se puede cdcular facilmente. Edta técnica se puede aplicar a otras figuras
digintas de los poliedros. A titulo de gemplo veamos como cacular € &ea totd de la
cgade formaedrelladadelafigura?.

10cm

Fg. 7

El desarrollo de la superficie laterd da lugar a un rectangulo de base 96 cm y dtura 10
cm, mientras que las bases de la cga son dos poligonos estrellados que se pueden
descomponer en 12 triangulos equilderos igudes. El teorema de Pitégoras permite

cdcular la dtura de dichos triangulos, resultando %>8><4\/§=16\/§cmz. Haciendo
cdculosd &eatota delacgjaserade 1625 cnt.
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Ejercicios:
11. Encuentra una formula que permita calcular € area tota de una piramide regular recta de
base hexagona delado | y de dlturaa.

12. Encuentra una férmula que permita calcular € area total de un cilindro recto de dtura a'y
cuyas basestienen deradio r.

13. Encuentra una formula que permita calcular € area de la superficie total de un cono circular
recto deradio r y dturaa.

5. VOLUMENES DE CUERPOS GEOMETRICOS

5.1. Volumenes del prismay del cilindro

El volumen dd prisma recto y dd cilindro recto se cdcula multiplicando d é&ea de
labase, B, por lalongitud de la dtura, a: V = B.a La base B correspondera d érea de
un poligono o un circulo, respectivamente.

S d prisma o d dlindro es oblicuo la formula V = B.a sSgue sendo vdida
Podemos imaginar que @ cuerpo estd formado por ldminas de la misma forma que la
base gpiladas formando una columna de dtura a. Es claro que $ esa columna s inclina
o tuerce d volumen continCia Sendo € mismo.

area B

area B
D 2
———————7 T h
_1__

6.2. Volumenes de pirdmidesy conos

-

En d plano sabemos que la diagona de un cuadrado lo divide en dos triangulos
rectangulos iguaes. Por tanto, d &rea
de cada triangulo sa la mitad que la
dd cuadrado correspondiente. En €
espacio las diagondes que parten de un
veértice de un cubo forman las aristas de
tres piramides congruentes que llenan
a cubo. Por tanto, € volumen de cada
piramide e la tercera pate dd
volumen de cubo correspondiente
(véese lafigura8).

S en lugar de un cubo tomamos un sdlido rectangular y usamos las diagondes
trazadas desde un vértice, @ solido se descompone en tres pirdmides. En generd las tres
piramides no son congruentes unas con otras, pero se puede demostrar que los
volimenes de las tres piramides son igudes. Por tanto, S € prisma tiene de base B y

dtura a, deducimos que d volumen de cada piramide es V :%Bxa. Con igud

razonamiento se prueba que & volumen de todas las pirdmides de base B y dtura a se
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puede cacular con dicha formula La base puede ser cuadquier poligono y d vértice
puede estar en cuaquier punto Stuado aladistnciaa del plano de labase.

La base de un cono se puede aproximar con la precison que se desee por un
poligono con suficiente nimero de lados, por [0 que @ volumen de un cono cuya base es

B y ladturaa vendra dado también por laférmula, V = % Bxa

5.3. Volumen dela esfera

Supongamos que una esfera de radio r se
introduce en d interior de un cilindro circular recto de
dtura 2r conteniéndola, por tanto, de manera gustada y
gue llenamos todo € espacio no ocupado por la esfera
con agua. S a continuacion sacamos la esfera podemos
comprobar experimentdmente que € agua llena la
tercera pate dd cilindro. Puesto que @ volumen dd
dlindo es B.a = (prd) (2r) = 2pr’, d expeimento
sugiere que d volumen de la esfera de radio r sera los
dos tercios restantes, esto es,

2 4
V=>(2pr®==pr®
@) =2p
La primera demostracion rigurosa de esta férmula fue dada por Arquimedes.

5.4. Areadelasuperficiedela esfera

La formula que permite cdcular € aea de la supeficie de una esfera se puede
obtener con d gguiente razonamiento intuitivo. Supongamos que la superficie de la
esfera se descompone en una gran cantidad de peguefias regiones de &ea B, By, Bs, ...,
Bn. La suma de estas &eas B + B, + B + .... +B, sea d &ea superficid, S, de la
esfera. Cada una de estas regiones se puede considerar como la “base” de un sdlido
piramida cuyo vértice etd en @ centro de la efera. Cada “piramide’ tiene una dtura r,
de manera que sus volUimenes seran (1/3)Br, (1/3)Bar, etc.

A

Fig. 10

En esta Stuacion se verifican las Sguientes relaciones:
S=B; +B;+ B3 +.... +B, (&eadelassupeficiedelaefera)
-1 Br 1 B,r +1 B.r +....+1 B.,r (Volumendelaesfera)
3 3 3 3
Por tanto,

V:%(Bl+Bz+ B,+..+B) :és
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Puesto que V :%rS , Sudtituyendo y despgiando obtenemos la expresion buscada para
el &eadelaesfera, S=4pr?.

Ejercicios:

14. Un tronco de pirdmide (o de un cono) se obtiene cortando € cuerpo por un plano paraédo a
la base y suprimiendo la pirdmide (o0 € cono) que se obtiene. Encontrar los volimenes de los
troncos de piramide y de cono siguientes:

(b)

15. El diametro de Japiter es 11 veces mayor que € didmetro de la Tierra. a) ¢Cuantas veces es
mayor € area de la superficie de Japiter?; b) ¢Cuantas veces es mayor € volumen?

6. TALLER DE MATEMATICAS

1. En muchos paises € tamafio y la forma
de las hojas de papd se fabrican con
dimensones basadas en & sstema mérico.
Un hoja A0 es un rectangulo de In? de | [T~~~
&ea Cuando s divide en dos mitedes || ([~ 77 |.-__
segun su ancho se forman dos hojas Al, de ] D
tal manera que cada mitad es semgante ala

hoja AO. Cortando de manera smilar las
hojas Al s obtienen las A2, y as

A0 Al A2 A3 A4

sucesvamente.

a ¢Cud es d factor de escada por d que la dimenson lined de una hoja A0 s
multiplica para obtener las dimensiones correspondientes de unahoja A1?

b) Encontrar € ancho y largo, en centimetros, de una hoja AO.

¢) Encontrar & ancho y largo de unahoja A4.

2. Sequieredividir un rectangulo en cuatro partes deigud area.

a) Jificar que la particion indicada en A B
lafigura adjunta cumple la condicion.
b) Proponer otras cuatro formas de hacer
laparticion.
D C
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Trazar un cuadrado de 10 cm de lado. En d interior de este cuadrado trazar los
cuatro semicirculos centrados sobre las mitades de los lados y que pasan por €
centro dd cuadrado (que serda @ punto de interseccion de las diagonaes €
cuadrado). El interior dd cuadrado queda dividido en 8 superficies diguntas. Rayar
las que sean convexas.

b) Trazar los ges de smetria de la figura obtenida y cacular d @ea totd de la figura
rayada.

& w

4. Un trapecio ABCD es rectdngulo en A y D. Elegida una unidad de longitud se supone
que AB = 30 y DC = 55. ¢En qué posicidon se debe tomar un punto E del segmento CD
para que larecta BE dividad trapecio en dos poligonos de igual area?

5. Enrollando una hoja de papel de formato DIN A4 (21 x 297 cm) se pueden obtener
dos cilindros: uno de atura 21 cm y € otro de dtura 297 cm. Comparar los volumenes
de estos cilindros

6. Arquimedes demostréo que & volumen de una esfera es los dos tercios del volumen
dd dlindro circular recto que contiene a la esfera (de manera gustada). Demostrar que
el &eadelaesferaestambién los dostercios dd area de la superficie total ddl cilindro.

7. Supongamos que se condruyen figuras semgantes sobre los
tres lados de un tridhgulo rectangulo, como s muestra en la
figura adjunta. ¢Qué férmula relaciona las &eas de las tres
figuras? Explica con detdle tu razonamiento.

8. Judtificar por qué las regiones sombreadas (que son todas
pardelogramos) de la secuencia de diagramas de la figura
adjunta tienen todas la misma &ea ESo proporciona una demostracion dinamica del
teorema de Pitagoras.

(i il il [y iw)

9. Se preguntd a un dumno que encontrara una férmula para cdcular d aea de un
circulo. Sugirié poner una cuerda arededor dd circulo y después formar con la cuerda
un cuadrado. Por gemplo, un circulo con una circunferencia de 8 unidades se puede
transformar en un cuadrado de lado 2 unidades.
a) S c = lalongitud la circunferencia y | = lado del cuadrado, escribe una férmula
paral enfuncién dec.
b) ¢Cud seria la formula para cacular € éea dd circulo que se deduciria s fuera
correcto e método propuesto por € aumno?
c) ¢Escorrectalaformula? ¢Por qué no?
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10. S a un hilo que rodea la Tierra se le da una holgura de 1 metro, ¢cud es la
separacion que habra entre la superficiede laTierray € hilo?

11. Identificacion de Stuaciones de mediday referentes sobre superficies:

- Citar didintas dtuaciones y buscar d referente més adecuado para comparar
cantidades de superficie.

- Citar las unidades no esténdares més utilizadas en digtintos contextos (casa, colegio,...)
parala medida de superficies.

- Hacer una lista de unidades de superficie y objetos a medir y relacionar cada objeto
con launidad més adecuada

- Citar tres dtuaciones de medida de supeficies y decir cud es @ error maximo
admisble.

- Citar varios instrumentos de medida de superficies.

- Edtimar medidas extremas 0 especides de longitud (mediday distribucion de un piso,
lasuperficie terrestre, tc.).

12. Identificacion de Stuaciones de mediday referentes sobre amplitudes angulares:

- Citar didintas dtuaciones y buscar d referente més adecuado para comparar
cantidades de amplitud angular.

- Citar las unidades mas utilizadas en digtintos contextos (casa, colegio,...) para la
medida de amplitudes.

- Hacer una lista de unidades de amplitud y objetos a medir y relacionar cada objeto con

la unidad més adecuada.

- Citar tres dtuaciones de medida de amplitudes y decir cud es € error maximo
admisble,

- Citar varios ingrumentos de medida de amplitud.

- Edtimar medidas extremas 0 especides de amplitudes angulares (angulos de un grado

de amplitud, angulos superiores a 360°, etc.).

- Describir d uso de la amplitud angular como medida indirecta de otras magnitudes
(peso, intensidad de la corriente, etc.)

13. Identificacién de Situaciones de medida y referentes sobre volumen:

- Citar didintas dtuaciones y buscar € referente mas adecuado para comparar
cantidades de volumen.

- Citar las unidades no esténdar més Utilizadas en digtintos contextos (casa, colegio,...)
parala medida de volumenes.

- Hacer una lista de unidades de volumen y volimenes a medir y relacionar cada uno
con la unidad mas adecuada.

- Citar tres dtuaciones de medida de voliUmenes y decir cud es & eror maximo
admisible,

- Citar varios instrumentos de medida de volumen.

- Edimar medidas extremas 0 especiaes de volumen (volumen de agua contenida en

una piscina, maletero de un coche, etc.).
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C: Conocimientos Didacticos

1. ORIENTACIONES CURRICULARES

El desarrollo de formulas para cdcular la medida de magnitudes geométricas de
manera indirecta es de gran utilidad practica, ya que la medida directa de tdes
magnitudes sera dificil o imposble de redizar en la mayor pate de los casos. Por
gemplo, es fé&il medir las tres dimensones de una cga con una regla, pero no es facil
medir e volumen de la cga de manera directa. Ademas € proceso de busqueda de las
expresiones correspondientes es una actividad matemédtica de gran vaor en s mismad
requerir relacionar distintos conceptos y técnicas. Por este motivo la obtencion y uso de
formulas para la medida de longitudes, &eass y volUmenes de figuras y cuerpos
geométricos seincluye en las propuestas curriculares, incluso desde @ nivel de primaria

Es recomendable que los nifios no usen nunca las férmulas sSn que hayan
participado en @ desarrollo de dichas formulas. El desarrollo de las férmulas por los
propios nifios es una activided mucho mas importante y dgnificativa que la
introduccion de nimeros en tdes formulas. Pero en cudquier caso los dumnos deben
comprender previamente @ rasgo 0 caracteristica de los objetos cuyo tamafio se mide
mediante las formulas (longitudes, perimetros, areas 'y volimenes).

1.1. Disefio Curricular Basedel MEC

En € blogue temético sobre la medida (informacion cuantitativa sobre los objetos) €
DCB incluye las siguientes referencias alas magnitudes geométricas.

Hechos, conceptosy principios
2. El perimetro, d &eay € volumen de las figuras como expresiones cuantitativas de su
tamario.

3. Las unidades de medidadd Sistema Métrico Decimal.

« Longitud.

* Superficie.

* Capacidad.

6. La unidad de medida parala medicion de éangulos: € grado.

Procedimientos

2. Condruccion de indrumentos sencillos para efectuar mediciones directas de
longitudes, superficiesy capacidades.

3. Elaboracion y utilizacion de edtrategias persondes para llevar a cabo mediciones de
perimetros, areas y volUimenes de cuerpos geomeétricos, de manera exactay aproximada.

6. Trandformacion, comparacion y equivalencias de las unidades de medida utilizando
los agoritmos de caculo correspondientes.

7. Utilizacidn de los dgoritmos para cacular &reas de rectangulos 'y tridngulos.

Remitimos a lector a la secciéon de Orientaciones Curriculares dd  tema

correspondiente a Magnitudes y Medida para tener una visén completa dd curriculo
propuesto para € bloque temético de la medida, incluyendo los aspectos generales sobre
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la medicion, la mencion a otras magnitudes como & peso y d tiempo, asi como sobre
los contenidos actitudinales.

1.2. Principiosy Estandar es parala Matematica Escolar (NCTM 2000)*

Enlos Principios y Esténdares 2000 se incluye de maneraexplicitaen  primer
ciclo @ estudio de las magnitudes geométricas longitud, area y volumen, gplicandoles
los procesos de,
Comprender los atributos medibles de los objetos y las unidades, Sstemas y procesos de
medicion:
comprendiendo cdmo medir usando unidades no estandar y esténdar;
seleccionando la herramienta'y unidad apropiada paramedir € atributo que se
desea medir.
Aplicar técnicas apropiadas y herramientas parareaizar mediciones, redizedo las
sguientes actividades:
- medir usando colecciones de objetos de igud tamafio, como clips puestos
correlativamente;
medir un objeto usando @mo unidad otro de menor tamafio, como la longitud de
una habitacion usando un metro;
usar herramientas de medir,
desarrollar  referentes comunes de medida para hacer comparaciones y
estimaciones.
Estos mismos objetivos se desarrollan en los niveles 3 a 5, anpliados a la amplitud
angular, en laforma sguiente:
Comprender los atributos medibles de los objetos y las unidades, Sstemas y procesos de
medicion:
. comprender aributos de longitud, &ea, peso, volumen y amplitud angular y
seleccionar € tipo gpropiado de unidad para medirlos;
comprender la necesidad de medir con unidades estandares y familiarizarse con
el dstema métrico.
hacer conversiones entre unidades, como pasar centimetros a metros;
comprender que las mediciones son gproximadas y como afecta a b precison €
cambio de unidades,
explorar 10 que sucede alas medidas de unafigura bidimensiona como €
perimetroy € area cuando se cambia la forma de agin modo.
Aplicar técnicas apropiadas y herramientas pararedizar mediciones:
. desarrollar edtrategias de estimacion de perimetros, &eas 'y volumenes de formas
irregulares,
sdeccionar y agplicar las unidades estandares y los indrumentos de medida de
longitud, &ea, volumen, peso, tiempo, temperaturay amplitud angular;
seleccionar y usar patrones de comparacion para estimar medidas,
desarrollar, comprender y usar formulas para encontrar € éea de rectangulos,
tridhgulos y paraelogramos,
desaxrollar edrategias para determinar &eas superficides y volumenes de
solidos rectangulares.

! National Council of Teachers of Mathematics (2000). Principles and Standards for School Mathematics.
Reston, Va: NCTM.
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Ejercicio:

1.JAnaIizar las diferencias y semgjanzas de las orientaciones curriculares propuestas para €
estudio de lamedida en,

- Disefio Curricular Base del MEC

- Lasorientaciones curriculares de tu Comunidad Auténoma

- Principios y Estédndares 2000 del NCTM.

2. DESARROLLO COGNITIVO Y PROGRESION EN EL APRENDIZAJE

2.1. Conservacion del area

El principio de conservacion tiene que ver con la invariancia de una cierta cudidad,
en un determinado objeto, cuando se redizan determinadas transformaciones sobre
dicho objeto.

En lo que s refiere a la supeficie, es d convencimiento de que, por gemplo,
cortamos un folio en varios trozos la cantidad de papel no ha cambiado. La judtificacion,
de que no ha cambiado, podemos encontrarla en € hecho de que s junto los trozos
vuelvo a tener d folio inicia; por esta razon vemaos que los conceptos de  conservacion
y revershilidad guardan entre s una edtrecha relacién y que, en cieta forma, s
judtifican entre 9.

Segln Piaget pueden considerarse varias etapas.

En d primer estadio, hasta los cinco afos, no han desarrollado esa capacidad en d

gemplo dd folio y dicen que hay més papel en los trozos.

En e segundo estadio, entre los cinco y los seis afios, hay respuestas diversas.

Hacia los Sete afios, tercer estadio, es cuando los nifios perciben la equivdencia y

acanza, por tanto, € principio de conservacion de la superficie.

El hecho de establecer una fuerte relacion, a veces cas de tipo biunivoco, entre area
y perimetro, en € sentido de que s una cambia la otra también |o hace necesariamente,
en d mismo sentido y en la misma proporcion, es lo que en un momento dado puede
facilitar 0 entorpecer la adquisicion de la conservacion de una u otra magnitud. Quizas
este hecho pueda explicar, d menos en parte, la exigencia de un cierto pardeismo,
seglin Piaget, entre la adquisicion del principio de conservacion de la longitud y @ de
conservacion ddl area

A patir de ese momento, en que tiene sentido para € nifio la equivdencia de
upeficies sometidas a cetas transformeciones, pueden descomponerse  y
recomponerse de diferentes maneras las didtintas figuras geométricas tanto para trabgjar
y desarrollar € concepto de medida como para, por gemplo, la obtencién de las
formulas dd &ea de las didintas figuras y es fundamentd para cdcular € &ea de
figurasirregulares.

Actividades 1:

1. Seles da alos nifios dos cartulinas iguales de un determinado color; se les da una serie de
fichas de un color diferente y se les dice que cologuen € mismo nimero de estas fichas en cada
una de las cartulinas y se les pide que digan donde hay més cartulina visible. Una variante de
esta actividad seria utilizando fichas de tamafios muy dispares 'y colocar un nimero diferente de
fichas en cada cartulina.

2. Dadas dos cartulinas iguales, a una de élas se le corta un trozo que se le adjunta en un lugar
digtinto a que teniay se pide a nifio que diga cual tiene mayor superficie. Admite variantes en
cuanto a nimero de trozos que se cortan y al lugar en que se afladen.
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2.2. Conservacion del volumen

Tenemos que citar € ya cldsico experimento, llevado a cabo por Piaget, en d que
trasvasa liquidos de un recipiente a otro que tiene diferente forma, para concluir que
habra que esperar a los siete u ocho afios para que € nifio reconozca que hay b misma
cantidad de liquido, independientemente de la forma que tenga € recipiente o de la
aturaque acance en cadauno de dlos.

Hay otros autores que, no planteando diferencias apreciables en lo esencid, hacen
congderaciones complementarias. Lovel y Ogilvie encontraron que, para muchos
dumnos de primaria, € volumen de un cuepo eda relacionado con Su  peso.
Freudenthd indste en que habria que hacer més énfass en las didintas
trandformaciones que dgan invariante € volumen. Son numerosos los autores que
relacionan la tardia adquisicion de la conservacion de volumen, por parte del nifio, con
laescasez de experiencias que sobre esta magnitud se desarrollan en laescuda

Actividades 2;

1. Se presentan a nifio dos recipientes con forma diferente, uno de ellos contiene una cierta
cantidad de liquido y € otro esta vacio; se le pide que vierta @ liquido de un recipiente en €
otro y que diga s habia més liquido antes o ahora. Una variante seria dar a nifio dos vasos
iguales llenos de agua, decirle que vacie uno en cada uno de los dos recipientes antes descritos y
se le pide que digan en cud de ellos hay mas agua

2. Se presentan dos recipientes de diferente forma o tamafio, uno de ellos contiene una cierta
cantidad de liquido, y se le pide d nifio que diga € nivel que acanzara ese liquido en € otro
recipiente.

3. Dado un recipiente, y varios montoncitos de arena, se le pide a nifio que diga cud de dlos
fue e resultado de vaciar dicho recipiente.

Otras actividades interesantes pueden ser las de empaguetado y, por gemplo, € uso de
pequefios blogques cubicos para construir estructuras mas complejas.

3. SITUACIONES Y RECURSOS

Al igud que en d tema anterior sugerimos actividades de percepcidn, comparacion
y medicion paa las magnitudes geométricas edtudiadas. La medida directa de
longitudes ha sido incluidaen d capitulo 1.

3.1. Amplitud angular y su medida directa

La necesdad de la magnitud amplitud angular es mas evidente en los nivees
superiores.  Excepto para leer la hora, pocas medidas angulares se encuentran en los
nivelesinferiores.

La percepcion y comparacion estan estrechamente relacionadas en todas las
primeras fases de la medida de angulos. Puesto que esperamos que la comparacion de
adngulos sea hecha en niveles superiores, podemos tratar con ambas, percepcion y
comparacion ad mismo tiempo. Cuando e les dé tareas smples de medicion de angulos
preguntarles a los nifios sobre € orden, de mayor a menor. Preguntarles que estimen
formas, comprobando con € transportador y repita @ proceso para desarrollar un sentido
de comparacion de lamedida angular.

Ligamos a continuecion dgunas actividades dmples para introducir la

674



Magnitudes geométricas

percepcion y medida de &ngulos’.

Actividades 3: Percepcion y medida de angulos

1. Los nifios que pueden leer la horay tienen algin conocimiento de las fracciones pueden usar
la esfera del reloj para una introduccion a los angulos.  Proporcione a la clase varias hojas
representando esferas de reloj, con la tnicaindicacion de los nimeros. Pida ala clase quetracen
una linea desde & centro de uno de los relojes ala posicidn de las 12. Trazar a continuacion una
segunda marca sobre la misma esfera indicando la posicion de la aguja grande s debe apuntar a
las 6 horas. "Si la aguja grande se mueve desde las 12 hasta las 6, qué fraccién del recorrido
total harealizado?' ¢'Qué forma geométrica se representa por la primeray la Gltima posicion de
la manecilla grande? Repita € procedimiento con la posicion inicia enlas 12 y lafind enlas 3.
"¢Qué figura geométrica forman las dos posiciones? (angulo recto, “esquind’). “S
consideramos un giro arededor de la esfera como una vudta, ¢qué fraccion de una vuelta
recorre la aguja grande cuando se traslada desde las 12 a las 3? Pruebe otras posiciones y otros
angulos. Pida a los nifios que hagan un registro de todos las posiciones inicides y findes para
gue & angulo formado searecto. Adapte las preguntas y materiales a una actividad colectivao a
un gercicio que puede ser hecho individua mente.

2. Use un smple gercicio sobre cdmo medir angulos con un transportador para desarrollar la
percepcion de la medida angular. (Esta leccion también sirve para otros objetivos y se adapta
mejor a los niveles superiores). Muestre a los nifios como medir algunos gemplos repetidos de
varios angulos desde 0 a 180 grados con € transportador. Un transportador grande para usar en
la pizarra puede clarificar esta actividad.

3. Haga que los nifios midan angulos de varias figuras planas para refinar su percepcion (y
comparacion) de varias medidas angulares. Dé a los nifios un conjunto de triangulos y pidales
gue midan los angulos de los distintos triangulos. Registre las medidas para cada uno." ¢Cudl es
la suma de los angulos en cada triangulo? ¢Hay alguna ley generd? ¢Cudles son las medidas de
los &ngulos de un rectangulo? ¢de un cuadrildtero? ¢de un pentagono?

3.2. El areay su medida directa

La percepcion dd &ea se puede desarollar a patir de la idea primitiva de
recubrimiento de objetos. El &ea es un medio conveniente para comunicar cuanta
superficie plana puede ser cubieta Puede sr ampliada para recubrir recintos no
planos. Comparar &eas es complicado porque los datos que directamente se observan
son engafosos. Como adultos, nosotros podemos mirar un triangulo, un circulo y un
cuadrado y no estar seguros S tienen digtinta 0 igual &ea.  Podemos hacer estas formas
con lamisma extension y gparentar, no obstante, un area diferente.

La comparacion es muy complicada para @ nifio porque no tiene alin desarrolladas
las edtructuras cognitivas necesarias para hacer las comparaciones aln cuando las tareas
parezcan smples a un adulto. Las sguientes actividades son iludrativas y presuponen
participacion de aumno.

Actividades 4: Percepcion de areas

1. La mayoria de las clases tienen tablones de anuncios o murales que sirven como una
excelente ayuda visual. Use estos tableros como superficies para recubrir. " ¢Cuanto papel se
necesita para recubrir e tablero?' "¢Cuantos trozos de papel coloreado sera necesario para €l

2 Inskeep (1976).
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contorno?"

2. Dé a los nifios agunas formas cerradas planas y una coleccion de cuadrados, circulos y
rectdngulos de papel. Pidales que recubran cada forma con las distintas piezas de papdl.

Registre los resultados, haga que un nifio registre la informacién del grupo o sus propios
resultados. Discutan sobre o que se esta haciendo y sobre los resultados. " ¢Qué forma trabaja

mejor? ¢Por qué?’

3. Dé alos nifios cgjas cilindricas 0 botes y pidales que determinen cuanto papel se necesitara
para recubrir las superficies. Esta actividad es particularmente apropiada durante la Navidad o
en dias que preceden al dia de la Madre, fechas en las que pueden hacer pequefios objetos para
regalo, tales como lapiceros. El fondo circular del cilindro puede ser también recubierto.

4. Una "imprenta’, hecha con una patata, puede servir como otra oportunidad para desarrollar
alguna idea sobre @ recubrimiento. Corte patatas en mitades y haga que los nifios preparen
disefios en la superficie cortada rellendndolos de tinta.  Pida que experimenten con su imprenta
de patata para recubrir completamente un trozo de papel sin que haya solapamientos. Indiqueles
gue anoten €l nimero de impresiones necesarias para recubrir € papel. Quizas observen que
disefios grandes sobre la "imprenta’ requieren menos impresiones que los pequefios. Ayude,
también, a que € nifio observe que una figura que no divide & plano en mosaicos (el disco es un
buen g emplo) degja agujeros que no son cubiertos.

Actividades 5: Comparacion de areas

1. Construir una serie de formas de éreas variadas usando papel cuadriculado. Pedir alos nifios
que las ordenen de mayor a menor &rea. Después que las han ordenado, pedirles que cuenten
los cuadrados que hay en cada formay comprobar sus estimaciones. Poniendo la medida en €
reverso de cada figura podra utilizarse esta coleccion como un modulo utilizable en diversas
ocasiones. Comparar formas rectangulares, triangulares, curvas e irregulares para hacer una
serie de actividades.

2. Usar e geoplano para desarrollar la comparacion de areas. Dar al nifio un conjunto particular
de formas y preguntarles cudl es la forma de mayor area. Congtruir figuras en € geoplano y
contar los cuadrados para medir el area.

3. Trazar en papel cuadriculado una mano de cada uno de los nifios. ¢Qué mano es la de mayor
aea? Si los nifios cuentan los cuadrados terminan observando S su estimacion es correcta
Repetir con € pie o con los zapatos

Cuando s comparan dos &ess, la consderacion adiciond de la forma origina
dificultades que no estén presentes en d caso de longitudes. La redizacion de
actividades de comparacion de aress tiene como fin que los dumnos discriminen entre
e tamaio (aed) y la forma la longitud y otras dimensones. Un rectdngulo muy
adargado y estrecho puede tener menos area que un tridngulo con lados méas pequerios.
Egto resulta particularmente dificil para los nifios pequefios, como también que d aea
se conserve cuando las diversas partes de una figura plana se recomponen para formar
otrafiguradiferente.

La comparacion directa de dos areas es cas sempre imposible excepto cuando las
formas tienen dguna dimensén o propiedad comin. Por gemplo, dos rectangulos con
e mismo ancho se pueden comparar directamente, como también cuadquier par de
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circuos. Pero en estos casos realmente no se comparan las areas sino la longitud por la
gue difieren. Los tipos de dtuacion que se requiere diseflar se basardn en la
descomposicion y recomposicion de figuras. Esta idea no es, Sin embargo, obvia para
los nifios pequefios. Las piezas del tangram proporciona buenas oportunidades para
investigar |os conceptos de tamafio y forma.

Actividad 6:

Dibujar € contorno de varias figuras usando las piezas del tangram, como se indica en la
figura adjunta (derechad). Preguntar a los aumnos qué figuras son de mayor, menor o igual area
ayudandose de las piezas del tangram. Las figuras se pueden duplicar en cartulina y los nifios
pueden trabgjar en grupos. Hacer que expliquen sus conclusiones.

=

\ \ Estasdos ../

“~... componen___

-

#

Las 7 piezas del tangram ;

Ak,
0

Solucién

Uso de unidades para medir areas

Aunque los cuadrados son las unidades més comodas para medir las aress,
cudquier tesda o badosa que rdlene convenientemente la region ded plano que s
desea medir se puede usar. Algunas piezas que se pueden reunir facilmente en cantidad
suficiente para las actividades de medicion de éreas son:

- Recortes en papd o cartulina (poster) de cuadrados, tridangulos, rectangulos. Para
areas grandes las unidades pueden tener unos 20 cm de lado, mientras que para las més
pequefias pueden construirse de 5 0 10 cm de lado.

- Las hojas de periddico son excelentes unidades para éreas grandes.

Al comienzo, € objetivo de las actividades de medicion de &reas serd desarrollar la
idea de que d &ea es una medida del recubrimiento. No se recomienda introducir € uso
de formulas en eda primera etgpa. Smplemente interesa que los nifios recubran las
formas y cuenten la cantidad de unidades usadas. Hacer que los adumnos hagan
esimaciones dd resultado antes de medir, relacionando la precisén con € tamafio de
las unidades de igual modo que en d caso de la longitud. Es probable que los digtintos
grupos lleguen a medidas diferentes para la misma regidn; discutir estas diferencias con
los nifios y sefidar las dificultades implicadas d hacer estimaciones en las proximidades
delos bordes de lasfiguras.

Actividad 7: Menor o mayor
Presentar una serie de figuras de formas bastante diferentes pero con pequefias diferencias en
las &reas. Los alumnos deben predecir la ordenacion de las figuras de la més pequefia a las més
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grande y anotar sus predicciones. La tarea a continuacion serd determinar € orden correcto
usando cualquier método y unidades que deseen. La determinacion del orden “correcto” se les
dgjaalos aumnos.

La actividad puede dar lugar ainteresantes discusiones en clase sobre los distintos métodos.

Actividad 8: Rectangulo de igual tamafio

Proponer a los alumnos construir un rectangulo que tenga e mismo tamafio que otra figura
gue previamente haya elegido (de forma irregular, un triangulo o incluso otro rectangulo). La
actividad se puede redlizar con figuras pequefias que se pueden trazar sobre un papel o muy
grandes trazadas sobre € suelo con cintas o tiza. Se recomienda € trabgjo en grupos. Dar a
todos los grupos la misma figura. Los grupos deben explicar por qué € recténgulo que proponen
tiene lamisma &rea que la figura dada; se les debe permitir usar cualquier material que deseen.
La actividad se puede hacer antes de que se les haya introducido las férmulas para el cdculo de
areas.

Uso de cuadriculas'y geoplanos para medir areas

Las cuadriculas o rdillas de puntos se pueden consderar como “reglas de medir
aeas’. Una rgilla de cuadrados permite hacer con las areas o que una regla ordinaria
hace para las longitudes. permite extender adecuadamente las unidades que recubren la
superficie que se desea medir (aunque en generd de manera gproximada). Cuando los
nifios comienzan a usax regillas cuadrangulares para determinar aeass de superficies
rectangulares se les pone en dtuacion de descubrir que la cantidad de unidades
cuadradas se puede obtener multiplicando € nimero de cuadrados en una fila por €
ndmero defilas.

3.3. Formulas para las areas de poligonos

La busqueda de las formulas que permiten cacular las &eas de las figuras planas
elementales puede ser objeto del disefio de Stuaciones didécticas en las que aumnos
tengan oportunidad de resolver problemas mateméticos y establecer relaciones entre
digintas contenidos, en este caso, conexiones entre las didtintas expresones que
permiten calcular las areas de los poligonos.

Rectangulos

Usando & geoplano u hojas de pape con reticulas cuadrangulares los aumnos,
incluso de tercer nivel, pueden descubrir répidamente que @ nimero de cuadrados que
recubren un rectdngulo (su aea) se puede determinar rdpidamente de una manera
abreviada. multiplicando las longitudes de la base por la dtura, como se sugiere en la
sguiente actividad®.

Actividad 9:

Distribuir a cada nifio una coleccién de cuatro hojas de papel reticulado similar ala figura A
y una hoja con € esquema de la tabla de la figura B. En las hojas reticuladas se pide dibujar
cuatro rectangulos diferentes que tengan € ancho de una unidad.

3 Baroody y Coslick (1998).
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Teabla

. 1 Lago |Ancho |Area
H 1 1 1
e . 2 1 2
.......... 3 1 3
4 1 4

1 1 [z P
e e 2 2 4
.......... 3 2 6
---------- 4 2 8

Después de compartir los resultados, preguntar a los nifios cud es € area de un rectangulo de
Ix1, 2x1, 3x1, 4x1. Se acuerda en la clase medir € area como € nimero de cuadrados de 1x1
contenidos en un rectangulo. Resumir los resultados en la tabla. Sobre la segunda hoja de papel
reticulado pedir que dibujen cuatro rectédngulos diferentes con ancho de 2 unidades. Pedir que
encuentren € area de los rectangulos de 1x2, 2x2, 3x2, 4x2. Reflgar los resultados en la tabla.
Repetir € proceso para rectangulos de ancho 3, y 4 unidades. En € proceso de reflgar los
resultados en la tabla un cierto nimero de nifios reconoceran que € érea es € producto del
largo por & ancho de los distintos rectangulos dibujados. Proponer nuevos gemplos de
rectangulos y fijar que € célculo del &ea de cuaquier rectangulo se puede calcular con dicha

regla

Después dd trabagjo con las cuadriculas 0 € geoplano sera recomendable proponer
el caculo de dreas de rectdngulos con dimensiones enteras sin usar la cuadricua.

- Desgnar un lado como la base y disponer sobre dicha base unidades cuadradas a lo
largo de ese lado. ¢Cuéntas filas se pueden poner en rectangulo? Sobre € mismo
rectangulo repetir la pregunta usando € otro lado como base.

- Proponer a los dumnos rectangulos indicando solo las dimensiones. ¢Cémo se puede
determinar € nimero de cuadrados unitarios que llenen este rectangulo? ¢Se puede
hacer de dos maneras?

- Proponer findmente recténgulos con dimensiones no enteras.

Delosrectangulos a los paralelogramos

Una vez que los dumnos comprenden la formula de la base por la dtura para
cdcular @ aea del rectangulo se puede proponer @ desafio de determinar € érea de los
pardelogramos. Interesa lograr que sean los propios dumnos quienes encuentren la
formula. Proporcionar un rectangulo dibujado sobre una cuadricula o sobre una hoja en
blanco. Su tarea sera encontrar una expreson que permita cacular € &ea de cuaquier
pardedogramo, no solo la dd rectangulo dado. Pedir que investiguen maneras por las
gue un pardelograno s puede transformar en un rectangulo, sin que varie su &ea, por
lo quelaférmuladd areadd paraeogramo eslamismaqueladd rectangulo.
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Altura \

Base
Recortar

X
AN

Cualquier paralelogramo

Base /
se puede transformar

siempre en rectangulos que
tienen la misma base y altura

Base

Delos paralelogramos a los triangulos

Es importante que los dumnos comprendan la formula de los pardeogramos antes
de explorar la correspondiente a los triangulos. Con esta base, encontrar la férmula para
e &ea de los triangulos es rdaivamente sencillo. Al igud que con los pardeogramos
los dumnos deben esforzarse en encontrar una expresion generd. Pueden explorar las
aress de tridngulos dibujados sobre cuadriculas 0 geoplanos, de igua modo que con los
paraelogramos. Como una ayuda para encontrar la técnica se puede pedir a los aumnos
que doblen una cuartilla doblada por la mitad, dibujar un tridhgulo sobre la hoja después
de doblada, y recortar la figura, haciendo de ese modo dos triangulos idénticos. Sugerir
gue formen unafigura cuya érea sepan calcular usando los dos triangulos.

Dostrigngulosiguaes
forman sempreun
pardelo- gramo deigud

IhamA s Alb A

De los paralelogramos a los trapecios

Hay varios méodos de obtener una formula de caculo de los trapecios
relacionadas con las correspondientes a los pardelogramos o rectangulos. Uno de los
més sencillos condste en hacer dos copias igudes

de un trapecio y componerlos de manera que se
obtiene un parddogramno. De esta manera resulta
la expresion conocida,
:%(base1+base2) saltura Base = base 1 + base 2

3.4. Longitud dela circunferencia

Midiendo con cuidado las circunferencias y d didmetro de digtintos objetos
circulares (usando para €lo una cinta métrica, una cuerda, €ic) y registrando las
medidas en una tabla los dumnos pueden descubrir la importante relacion entre ambas
magnitudes. Estos pueden ser a gunos resultados de esas mediciones,
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Diametro  Circunferencia
3cm 95cm

6.cm 19cm

10cm 31cm

15cm 47 cm

20cm 63 cm

Un examen de tdes resultados deberia llevar a los dumnos a concluir que la
longitud de la crcunferencia es Sempre goroximadamente d triple que € diametro
correspondiente. Se puede requerir a los dumnos para que traten de megorar de alguna
manera las edimaciones haciendo dguna gréfica, o cdculando la media aitmética E
vador aproximado variara entre los grupos de adumnos debido a erores en las
mediciones, |0 que puede ser un contexto rico para discutir los erores de tipo
matemético y los que provienen de las acciones fiscas, también permite dar sentido a la
operacion de promediar un conjunto de datos.

3.5. El volumen y su medida directa

La percepcion del volumen es padela a la dd aea, pero es mas dificil de
comprender. Experiencias con € volumen se llevaran a cabo tanto con liquidos como
con solidos. Se exponen a continuacion agunas de estas actividades.

Uno de los test clésicos para la conservacion de volumen de un liquido es llenar de
agua dos recipientes de igud volumen (y forma) y cambiar & contenido de uno de dlos
a otro de diginta forma Muchos nifios airman que d volumen ha variado. La
inmediata experimentacion no convence d nifio de que su respuesta €s incorrecta, pero
la experimentacion durante més tiempo ayuda a formar idess de consarvacion. Las
sguientes actividades ayudan d nifio a hacer comparaciones de volumen.

Actividades 10:

1. Para una introduccion a volumen, medir liquidos con recipientes no estdndares. " ¢Cuéntas
tazas son necesarias para llenar esta botella de plastico? ¢Como podemos encontrarlo? Si es
conveniente, los nifics pueden hacer sus propias mediciones, contando |as tazas y anotandolas.

2. Cgjas y bloques proporcionan otro elemento para experimentacion con € volumen. Las clases
de los niveles inferiores usualmente tienen grandes bloques de madera. Puesto que deben
amacenarse d final de la jornada o del tiempo de la actividad, pregunte a los nifios cuantos
cabrén en una cgja dada o sobre los estantes donde deban colocarse. Sus respuestas a estas
cuestiones aungue no sean gustadas, sirven como iniciacion para € desarrollo de la idea de
volumen.

3. Los bloques multibase de Dienes, regletas de Cuisenaire, 0 similares pueden también ser
usados para desarrollar la idea de volumen. "Cuantos cubos llenan este recipiente? ¢Cuantos
cubos peguerios seran necesarios para construir un cubo grande? Responder a estas cuestionesy
el juego libre asociado a la propia actividad de resolucién de problemas del nifio sirven para
desarrollar la percepcion del volumen. Jugar con blogques grandes y pequefios proporciona una
oportunidad adicional paraformar laidea de capacidad.
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Comparacion de volumenes

1. Consiga una botella cilindrica de pléstico transparente con un tapon. En un lateral de la
botella pegar unatira de papel para que e nifio pueda sefidlar marcas con un 18piz. Preguntar al
nifio las siguientes cuestiones, ¢Donde podemos poner una marca en la botella que indique
cuando esta medio llena? Marcar € punto donde piensas que esto ocurrira.  Ahora medir €

volumen de |a botella usando d tapon. ¢Cuantos tapones cabran en la botella? Llenar labotella
con lamitad de esos tapones. ¢ES correcta la estimacion cuando la botella estd medio llena?

2. Las diguientes actividades estan disefiadas como un juego entre dos nifios. Obtener un
conjunto de 20 cubos, smilares a los de Cuisenaire, Dienes, Stern, o bloques corrientes de
formacubica. En este juego cada nifio participa primero y luego actla como "maestro” dd otro.

"Toma 3 bloques' ¢Cuantas formas diferentes puedes formar con estos bloques? Dos chicos
deberian trabgjar juntos para dar sus respuestas. Usa 4 bloques, luego continua con 5 0 més.

Después, cuando se ha probado con un conjunto de 10 bloques, uno de los dos hace de
“maestro”. Esa persona hara dos formas diferentes, que no tengan mas de 10 bloques, mientras
la otra persona no esta mirando. Cuando las dos formas estan terminadas, el maestro pregunta
al compafiero cud eslamés grande. Si e compafiero responde correctamente, este ahora hace
de maestro y continua € juego. Si responde incorrectamente, e maestro toma otro turno.

Cuando d tiempo ha terminado ambos nifios cuentan los bloques necesarios para hacer cada una
de las dos formas. S € compafiero falla tres veces seguidas en responder e "maestro” gana la
partida. A continuacion le corresponde a otro hacer la funcién de "maestro”, componer las
formasy hacer las preguntas. El profesor puede intentar confundir al compafiero haciendo cada
forma con e mismo nimero de bloques, para que € compafiero deba decir "ambos son iguaes’.
Variar € juego puntuando las respuestas y hacer que vaya anotando los resultados. Establecer
un limite para el nimero de tiradas.

Actividades 11: Percepcion y comparacion de la capacidad

Percepcion de la capacidad

Esta muy relacionada con la percepcion del volumen, las experiencias se llevardn a cabo
con sdlidos, liquidos 'y gases. Algunas actividades aredlizar seran las siguientes:
1. Comprobar cuantos vasos son necesarios para llenar una bolsa con arena, hacer una
estimacion previay repetir la experiencia con limaduras de hierro.
¢Cuéntos "pufiados’ de garbanzos hay en un paguete de un kilo?
¢Cuantas canicas caben en un bote de mermelada? Discutir sobre distintas técnicas de
estimacion.
4. Dar unalista de objetos que sugieran la idea de capacidad.

2.
3.

Comparacion

La forma de los objetos, € grosor, e incluso € materid del que estén fabricados, dan
una idea equivocada sobre la capacidad del objeto. Pueden ayudar en este sentido actividades
como las siguientes:

1. Buscar recipientes con digtinta forma, distinto ancho de la boca, digtinto grosor, etc y
comparar la capacidad de cada uno de elos y colocarlos, segiin su capacidad, de mayor a
menor; hacer una estimacion previa.

2. Hacer una lista de recipientes usados en casa en las digtintas tareas domésticas
(aimentacion, limpieza, etc.) y clasificarlos segin su capacidad.

Volumen y capacidad son términos usados para expresar la medida dd “tamafio”
de cuerpos 0 regiones tridimensondes. Las unidades esténdares de volumen se
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expresan en téminos de unidades de longitud, como centimetros cubicos, metros
clbicos, etc. Las unidades de capacidad se aplican generdmente a liquidos o recipientes
usados para contener liquidos 0 materides sueltosy son d litro, mililitro, etc.

La comprenson de la magnitud volumen (o capacidad) requiere redizar
actividades de comparacion entre ditintos cuerpos y recipientes. Estas comparaciones
tienen que hacerse en la mayor parte de los casos de manera indirecta, introduciendo
liquidos o0 materides sueltos en | os recipientes cuyo volumen o capacidad se comparan.

Los nifios deben tener muchas experiencias de comparacion directa de
capacidades de digtintos recipientes. Para €lo es necesario disponer de una gran
variedad de botes, cgjas, etc. que pueden ser comparadas introduciendo semillas.

Actividad 12: Clasificacion de capacidades

Dar alos nifios una coleccion de recipientes etiquetados, y elegir uno de ellos como patrén de
comparacion. La tarea de los nifios sera clasificar la coleccion segin que tengan méas, menos o
igual volumen (o capacidad) que € patron. Preparar una hoja de registro como la siguiente.
Comprobar las previsiones llenando |os recipientes con algiin material suelto (arroz, etc.)

Prevision Después de lamedida
Recipiente | Mas Menos Igual Mas Menos Igual
Bote 1
Bote 2

Actividad 13: Ordenacion de capacidades

Dar una serie de cinco o seis recipientes etiquetados de formas y tamafios diferentes; latarea
consiste en ordenarlos de menor a mayor volumen. Los nifios trabgjardn en grupos y deberan
explicar cdmo llegan ala solucién que proponen.

También se puede proponer cuerpos solidos para comparar segin su volumen. Para
ello serd necesario usar un méodo de desplazamiento del materid suelto o liquido a ser
introducidos en un recipiente gpropiado y midiendo las variaciones de nivel.

Como unidades no esténdar de volumen y capacidad se pueden usar cubos de
madera, cucharas, etc.

3.6. Medida indirecta del volumen

Formulas para el calculo de volumenes de cilindros

Como sabemos un cilindro es un sdlido que tiene s bases congruentes pardelas y
lados pardeos. Como casos paticulares de cilindros se incluyen los prismas (cuyas
bases son poligonos), prismas rectos, prismas rectangulares y cubos. Es interesante
observar que € volumen de todos estos solidos se obtiene con una formula andoga
(base por dturd) y que es dmilar a la formula para € area de los pardeogramos. Esta
expreson pueden deducirla los dumnos usando @ materid sugerido en la figura
adjunta: papel cuadriculado en cm y cubos de plégtico 0 madera de 1cn?® (unidades de
los blogues multibase, por gemplo). Sobre & papd cuadriculado se puede trazar un
rectangulo de 3x5 =15 cf. A continuacion se pueden poner capas sucesivas de piezas.
El volumen dd cuerpo que se forma sera € aea de la base por € nimero de capas que
se hayan puesto, esto es, por ladtura
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VolUumenes de conos y piramides

De igua manera que hay una relacion sencilla entre las &eas de los pardeogramos
y los triangulos, hay una rdacion smilar entre los volUmenes de los dilindros (induidos
los primas) y los conos (incluidas las pirdmides). Esta relacién es de 3 a 1, 0 sea, ©
volumen de un cono es la tercera parte del volumen de un cilindro de igua base y dtura
Eda reacion pueden encontrarla los dumnos congtruyendo con cartulina gemplares de
tales cuerpos y llenando d cilindro con semillas de pequefio tamafio (por gemplo,
arroz) usando como medida el cono.

; 1
' 5 Dimensiones
: 10 10 | 10 encm.
S 10 10
R
o 10
misma base misma base
El volumen de una piramide o un cono es la tercera 2 conctrar 4
parte del volumen de un prisma o un cilindro con la > A
. . (0} \Q g,
misma base y la misma altura. 10 como éste

©
R
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3.7. Recursos en I nternet
Conservacion ddl area

http://Mmwww.ies.co.jp/math/javalgeo/cavalcavahtml

Egse programa muedra una coleccion de
rectahgulos iguales agrupados de td manera
que forman un rectangulo mayor. La figura

e puede tranformar  desplazando - %
horizontalmente  todos los  rectangulos

pequefios a la izquierda o a la derecha, o %‘
0lo dgunos de estos  recténgulos,

permaneciendo congtante € area tota de la

figura completa ya que d &ea de cada e |

rectingulo estrecho permanece congtante
(principio de Cavdieri).

Perimetrosy areas (Programa“ Shape explorer”)

http://mwww.shodor.org/i nteracti vate/activities/perimeter/index.html

El programa muestra una cuadricula sobre D Miw kg At W e 4 |
la que se pueden representar figuras planas '
de diferentes tamafios y formas que se
muestran  recubiertas  de  “badosas’
cuadradas. Se pide decir & perimetroy €
aea de las figuras contando las unidades
correspondientes.  Una vez dada la
repuesta en la cadlla correspondiente €
programa informa S es o0 no correcta la
solucion.

‘et in the shaps’s pernsie |3'5I g
‘el U shepe's aeay |0 Wi,

Chack dinmemid
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4. CONFLICTOS EN EL APRENDIZAJE. INSTRUMENTOS DE EVALUACION

A continuacién induimos agunos itemes’, tomados de distintas investigaciones,
gue permiten evduar 9§ & dumno reconoce la consarvecion de las cantidades de
magnitudes geométricas ante ciertas transformaciones.

Compar acion de areas como pavimentacion de una superficie

1. ¢Cuantos triangulos como d dibujado en @) entrarian en d rectangulo b):

A1 o
a)

4cm

b) 3cm

El 70% de los nifios de 11 tuvieron éxito en esta pregunta. En cambio € porcentgje de
éxito bg6 d 57% en lasguiente:

2. Rodea con un circulo cada par de figuras que tengan lamisma area:

3. Comparacion de volumen

Comparar los volimenes de los
sguientes bloques. El 85% de los
nificos de 12 afios es capaz de ¢ D E F
identificar los blogues de igud volumen.

<

“ Dickson, Brown y Gibson (1984),
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4. Conservacion de volumen

r*"--.-_ Y
/ B
Los nifios pequefios relacionan d volumen con la dtura e incluso
cuando vean trasvasar un liquido entre dos recipientes, piensan que U U
habra mayor volumen en d mas dto. :

En cuanto a la medida directa de longitudes usando la regla graduada es frecuente
encontrar que los nifios no entienden & uso de las marcas para contar € nimero de
centimetros 0 milimetros que corresponde a una medida. Algunos cuentan las marcas
incluyendo la que corresponde d 0, o colocan & comienzo de lareglaen € 1, con lo que
obtienen una unidad de menos o de més ala que corresponde.

Es posible encontrar alumnos que confunden las unidades en que se expresan los
resultados de las medidas o de los cdculos, por gemplo, dar € area en metros, en lugar
de nf. As mismo, la proporciondidad inversa que existe entre & tamafio de la unidad
de medida y € resultado de las medidas redizadas con dla, suee ser una dificultad para
los escolares; tienen dificultades para entender que S se cambia la unidad por otra
mayor |la medida de un mismo objeto respecto a esta nueva unidad sera menor.

En digintas evaduaciones s= han identificado diversas dificultades que tienen los
nifios con d uso de las formulas para medir magnitudes geométricas. En particular se ha
encontrado que con frecuencia los adumnos confunden @ aea con € perimetro. Una
explicacion de edta dificultad puede ser € haber recibido un énfasis prematuro en € uso
de las formulas, con poco esfuerzo por desarrollarlas y comprender cdmo y por qué
funcionan las formulas. No es un hecho aidado que § pedimos a los dumnos de 4°
nivel que caculen d &ea de una afombra de 90 cm de ancho por 150 cm de largo lo
gue hagan sea sumar ambos nimeros.

Otro error comin consisgte en no entender d sgnificado de la dtura de las figuras
geométricas, tanto de dos como de tres dimensones, hecho que les impide cacular
correctamente € &ea o0 d volumen de dichas figuras. En las figuras con un lado
inclinado los dumnos tienen dificultades paraidentificar ladtura

: ; [Altura / ‘
, B [Altura

Cuaquier lado de una figura plana puede ser considerado como base de dicha figura, y
para cada base habrd una dtura diferente. Esto debe estar claro para los nifios antes de
comenzar ausar formulas en las que se hable de base y dtura
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5. TALLER DE DIDACTICA
5.1. Andlisis de textos escolar es. Disefio de unidades didacticas

Consigue una coleccion de libros de texto de mateméticas de 2° y 3er ciclo de
primaria (recomendamos buscar los libros que utilizastes personamente, o bien los de
agun familiar o amigo).

- Edudia d desardllo del tema de “magnitudes geométricas y su medida’ en dichos
niveles.

- Indicaen qué curso seiniciay cuando termina

- Busca adgun tipo de problema o tarea que consideres no esta representado en la
muestra de problemas que hemos seleccionado como actividad introductoria del
estudio de este tema.

- ldentifica aspectos del desarrollo del tema en los manuales escolares que consideres
potencia mente conflictivos.

- Describe los cambios que introducirias en € disefio las lecciones propuestas para los

Cursos 5° y 6° deprimaria

5.2. Respuestas de estudiantes a pruebas de evaluacion

1. Una maestra pasd en su clase las siguientes cuestiones para evauar los conocimientos
sobre € area

Cuestion 1: Paracada par de rectangulos, sefida e que tenga mayor area

A, B.
2 2 3
s 1 :
D. 5

A, B, C.

Roberto respondié correctamente a las cuatro comparaciones de la cuestion 1, pero
respondié incorrectamente las tres partes de la cuestion 2, dando € valor 7 para los
casosA y By 4 paad C.

a) ¢Cud haddo € error sstemético de Roberto en la cuestion 2?

b) ¢Por qué piensas que respondio bien alos cuatro items de la cuestion 1?

2. Areas de poligonos®
Estudio de los documentos 1y 2:
El documento 1 (adjunto) presenta un gercicio propuesto por un maeestro en una

° Brousseau et. Al (1995).
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evauacion. El documento 2 contiene las respuestas de cuatro alumnos a dicho gercicio.

Cuestiones sobre los documentos 1y 2:

1.Haz d gercicio dd documento 1. Demuestralavaidez de laformula degida.

2. ldentifica tres aspectos que d maestro deberia tener en cuenta en la evauacion de las
respuestas de los dumnos (por gemplo, laeccion de laformulaeegida, ...)

3. Aplica los criterios de correccion a las cuatro respuestas de los dumnos presentadas
en @ documento 2.

Documento 1:
La figura EFGH representa un rombo. A) Sefida en € formulario adjunto la férmula
que permite calcular € &reade EFGH; b) Cdculad &eadd rombo.
Medidas:
EF=5cm E Cdculos.
FG=5cm
GH=5cm F H
HE=5cm
EG=8cm G
FH=6cm

Respuesta: cn?

Formulario: Area de |as principa es superficies geométricas

Tridngulo Cuadrado Rectangulo Rombo
. 4
oo : ' g
% a d />
h : ' R
i L S..d : LAY, B
PP Yo bom
A=(@xh:2 A = al A=axb A={Dxd):2
Paralelogramo Trapecio - Poligonos regulares
- Tnéngulo, cqadrado,
! pentdgono, hexdgono,
h etc
1
g',—T_‘—’I .
Gty p : perimetro
a : long. apotema
A=|b+B)xh]2 A= (pxa):2
A=axh
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Documento 2: Respuestas de cuatro alumnos

ALUMNO 1: .| ALUMNO 2: .. oy
! - | Férmula elegida: paralelogramo
Férmula elegida: rombo :
E Chculos: & X 6 =4 &
EF=5cm 7. :
FG=5cm Respuesta: __ 4 . _cm?
GH=5cm ‘
HE=5cm
"EG=8cm F
FH=6em d H | ALUMNO 3:
Férmula elegida: tridngulo
Cdlculos: . -12,5
Cledlos: 5x§ —2°7%
= c[ x o D N . 2
AA<=(5?Z);ZQ): e = 20712 o4 Respuesta: _ 12,5 em
Respuesta: _y0,¢/ cm’

ALUMNO 4:
Férmula elegida: rombo

Cdleulos: Z x5 =252 2_:12/_)" 2.

Respuesta: 12,J cm

5.3. Andlisis de experiencias didacticas: Areasy perimetros

Se propone trabgjar con las 5 piezas de lafigura adjunta.

I nformaci on: _

M E d
- MPRS es un cuadrado de lado a ' I\ |
- E esd punto medio de MP | | ‘
- K esél punto medio de SR e W
- MEFG es un cuadrado ’ ey

\. o __“-J
:.:I ) K I\

Estudio geométrico de esta figura:
1. Mostrar que
- F et sobre MRy precisar cud es su posicion.
- G estasobre MSy precisar cud es su posicion.
2. ¢Cud es la naturdeza exacta de las tres piezas EPR, GSK, GFRK? Judtificar la
respuesta.
3. Expresar d &readelas 5 piezas en funcion de a. Judtificar larespuesta.

B. Estudio didactico
Se utilizala configuracion anterior para disefiar una secuencia de ensefianza.

B1) Preparacion del material:
- Reproducir la figura sobre cartulina, tomando @ vaor de a = 8cm, y recortar las cinco
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piezas correspondientes.
B2) Se desea utilizar este material para explorar € concepto de area

1. ¢En qué cido y en qué nivel se comienza la ensefianza del concepto de area de
figuras poligonaes? ¢Cudes son las dos grandes fases que se consideran indispensables
desarrollar en la escudla primaria en relacion a este concepto?

2. ¢Como podria encontrar un dumno de primaria las relaciones exigentes entre las
aress de las cinco piezas? Representar mediante dibujos € proceso que podria seguir un
alumno para encontrar estas relaciones.

3. Proponer un conjunto de 8 superficies (distintas de la 5 superficies dementaes que
condituyen € cuadrado MPRS), condtruidas utilizando como plantillas las piezas dadas,
que permitan ilustrar a la vez la cladficacion y la ordenacion segin € &ea. (Para cada
superficie dgar marcado € contorno de las plantillas usadas).

4. Congruir una superficie no rectangular cuya area sea la mitad, y otra cuya area sea €
doble, delade cuadrado MPRS.

5. Encontrar una superficie SO congtruida con piezas del puzle que permita:
a)Congtruir otra superficie S1 de areamas grande y perimetro menor.
b) Congtruir otra superficie S2 de &eamenor y perimetro mayor.
¢) Congtruir otra superficie S3 deigua areay perimetro diferente.
¢Cud esd objetivo de esta Ultima actividad?
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