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Proélogo

El presente manual esta concebido como un apoyo a la docencia en una asigna-
tura de segundo ciclo que puede cursarse tanto en la Licenciatura de Matematicas
como en la de Ciencias y Técnicas Estadisticas. El objetivo es que pueda ser entendi-
do por alumnos con conocimientos basicos de Matematicas en general y Estadistica
en particular.

Los aspectos formales de la materia han sido desarrollados con cierto detalle. En
lo que respecta a las competencias cuya adquisiciéon debe posibilitar esta asignatu-
ra, no es estrictamente necesaria la compresion exhaustiva de los mismos, aunque
se antoje conveniente que el lector interesado tenga al menos un lugar donde acu-
dir si quiere llevar a cabo un estudio més profundo de la materia, al margen de la
bibliografia especializada. Por contra, el alumno debe tener en cuenta que el conoci-
miento tedrico de estos contenidos debe complementarse con su aplicacién mediante
un programa estadistico. En la pagina web http://kolmogorov.unex.es/jmf~/ se
encuentra material al respecto.

También cabe resaltar que este manual se complementa con otro dedicado a los
Modelos Lineales. De hecho podria considerarse como una segunda parte o segundo
volumen de una serie de dos.
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Introduccion

El andlisis multivariante es una disciplina dificil de definir e incluso de delimitar.
Bajo este sobrenombre se agrupan diversas técnicas estadisticas que, si bien muchas
de ellas fueron ideadas por autores que podemos denominar clésicos, deben su auge y
puesta en practica a la difusion del software estadistico y a la creciente demanda que
de ellas exige el desarrollo de otras disciplinas, como la Sociologia, Psicologia, Biologia
o Economia. Es desde luego impensable poder aplicar procedimientos como el manova,
el andlisis factorial, el andlisis cluster o el de correspondencias si no se dispone de un
programa estadistico adecuado. Y no es menos cierto, como hemos apuntado, que si
nos preguntamos cudl es el denominador comin de los procedimientos mencionados,
la respuesta no sea del todo convincente.

Para muchos autores, hablar de andlisis multivariante es simplemente hablar del
estudio simultdneo de més de dos variables (Hair et. al (1999)). Desde luego que
esta definicién se aproxima a la idea que tenemos la mayoria, pero ello haria de la
regresion lineal multiple una técnica multivariante (dado que, en la practica, no sélo
los valores de la variable dependiente sino también los valores explicativos suelen
ser observaciones de variables aleatorias). En definitiva, estarfamos incluyendo el
estudio del modelo lineal dentro del analisis multivariante. No queremos decir que sea
mala idea, todo lo contrario. Ambas materias se encuentran estrechamente vinculadas
desde el punto de vista epistemolégico. De hecho, este volumen esta concebido como
continuacién de otro primero dedicado al Modelo Lineal que debemos tener presente
en todo momento.

Pero al margen de estas disquisiciones, la misma definicién anterior nos impediria
aceptar como multivariante una técnica tan de moda en nuestros dias como es el
analisis de correspondencias. También habria que preguntarse por qué se conside-
ra multivariante el andlisis cluster, puesto que una clasificacion en conglomerados
podria hacerse, estrictamente hablando, a partir de la observacién de una unica va-
riable. Razonando en sentido contrario y si queremos llevar al extremo esta critica
facil, nos preguntamos por qué son necesarias al menos tres variables para hablar de
multivariante. Desde luego, si admitimos dos, estarfamos incluyendo estudios como el
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de correlacion simple, en contra de lo que su propio nombre indica, y si siguiéramos
tirando del hilo, no quedaria probablemente técnica en la estadistica que dejara de
ser multivariante.

Desde luego, no son muy justos estos comentarios pues, como sabemos, en Es-
tadistica, donde nos movemos en los pantanosos terrenos que van de los datos reales
a los modelos mateméticos, resulta mas facil destruir que construir, y mantener en
pie una definicion que permita caracterizar las distintas técnicas consideradas mul-
tivariantes se nos antoja, al menos desde nuestra estrecha visién, poco menos que
imposible. De ahi que nos decantemos por una aproximaciéon mas sutil al concepto
de analisis multivariante, entendiendo que lo que caracteriza al mismo son mas bien
sus procedimientos. Esta es la opinién de muchos autores que consideran como rasgo
mas caracteristico del analisis multivariante el estudio de los denominados walores
teoricos, que son ciertas combinaciones de las variables consideradas. La forma de
construirlas difiere segiin el propdsito buscado, pero en todo caso subyace como de-
nominador comun la bisqueda de una reduccién en la dimensién inicial del problema.
Y esta es una particularidad que debemos tener muy presente en todo momento: el
objetivo primero y fundamental de las técnicas multivariantes no es la resolucion
de un problema estadistico sino su simplificacién. Para ello se pretende por todos
los medios representar nuestros datos en un espacio de escasa dimensién con la me-
nor pérdida posible de informacién. Este tipo de simplificaciones puede revelarnos
particularidades de los datos que no podiamos conocer en primera instancia por la
complejidad de los mismos.

Las diversas técnicas multivariantes pueden clasificarse en funcién de distintos
criterios. Uno de ellos, el més extendido, se basa en los tipos de relaciones examina-
das. Se dice que la relacién es de dependencia cuando una o varias de las variables
estudiadas son o pretenden ser explicadas por el resto. Las primeras se denominan
dependientes o respuestas y las segundas, explicativas. Por contra, la relacién de in-
terdependencia se da cuando no hay ningun tipo de discriminacién o distincién entre
variables, sino que todas ellas juegan papeles simétricos o intercambiables. No obs-
tante, estas clases pueden subdividirse en funcién de la naturaleza de las variables
(distinguiendo entre métricas y no métricas), aunque no todas las técnicas estudiadas
se ajustan de forma idénea a esta clasificacién. No obstante, diremos que en la prime-
ra clase se encuentran el andlisis multivariante de la varianza (manova), la regresiones
multiple y multivariante y el analisis discriminante. En la segunda se encuadran los
analisis factorial, el de correlacién canénica, de componentes principales, cluster y de
correspondencias.

Otro criterio a la hora de clasificar procedimientos consiste en distinguir si la técni-
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ca en cuestién supone una generalizacion multivariante de otra analoga univariante
(unidimensional) o no. De esta forma, el manova generaliza el anova; la regresién
lineal multivariante generaliza la regresion lineal multiple, que a su vez generaliza la
simple; los coeficientes de correlacién candnica generalizan el coeficiente de correlacion
multiple que a su vez generaliza el de correlacion simple; el test M de Box generaliza
el de Barlett, etc. Sin embargo, los andlisis de componentes principales y factorial
no tienen sentido en dimensién uno. Los andlisis discriminante y de correspondencias
cabria incluirlos en este ltimo grupo, con algunas reservas.

El proceso a seguir en cualquier estudio estadistico, y muy especialmente en anéli-
sis multivariante, es complejo y requiere, ademés de los conocimientos tedricos que
puedan aportar el estudio académico, de cierta experiencia en el manejo de datos
en general y, por supuesto, de una buena dosis de humildad. Por desgracia, el pro-
cedimiento dista mucho de ser un algoritmo que nos conduce del planteamiento del
problema a la solucién del mismo. No obstante, en Anderson , Hair, Tatham, Black
(2000), libro de cardcter eminentemente aplicado, se propone un proceso de modeli-
zacion en seis pasos para resolver, o mejor dicho afrontar, un problema multivariante,
que puede resultar orientativo: en primer lugar, se plantean la definicién del proble-
ma, objetivos y técnica conveniente; a continuacién, el proyecto de anélisis; le sigue la
evaluacién de los supuestos basicos requeridos; posteriormente, se efectia la estima-
cién del modelo y valoracion del ajuste del mismo; seguidamente, se lleva a cabo la
interpretacién del valor tedrico; para finalizar, se procede a la validacién del modelo.

La validacion es necesaria en aras de garantizar cierto grado de generalidad al
modelo obtenido. Esto puede conseguirse mediante diversos procedimientos, como la
validacién cruzada, el jackknife o las técnicas bootstrap.

La evaluacién de los supuestos béasicos es uno de los asuntos méas delicados de
la Estadistica en general y del andlisis multivariante en especial. Decimos en es-
pecial porque, si bien podemos aceptar, aunque a regafiadientes, que una variable
aleatoria se ajuste satisfactoriamente a un modelo de distribucién normal, resulta
maés dificil aceptar la normalidad multivariante de un vector aleatorio de dimensién
10. Ademas, esta dependencia del anélisis multivariante respecto a la distribucién
normal queda patente ante la dificultad de traducir al lenguaje multivariante los pro-
cedimientos cldsicos de la estadistica no paramétrica basados en los rangos (tests
de Mann-Whitney, Kruskall-Wallis). No obstante, debemos anticipar que en algunos
casos, no estaremos en condiciones de garantizar al lector una solucién plenamente
satisfactoria del problema.

Para acabar esta introduccién mencionaremos algunos aspectos particulares del
programa que desarrollamos a continuacién. El lector podréd tal vez reconocer en

UEX

13



UEX

14

MONTANERO FERNANDEZ

el mismo la influencia de The Theory of Lineal Models and Multivariate Analysis,
S.F. Arnold (1981), ed. Wiley. Efectivamente, la visién que aporta este libro sobre el
andlisis multivariante queda bien patente en la estructura de este volumen en la del
volumen dedicado a los Modelos Lineales; muy especialmente en todo lo referente al
modelo lineal normal multivariante. También han resultado de gran utilidad referen-
cias como Rencher (1995), Bilodeau (1999), Flury (1997), Dillon, Goldstein (1984),
sin olvidar otros cldsicos como Anderson (1958) o Mardia et al. (1979).

Cada uno de los capitulos consta de una introduccién donde se comentan los as-
pectos generales del mismo, la exposiciéon de la materia correspondiente y una serie
de cuestiones que se proponen como trabajo personal para el lector. La distribucion
v secuenciacion de los mismos se ha realizado teniendo en cuenta las ideas aportadas
por los autores anteriormente citados. El lector podra apreciar sin duda una evolu-
cién en el estilo en funcién del tema a tratar. Asi, los primeros capitulos, dedicados
a los distintos modelos de distribucién y al modelo lineal normal multivariante, pue-
den resultar mds tedricos que los que se dedican a técnicas concretas del analisis
multivariante.

Por 1ltimo, contamos con un apéndice dedicado, en primer lugar, al Algobra de
matrices. La demostracion de los resultados que aqui se exponen puede encontrarse en
el Apéndice del volumen dedicado a la Modelos Lineales, mencionado anteriormente
que, insistimos, debemos tener muy presente dado que éste es una continuaciéon de
aquél. En el apéndice de dicho volumen puede encontrarse, ademas, un breve repa-
so de nociones fundamentales de la Probabilidad y Estadistica que pueden ser de
utilidad para el lector. No los hemos incluido en éste por no resultar redundantes.
Por tltimo, en la segunda seccién de nuestro apéndice podemos encontrar también la
demostracién muy técnica y extensa de un resultado correspondiente al capitulo 6.
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Capitulo 1

Distribuciones del analisis
multivariante

En este capitulo se estudiaran cuatro distribuciones multidimensionales que desem-
pefiaran un papel fundamental en el modelo lineal normal multivariante: las distribu-
ciones normal multivariante y matricial, la distribucién de Wishart y la distribucién
T? de Hotelling. De la segunda y tercera podemos decir que son distribuciones matri-
ciales, pues son generadas por matrices aleatorias. Este concepto de matriz aleatoria,
recogido de Arnold (1981) y que trataremos a continuacién, no es ni mucho menos
comun a todos los textos consultados. No obstante, consideramos que facilita una
elegante exposicion del modelo lineal normal multivariante, teniendo en cuenta que n
observaciones de datos p-dimensionales configuran una matriz de dimensién n x p. Ve-
remos que, si las observaciones son independientes y generadas segin distribuciones
normales p-variantes con matriz de covarianzas comun, la matriz de datos sigue un
modelo normal matricial'. Igualmente, la distribucién de Wishart, que generaliza la
x? de Pearson, es inducida por matrices aleatorias definidas positivas, como puede ser
un estimador de la matriz de covarianzas. El teorema 1.28 establece la importancia
de esta distribucién en el modelo lineal normal multivariante.

No obstante, dado que podemos establecer una identificacién natural entre las
matrices de orden m X ¢ y los vectores en R™9 los conceptos de matriz aleatoria y
distribucién matricial no son en esencia nuevos. Tampoco lo es la distribucién 72 de
Hotelling. El teorema 1.32 demuestra que esta distribucién, asociada siempre a la dis-
tancia de Mahalanobis y que es, por lo tanto, univariante, difiere de la distribuciéon F
Snedecor en una constante, siendo equivalente a una ¢ de Student al cuadrado cuando
consideramos una unica variable. De hecho, en el andlisis multivariante aparece en

IRealmente, el modelo lineal matricial es més general y no se restringe a este caso.
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las mismas situaciones donde en analisis univariante aparece la ¢ de Student.

En la primera parte del capitulo se aborda el estudio del modelo normal mul-
tivariante (junto con las distribuciones relacionadas). Esta seccién, aunque no es
realmente especifica del Andlisis Multivariante, es fundamental pues el supuesto de
normalidad multivariante de las observaciones es el pilar sobre el que se construyen
la mayoria de los modelos a estudiar. A continuacion se extendera su estudio estudio
al caso matricial, para definir a generalizaciones multivariantes de las distribuciones
asociadas.

1.1. Distribuciéon normal multivariante

En esta seccién se aborda el estudio de la distribuciones normal multivariante,
haciendo especial hincapié en el caso esférico, junto con otras distribuciones relacio-
nadas con esta ultima, como son la x2, F-Snedecor y ¢-Student. Realmente, damos
por hecho que todas ellas son de sobras conocidas, por lo que nos limitaremos a repa-
sar las definiciones y propiedades fundamentales. Las demostraciones que se echen en
falta pueden encontrarse en cualquier referencia clédsica, o bien en el primer capitulo
del volumen dedicado a los Modelos Lineales.

Dados un vector p € R™ y una matriz ¥ € M,,,, simétrica y semidefinida positiva,
se dice que un vector aleatorio Y : (Q, A, P) — R" sigue un modelo de distribucién
normal multivariante en dimensién n (o n-normal) con media p y matriz de varianzas-
covarianzas Y, cuando su correspondiente funcién caracteristica es la siguiente

1
oy (t) = exp {it’,u — it'Et} , teR"

En ese caso, se denota Y ~ N,(u,X). Un vector de este tipo puede construirse
explicitamente como sigue: si X diagonaliza segin el teorema 13.4 mediante

¥ =TAI,
consideramos Z;, i = 1,...,n, independientes y con distribuciones normales de media
0 y varianza el elemento i-ésimo de la diagonal de A, 7, respectivamente. Si Z denota
el vector aleatorio (Z1,...,Z,)’, se tiene entonces que
Y=p+TZ (1.1)

sigue la distribucién deseada. Dado que E[Z] = 0y Cov][Z] = A, y teniendo en cuenta
que, en general,

E[AZ + b = AE[Z] + b,  Cov[AZ +b] = ACov[Z]A. (1.2)
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se deduce que una distribucién N, (u, ¥) tiene por media p y por matriz de varianzas-
covarianzas Y. También es inmediato comprobar que presenta la siguiente funcion
generatriz, bien definida en todo R™:

1
gy (t) = exp {t’,u - §t/2t} , teR™

En consecuencia, existen los momentos de cualquier orden de la distribucién, que
pueden calcularse mediante las sucesivas derivadas parciales de g en 0.

Es bien conocido que la normalidad en dimensién 1 se conserva ante transforma-
ciones afines, es decir, que si a una distribucién normal se le aplica una homotecia
y una traslacion, la distribucién resultante sigue siendo normal. Operando con las
funciones caracteristicas podemos obtener de manera trivial el siguiente resultado
que generaliza al anterior en el caso multivariante.

Proposicion 1.1.
Dados Y : (2, A, P) — R™, tal que Y € N, (11, 2), A € Myxm y b € R™, se verifica

AY + b~ Ny, (A + b, ATA").

De la proposicién 1.1 se deduce que las n componentes de una normal n-variante
son todas normales. Sin embargo, no podemos garantizar, en general, que n compo-
nentes normales configuren conjuntamente un vector n-normal, cosa que si sucede si
las componentes son independientes. En el volumen dedicado a los Modelos Linea-
les podemos encontrar un ejemplo que ilustra esa situacion. El siguiente resultado
supone una interesante caracterizacion de la distribucién normal multivariante.

Proposicion 1.2.

Un vector aleatorio n-dimensional Y de media p y matriz de varianzas-covarianzas ¥ sigue
una distribucién n-normal si y sélo si la variable aleatoria real u'X sigue una distribucién
N(u'p,w'>u), para cada u € R™\{0}.

Queremos decir, por lo tanto, que la distribucién es n-normal cuando al proyectar
sobre cualquier direccién de R™ obtenemos una normal en dimensién 1. Por otra parte,
el siguiente resultado garantiza la equivalencia entre incorrelacién e independencia
bajo la hipétesis de normalidad multivariante.

Proposicién 1.3.
SiY = (Y]Y3) sigue un modelo de distribucién normal en dimensién nq + ny y 312 = 0,
entonces Y] e Y5 son independientes.

Notese que esta propiedad puede extenderse trivialmente a cualquier coleccién
(no necesariamente dos) de subvectores de un vector aleatorio normal multivariante,
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en particular, a cualquier subconjunto de componentes del mismo. Queremos decir
lo siguiente: si Yy, ..., Yy son componentes incorreladas de un vector n-normal,
entonces son también independientes.

Con frecuencia suele suponerse que la matriz de covarianzas ¥ de la normal es
estrictamente definida positiva, es decir, no singular. En caso contrario se dice que la
normal es degenerada, es decir, que esta sobredimensionada® . En ese caso, estaré con-
tenida en una subvariedad afin de dimensiéon n — 1, por lo que no estara dominada
por la medida de Lebesgue en R™. En el caso no degenerado, tendra sentido hablar
de su densidad respecto a dicha medida.

Proposicion 1.4.
SiY ~ N,(p, %) con 3 > 0, entonces admite la siguiente densidad respecto a la medida
de Lebesgue:

fly) = (1.3)

m exp {—%(y —w)'E Ny — u)} , yER™

La siguiente propiedad establece una clara conexién entre los supuestos de nor-
malidad y linealidad, arrojando luz sobre los modelos de Regresién y Correlacion.
Consideremos dos vectores aleatorios Y; e Ys, de dimensiones ny y ng, respectiva-
mente. Construiremos una version de la probabilidad condicional regular de Y; dado
Y,. Bajo la hipdtesis de (n; 4+ ng)-normalidad no degenerada de Y = (Y/,Yy)". Des-
compongamos la media y matriz de varianzas-covarianzas de Y de forma obvia y
consideremos los parametros siguientes

Yire = S — L1285 ot (1.4)
ﬁ = 2122;21, o= [ — ﬁug. (15)

Nétese que, en virtud del lema 13.6 y al ser 3 > 0, tiene sentido hablar de e 3115 ¥
es definida positiva.

Proposicion 1.5.
En las condiciones anteriores, se verifica

PYlle:y2 — an (a + ﬁy% 211‘2)7 Vy2 c R"2,

Podemos ir incluso algo mas lejos. Para poder seguir la siguiente demostracién se
necesita tener presentes las siguiente propiedad general de la Esperanza Condicional,
que seran de gran utilidad en todas nuestra teoria.

2El objetivo del andlisis de componentes principales es, precisamente, encontrar la manera de
dar a la distribucién su verdadera dimension.
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Proposicion 1.6.
Si f es variable aleatoria real definida sobre R™*"2, se verifica que

Elf o (Ve =yl = [ oy aP (16

donde f(-,y,) es la variable aleatoria real que asigna a cada y; € R™ el ndmero f(y;,7,),
y (PYl\YFYZ)ﬂ"YQ) denota la distribucién de dicha variable respecto de PY11">=¥, Como

consecuencia, se tiene que
I_—;fo(Y],Yz)\Ygzy2 — (PYl‘YZ:yZ)f('7y2) , (y17 y2) c R"1+7L2. (17)

En consecuencia, si la probabilidad de f o (Y7,Y32) condicionada a Ys resulta no
depender de el valor que tome esta tltima, se deduce que ambas son independientes,
coincidiendo la distribucién condicional anterior con la propia distribuciéon marginal
de fo(Y7,Y3). Aplicando este resultado a nuestro estudio obtenemos inmediatamente
lo siguiente:

Proposicion 1.7.
En las condiciones anteriores, se verifica

Yi=a+pY,+E,
donde £ ~ N, (0,%11.2) y es independiente de Y.

Asi pues, entre dos vectores aleatorios que componen una distribucién normal
multivariante sélo es posible una relacién lineal (o, mejor dicho, afin), salvo un error
aleatorio independiente de media 0. Realmente, a esta conclusién podriamos haber
llegado sélo con tener en cuenta que, si Y sigue una distribucion norma multivariante,
Y1 — (a4 BY3) es incorrelada con Y3 si, y sélo si, son independientes.

En general, Y112, que es la matriz de varianzas-covarianzas de la diferencia Y; —
(a+ BY2) o, lo que es lo mismo, de la distribucién condicional de Y7 dado Ys (no de-
pende del valor concreto que tome Y3), se denomina, matriz de varianzas-covarianzas
parciales de las componentes de Y; dado Y, y se interpreta en este caso como la parte
de la matriz de varianzas-covarianzas de Y; no explicada por Y,. En el caso ny = 1,
obtenemos

}/1:0‘+ﬁ}/2+€7 gNN(Ovo'%LQ)?

donde

0%1-2 = U% - 21222721221 = Uf(l - P?Q)-
Segtin hemos dicho anteriormente, una varianza parcial 0%, , nula, equivale a una de-
pendencia funcional de Y; respecto a Ys, v p3, puede interpretarse como la proporcién
de varianza de Y] explicada por Y.
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Volviendo a la expresién (1.3), correspondiente a la densidad de una distribucién
normal multivariante no degenerada podemos apreciar que la densidad en el punto y
depende exclusivamente de la distancia de Mahalanobis a la media de la distribucion,
es decir,

Ay, p) = (y —p)S7(y — ).

En esas condiciones, el lugar geométrico de los puntos con una misma densidad es un
elipsoide, cuya centro coincide con la media ;o y cuya forma viene determinada por
la matriz de varianzas-covarianzas Y. Concretamente, los ejes del elipsoide quedan
determinados por una base de autovectores de ¥ y su excentricidad por la relacion
existente entre los autovalores. De hecho, puede demostrarse que los elipsoides son
esferas si y sélo si los autovalores de ¥ son idénticos, es decir, si 3 es de la forma
0%1d, para algiin 6% > 0, en cuyo caso, la densidad en y dependers tinicamente del
cuadrado de su distancia euclidea a la media ||y — p||>. Por esa razén, la distribucién
N, (11,0%1d) se denomina normal multivariante esférica.

Esta es, como se puede apreciar en el volumen dedicado a los Modelos Lineales,
la distribucién de partida en el modelo lineal normal. Su funcién de densidad es pues
la siguiente

#r9) = <= esp { gz ly — i} (19

De las proposiciones 1.1 y 1.3 se sigue sin dificultad que, dados un vector aleatorio Y’
n-normal multivariante esférico y dos matrices A € M,,xn ¥ B € Mpyxn, los vectores
AY y BY son independientes, si y sélo si, A’B = 0. Como consecuencia inmediata
se obtiene la siguiente proposicién.

Proposicion 1.8.
SiY ~ N,(u,0%Id) y V4, V, son subespacios lineales de R" ortogonales, si y sélo si,
entonces P, Y y Py, Y son independientes.

La familia de distribuciones normales esféricas (con restricciones de cardcter li-
neal para la media) poseen excelentes propiedades estadisticas. En primer lugar, son
familias exponenciales, por lo que la funcién de verosimilitud cumple con todas las
condiciones de regularidad® que puedan exigirse en diversos teoremas; son invarian-
tes ante diversos grupos de transformaciones bimedibles, cosa que permitira obtener
profundas reducciones por invarianza?, de una de las cuales resulta, por ejemplo, el
test F; el Principio de Méxima Verosimilitud serd aqui de fécil aplicacién, conducien-
do a la obtencion del Estimador de Maxima Verosimilitud y el Test de la Razén de

3Continuidad, derivabilidad...
“Ver Apéndice del volumen anterior.
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Verosimilitudes, etc.

Es especialmente llamativa la invarianza ante rotaciones que presenta cualquier
distribucién normal esférica de media 0, hasta el punto de que esta propiedad esté cer-
ca de caracterizar dicha distribucién. Efectivamente, si ' € O,, vy Y ~ N,(0,0?), con
0?2 > 0, entonces I'Y sigue exactamente la misma distribucién. En Bilodeau (1999)
podemos encontrar la demostracién de una especie de reciproco, debida a Maxwell-
Hershell.

Proposicion 1.9.

Todo vector aleatorio n-dimensional con componentes independientes e invariante por
rotaciones es n-normal esférico de media 0. Concretamente, si Y; denota la primera
componente del mismo, el pardmetro o que caracteriza la distribucién se obtiene mediante

0= - ln(fQYI(]‘)'

Por tltimo, una propiedad de demostracion trivial, de utilidad en el estudio de
la distribucién x2. Realmente, la tesis de la proposicién es cierta para cualquier
distribucién de media g y matriz de varianzas-covarianzas ¢2Id.

Proposicion 1.10.
SiY ~ N,(u,0%1d), entonces E[[|[Y||?] = no? + ||u|?.

A continuacién abordaremos un breve estudio de cuatro distribuciones directa-
mente derivadas de la normal esférica: x2, F-Snedecor, Beta y t-Student. Un estudio
mas detallado de las mismas con todas las demostraciones que quedaran pendientes
puede encontrarse, por ejemplo, en Nogales (1998). En primer lugar, la distribucién
x? central con n grados de libertad (se denota x2) estd definida sobre RT mediante
la siguiente funcién de densidad®

gn(y) = [D(n/2)2"°] eV Py5 " g o) (y). (1.9)

Puede probarse que tiene por media n y por varianza 2n. La distribucién y? no central
con m grados de libertad y pardmetro de no centralidad A > 0 (se denota x2,()\)) se
define mediante la funcién de densidad

S PaNgania (),

donde
o)
P,(A\)=\"

n!’

SRecordemos previamente que la funcién I'(-) se define mediante I'(a) = [;° 2% 'e~%dx, donde
a > 0.
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Se obtiene, por lo tanto, a partir de una composicién entre una distribucién de Poisson
en N y la familia de las distribuciones x?2, cuando n recorre N. La distribucién x?
central se corresponde con el caso A = 0. En general, dado v > 0, la expresion
Y ~ vx2%,()\) debe entenderse como y71Y ~ x2(\).
Puede demostrarse que, si Y1, ..., Y, son variables aleatorias reales independientes
tales que
Y, ~ Ny, 0%, i=1,...,n, 02> 0,

entonces

e (e )
=1 i=1

En otras palabras, considerar una coleccién de variables en esas condiciones equivale

a considerar un vector aleatorio Y ~ N, (u,0%1d), para algin g € Ry 02 > 0, y

2
e~ ot (1),

En consecuencia, debemos entender el modelo x2 no central como la distribucién del
cuadrado de la distancia euclidea al origen de un vector aleatorio normal esférico. La

estamos afirmando que

norma euclidea al cuadrado es una funcion positiva de gran importancia en nuestra
teorfa, debida fundamentalmente a su presencia en la funcién de densidad (1.8).
De hecho, ya comentamos que la densidad depende de y a través del cuadrado de
su distancia euclidea a la media. Ello se traducird en el uso de esta funcién y, en
consecuencia, del modelo ¥2, a la hora de estimar el pardmetro o2, de reducir por
suficiencia y, también, cuando se efectiie una reduccién por invarianza respecto al
grupo de las rotaciones, segun se sigue del teorema 13.9.

Hemos afirmado que el modelo x? no central surge de la necesidad de considerar
la norma euclidea de un vector normal esférico. No obstante, podemos generalizar
un poco més. Si F es un subespacio vectorial de R™ y I' es una base ortonormal del

mismo, se verifica trivialmente que ||PgY||> = ||[I'Y||? y que ||Pgu|® = ||| Por
lo tanto, se tiene
[Pep?
IBYIP ~ 0*XCanr <T , (1.10)

Asi pues, el grado de libertad de la distribucién coincide con la dimensién del
subespacio. Obtendremos una 2 central cuando E[Y] sea ortogonal al subespacio
sobre el cual se proyecta Y. Por lo tanto y en general, se sigue de lo anterior junto
con la proposicién 1.10, que la media de una distribucién x? no central se obtiene
mediante

E [0*x2, (M\/0%)] = ma® + A (1.11)
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Dadas dos variables aleatorias reales X; y Xs, positivas e independientes, con
distribuciones x2(\), siendo A > 0, y x?2,, respectivamente, se define la distribucién
F-Snedecor no central con (n,m) grados de libertad y pardmetro de no centralidad
A (de denota por F,,,())), como la que corresponde a la variable (n™'X7)/(m™' Xa).
Puede demostrarse que su funcién de densidad es la siguiente:

Xk (n )%—Hk

n__ m
fn,m,)\(y) = %e A chﬂwl(oﬁrw)(YL (112)

& H (1 1)
donde 0° se entiende como 1 y

T (5(n+m)+k)
“ =T Una k) (my PN

La distribucién F,, ,,,(0) se denomina F-Snedecor central con (n, m) grados de libertad,
y se denota por F,, ,,. Su funcién de densidad es pues la siguiente:

n m ,
nEm=l (né'm) y%_l

frm (y) =

[04 Ie'e) .
TG Gy +my o0

En nuestro caso, si Y ~ N, (u, 021d) y dados dos subespacios ortogonales Vi, Vo, C R"
tales que u € Vi, se verifica que

dinVy [|[Py Y|1? || Py ] |*
~ Flys . . 1.13
dimV1 ||PV2Y||2 dlmVl,dlmV2 0_2 ( )

Asf pues, la distribucién F' de Snedecor resulta de relacionar las distancias al origen
de dos proyecciones sobre sendos subespacio ortogonales. Si u € Vi- N V' tendremos
una distribucién F' central. Una operacién de este tipo surge al reducir por invarianza
en el proceso de obtencién del test F (ver volumen anterior). Otras distribuciones
intimamente relacionadas con la F-Snedecor central son la Beta y la ¢-Student.

La distribucién Beta de pardmetros «, 3 > 0, que se denotard por B(a, f3), se
define mediante la funcién de densidad®

fap(y) = B(o, B)'y* (1 = y)" o) (y).

Se trata pues de una distribucién sobre el intervalo (0, 1). Presenta un estrecha rela-
cién con la distribucion F-Snedecor central. Concretamente, se verifica

n -1 m n
X ~ F(n, (1 —X) ~B<—,7). 1.14
(n,m) + m 2°2 ( )

6Recordar que la funcién B se define mediante B(a, 3) = fol 227 1(1 — 2)#~1dz, donde a, 8 > 0.
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La distribucién ¢ de student central con n grados de libertad (se denota por ¢,)
es la que corresponde al cociente X;/1/Xs/n, donde X; ~ N(0,1) y Xy ~ X2, siendo
ambas independientes. Su densidad es la siguiente:

f’n(Y) = r <n7) -

vl (3) (14 2)

La distribucion t,, puede considerarse un caso particular de la distribucién F-Snedecor

central, concretamente F4 ,, dado que es la tnica distribucién simétrica cuyo cuadrado
es una Fi ,. En ese sentido decimos que th =Fip.

Para acabar con esta seccién, hablaremos de las distintas pruebas de bondad de
ajuste a la distribucién normal multivariante. Primeramente, debemos preguntarnos
si alguno de los procedimientos clasicos para contrastar la normalidad en dimension
uno son validos o pueden extenderse facilmente al caso multivariante. En ese sentido,
hemos de tener en cuenta que el test de Kolmogorov-Smirnov-Lilliefords, que analiza
la similitud entre la funcién de distribuciéon empirica y la que corresponderia a una
normal, sélo tiene sentido en dimensién uno. Por otra parte, el test x2, que analiza
la semejanza entre el histograma de frecuencias relativas y la funcion de densidad,
requiere, en el caso multivariante, de una enorme cantidad de datos para ser aproxi-
madamente vélido. Sin embargo, Srivastava, Hui (1987) proponen dos tests que son
generalizaciones multivariantes del test de Shapiro-Wilks, y que quedan recogidos en
Bilodeau (1999).

De todas formas, dado que la normalidad del vector aleatorio implica la nor-
malidad de sus componentes, es costumbre bastante extendida (Hair et al. (1999))
resolver el problema contrastando la normalidad de cada una de sus componentes.
Este método, que no es un test propiamente dicho, puede refinarse mediante una
andlisis del diagrama de dispersion matricial para comprobar visualmente si las dis-
tribuciones bidimensionales se asemejan a lo que cabria esperar en el caso normal.
De este ultimo libro recogemos otra interesante prueba de bondad de ajuste basada
en la distribucién de las distancias de mahalanobis de los datos a la media muestral.
Consiste en lo siguiente:

Consideremos una muestra aleatoria simple X1, ..., X,, de determinada distribu-
cién sobre R? con matriz de covarianzas positiva. Nuestro problema consiste en decidir
si dicha distribucién es p-normal. Consideremos las distancias de Mahalanobis

= (X - X)S (X -X). i= 1.

Nétese que en caso p = 1 estamos hablando de s72(x; — 7)2, que son los valores
x; tipificados. En lo que respecta a la distribucién de la distancia de Mahalanobis
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bajo la hipétesis de normalidad, enunciamos el siguiente resultado, cuya demostracion
podemos encontrar en Bilodeau (1999), pag. 185, junto con Wilks (1963):

Teorema 1.11.
Si Xi,..., X, iid N,(u,X), entonces

1
n—1

n 1 1
mdffvﬂ(ﬁp, 5(71-]?—1))7 Tdf,d?:_

Ello invita a considerar, en el caso p-normal, el conjunto

_n d2 _n 42

(7’171)2 1o (n71)2 n
como una muestra aleatoria simple de la distribucién 3 (%p; %(n —p— 1))7 siempre y
cuando n sea suficientemente grande. En ese caso y en virtud del teorema de Glivenko-
Cantelli, la funcién de distribuciéon empirica deberia converger uniformemente a la
funcion de distribucién del modelo Beta anterior, lo cual puede contrastarse mediante
el test de Kolmogorov-Smirnov-Lilliefords. No obstante y como opcién alternativa,
podemos realizar la validacion mediante procedimientos meramente graficos. Efecti-
vamente, si ordenamos las distancias n(n—l)‘Qdfl) > ... > n(n—l)‘Qd%n) y asignamos
al elemento i-ésimo de la lista anterior la proporcién acumulada i/n, obtendremos la
funcion de distribucion empirica. Los n valores obtenidos pueden compararse con los
que corresponderian a una distribucién Beta con los pardmetros anteriores. El gréfico
de dispersién bidimensional que los confronta se denomina P-P Plot. Ademés, dado
que la igualdad o convergencia de las funciones de distribucién implica a igualdad o
convergencia, respectivamente, de sus inversas, podemos confrontar el valor i-ésimo
de la lista con con el cuantil ¢/n correspondiente a la distribucién Beta, obteniéndo-
se asi el denominado Q-Q Plot. Una buena aproximacién al cuantil i-ésimo de la
distribucién Beta anterior es segin Blom (1958)7 el siguiente:

2’ C2(n—p—1)

Tanto en los graficos tipo P-P como en los Q-Q cabe esperar un buen ajuste de la

) —p-2
vi=(—a)/(n—a—-3+1), donde o = 2—= nop

nube de puntos a la recta y = x. En caso contrario, la hipétesis inicial debe ser
rechazada.

Otro método similar consiste en calcular n='d?, i = 1,...,n y confrontarlos me-
diante el test de Kolmogorov- Smirnov-Lilliefords o, en su defecto, mediante graficos
tipo Q-Q o P-P con la distribucion Xff Este procedimiento se basa en el hecho de

"Blom (1958), Statistical Estimation Transformed Beta-variables. Wiley.
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que n(X; — 1)’ SN (X; — p) sigue una distribucién x?. Teniendo en cuenta que tanto
X como S convergen en probabilidad a p y X, respectivamente, la Ley Débil de os
Grandes Niimeros garantiza la convergencia en distribucién de n='d; a x.

1.2. Distribucion normal matricial.

Este modelo probabilistico generaliza la distribucién normal multivariante en un
contexto matricial. En esta seccién demostraremos sus principales propiedades. An-
tes de definir esta nueva modelo distribucién hemos de aclarar algunos conceptos
previos relacionados con el mismo: el concepto de matriz aleatoria, que se distingue
del de vector aleatorio sélo en un sutil matiz, el de funcién caracteristica de una
matriz aleatoria y el producto de Kronecker de dos matrices, cuyas propiedades se
exponen més ampliamente en Bilodeau (1999). La distribucién normal matricial se
definird aqui mediante la funcién caracteristica, aunque algunos autores (por ejem-
plo Arnold (1981)) prefieren utilizar la funcién generatriz de momentos, o incluso la
funcién de densidad.

Primeramente, definimos una matriz aleatoria n X p como una variable X sobre
un espacio de probabilidad (£2,.4, P) con valores en M,,. Se denota X = (X, ;),
donde 1 <i<nyl<j<p.Siconsideramos un orden de lectura determinado, toda
matriz n X p se identifica con un vector de R™. Es decir, si Vec,y, es el conjunto
de todas las posibles formas de ordenar una matriz n x p, que se corresponde con
el conjunto de todas las posibles permutaciones de np elementos, de cardinal (np)!,
podemos establecer una aplicacién ¢ del producto cartesiano M,,x, x Vec,x, en R™,
tal que, para cada orden de lectura vec € Vec,x,, ¢(-, vec) es una biyeccién de M,
en R". De esta forma, determinado previamente el orden de lectura vec, una matriz
aleatoria X sobre M,,y, es un vector aleatorio sobre R™, que se denota vec(X). El
concepto de matriz aleatoria se precisa por el hecho de que n datos correspondientes
a una distribucién p-dimensional configuran una matriz de orden n x p.

Analizamos a continuacién algunas propiedades de la traza de una matriz cua-
drada, que seran de interés en nuestra teoria. Recordemos primeramente que la traza
de una matriz cuadrada es la suma de los elementos de su diagonal. Por otra parte,
si a,b € R" donde a = (ay,...,a,) vy b= (by,...,b,) se define el producto interior
de ambos vectores mediante

{a,b) :=ad'b = Z a;b; (1.15)
i=1

Pues bien, dadas dos matrices A, B € M,,,, con componentes a;; y b;;, respectiva-
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mente, dondei=1,...,ny j=1,...,p,, se verifica
nop
tr(A'B) = Z Z a,-]-bij, (].].6)
i=1 j=1

es decir, tr(A’'B) = (vec(A),vec(B)), para todo vec € Vec,x,. En ese sentido,
podemos afirma que la tr(A’B) generaliza el producto interior de dos vectores, de

ahi que definamos
(A,B) :=tr(A'B), A,B€ My, (1.17)

En particular, se tiene que

(A, A) = Za?j = |lvec(A)||>, Vvec € Vec,y,.
]

Se deduce facilmente que tr(A’'B) = tr(B'A) = tr(AB’) = tr(BA’). Por tltimo,
dadas A, B, C' matrices cuadradas de orden n, se verifica que

tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BAC). (1.18)

Por otra parte, sabemos que la distribucién de un vector aleatorio queda deter-
minada por su funcién caracteristica. En el caso de una matriz a matriz aleatoria
X € M,,x,, ésta se define mediante

ex(t) = Elexp{i(X,t)}]
= Elexp {itr(X't)}]
= E |:exp {izzxkjtkj}} ,
k=1 j=1

siendo X y ¢ matrices de dimension n x p. Fijado un orden de lectura vec, se tiene
entonces que

ox(t) = Elexp{i(vec(X),vec(t))]
Pvec(x) (vec(t)).

Por lo cual esta nueva definicién hereda las propiedades ya conocidas de la funcion
caracteristica de vectores aleatorios, en particular el teorema de inversiéon de Levy.
Se verifica que dos matrices aleatorias X e Y siguen la misma distribucion cuando
los vectores vec(X) v vec(Y) se distribuyen idénticamente, para cualquier orden vec
(si, y s6lo si, ocurre para alguno). Luego, la funcién caracteristica determina univoca-
mente las distribuciones matriciales. Vamos a destacar, no obstante, tres propiedades,
de fécil demostracion:
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(a) Si X = (X1]X2), ox ((t1]0)) = ¢x, (t1).
Xy

Andlogamente, si X = | ——
g o

, entonces

(b) paxprco(t) = exp{itr(C't)} - px(A'tB').

(c) Si X = (Xy...X,), los vectores X7,...,X, son independientes si, y sélo si,
px(ti-..tp) = IT5-, ¢x;,(t;). Lo mismo sucede si descomponemos X por filas.

Por convenio, consideraremos por defecto el orden vec consistente en leer la matriz
X por filas, es decir,

11 ... Tip
. . ! n,
vec : : = (Z11, %12, - - -, T1ps T215 - - -, Tp) € R, (1.19)

Tnl -+ Tpp

Se define la esperanza o media de una matriz aleatoria X como la matriz de las
esperanzas de cada una de sus componentes, es decir

E[X] = (E[X}]) (1.20)

i,

La matriz de varianzas-covarianzas de la matriz aleatoria X, que se denota por
Covm[X], se define como la matriz np x np definida de la forma

Covm[X] := Cov|vec(X)]. (1.21)

El denominado producto de Kronecker serd de gran utilidad a la hora de describir
este tipo de matrices, de orden muy elevado. Dadas A € M ¥ B € My, se
define el producto de Kronecker de ambas mediante

auB - (leB
A®B= : : € Mypsimg- (1.22)
anlB cee ant

Podemos encontrar en Bilodeau (1999) las principales propiedades del producto de
Kronecker de dos matrices. Destacamos las siguientes, de facil comprobacién:
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Proposicion 1.12.
Sean Z € Myyp, A € Mppsn, B € My, C € Mpyyr, D € Myys y H € My
Entonces

(i) vec(AZB+ H) = (A® B')vec(Z) + vec(H).
(i) (A®B)=A®DB.
(i) (A® B)(C® D)= (AC)® (BD).
Estamos ya en condiciones de definir la distribucién normal matricial.

Definicién.

Seann,p €N, pt € Myyp, I' € Moy, ¥ € My, estas lltimas semidefinidas positivas,
y X una matriz aleatoria sobre M,,,. Se dice que X sigue una distribucién normal
matricial, denotdndose X ~ N, (1, I', ), cuando

vec(X) ~ Ny, (vec(n), I @ ¥).
En ese caso, se verificard, por tanto, que
E[X] = u, Covm[X] =T Q®X.
Luego, si 1 <i,i' <ny1l<j,j <p, se verifica que
Xij ~ Npag, vii - 035),  cov [Xij, Xoryr] = yiw - 0.

Veamos primeramente que esta definicion no es vacia, es decir, que existe una matriz
aleatoria con valores en M,,, siguiendo un modelo de distribucién N, ,(p,I', %) :

Teorema 1.13.
Existe una matriz aleatoria en las condiciones de la definicién.

Demostracion.

En primer lugar, al ser I' una matriz n X n semidefinida positiva, podemos encontrar
una matriz A € M,,x, tal que I' = AA’. Igualmente, podemos encontrar una matriz
B € M,y, tal que ¥ = B'B. Sea entonces Z una matriz aleatoria n x p cuyas com-
ponentes son iid N(0,1). En ese caso, vec(Z) ~ N,,(0,Id). Consideremos entonces
la matriz aleatoria X = AZB + p. En virtud de la proposicién 1.12(i), se tiene que

vec(X) = (A® B')vec(Z) + vec(p),
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luego, sigue un modelo de distribucién normal np-variante de media vec(u) y matriz
de covarianzas

(A® B)1d(A® B'Y,

que, en virtud de la proposicién 1.12(ii)-(iii) es igual a AA’ @ B'B, es decir, igual a
'eX.
1

Aplicando las propiedades (b) y (c) obtenemos la funcién caracteristica de la
distribucién N, ,(u,I', ).

Corolario 1.14.
Si X ~ N, (1, T, %), entonces

px(t) = exp {itr(u't) - %tr(tTtE)} )

Demostracion.
Consideremos Z en las condiciones del teorema 1.13. Se verifica entonces, para cada
U € Mysp,

o) [T, () = [ e {_%}
— oo {; Zjuz} — exp {f%tr(u'u)}

En consecuencia, se tiene que, para cada t € M,,x,,
ex(t) = @azpwul(t)
= exp{itr(u't)} - pz(AtB)
1
= exp {itr(/z,/t) — Etr((A’tB')’(A’tB’))}
1
= exp {itr(u’t) - itr(t'AA’tB'B)}
= expqitr(u't) — 1tr(tTtE)
2
Veamos algunas propiedades inmediatas de la distribucién normal matricial.

Teorema 1.15.
Supongamos que X ~ N, (11, T, X). Se verifica:
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(a) Sip=1yX=0%2>0, entonces N,,1(p, T, 0%) = N, (1, 0°T).
(b) Sia € R, entonces aX ~ N, ,(ap,d’T,%) = N, ,(ap, T, a?S).
() X'~ Ny, 5,1).Sin=1yT =92 X'~ N,(t/,*%).

(d) SiC € Myxn, D€ Myuy y E € My, entonces

CXD+E ~ Ny,,(CuD + E,CTC', D'S.D). (1.23)
. Y X
(e) Sip=p1+p2, X=(X1X2), p=(papa) y X = , entonces
Yo Yoo

X~ Nn,pi(uiyruzii)

. X1 M1 I'i TI'io
f) Sin=n —|—n,X:( ), :( ) F:< ),entonces
( ) ! ’ Xy K 2 Y [y Ty

Xi ~ Ny, p(pi; Tig, 20).

Demostracion.
Las propiedades (a), (b) y (c) son triviales. Para demostrar (d) basta considerar la
funcién caracteristica de la transformacion. Para probar (e) se considera la propiedad

(d) tomando
Id 0

Igualmente, para demostrar (f), se considera C = (Id|0) y Cy = (0|Id).

Sabemos que en la distribuciéon normal multivariante la incorrelacién y la inde-
pendencia sin propiedades equivalentes. Veamos com se traslada este resultado a la
distribuciéon normal matricial.

Teorema 1.16.
Supongamos que X ~ N, (i, I', 3).

(a) SiX =(XiXo)yT #0, X,y X, son independientes sii 1o = 0.

(b) SiX= < ;l ) y X # 0, X; y X5 son independientes sii I'j5 = 0.
2
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Demostracion.

(a) Supongamos que X; y X» son independientes. Al, ser I' # 0, existen 4,7 €
{1,...,n} tales que ;7 # 0. Tenemos que demostrar que, si j € {1,...,m} y j €
{p1 +1,...,p}, entonces o;;; = 0. Por hipdtesis se tiene que 0 = cov[X;;, Xyj] =
Yiit * Oj50 = O = 0.

Reciprocamente, si 15 = 0, la funcién caracteristica de X en (f1t2) se expresard como
sigue:

. 1 » 0 t/
Vxixo)(tit2) = exp itr(pty + phts) — —tr |T(titn) 11 /1
2 0 Yo ty

= (IDXL(tl)(sz(tQ)

(b) Se demuestra andlogamente.

Veamos cudl es la funcién de densidad de la distribuciéon normal matricial. Previa-
mente, enunciamos un resultado que es consecuencia directa del teorema del cambio
de variables:

Lema 1.17.

Sea P una probabilidad sobre (R™, R™) dominada por la medida de Lebesgue m™, siendo
f su funcién de densidad. Consideremos una biyeccién ¢ : R* —s R”, tal que ¢ y ¢~
son de clase C', y sea J, la matriz de las derivadas parciales de dicha transformacién.
Entonces | J,| - f o ¢ es la densidad de P# ™" respecto a m™.

También es necesario el siguiente resultado previo:

Lema 1.18.

Sean X e Y matrices aleatorias n X p, Ay B matrices n X n y p X p, respectivamente,
y D una matriz n X p, tales que Y = A(X D) — B. Entonces, el determinante jacobiano
de la transformacién que lleva vec(X) a vec(Y') es J = |A[?|B|™.

Demostracion.
Primeramente, si tenemos una transformacién del tipo Y = X B, ésta se expresa
vectorialmente de la siguiente forma:

B| 0|0
vec(Y)=vec(X)| o| .10 |,
0|0 |B

donde la matriz B se repite tantas veces como filas tenga X, es decir, n. El determi-
nante jacobiano de esta transformacion es |B|".
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En segundo lugar, si la transformacién es del tipo Y = AX, entonces, la aplicacién
que asigna a vec(X) el vector vec(AX) puede descomponerse de la siguiente forma:

vec(X) = vec(X) N vec(X'A") = vec((X'A"))

Por un razonamiento andlogo al anterior, el determinante jacobiano de ¢ es |A|P.
Dado que 7 y 75 son permutaciones opuestas en R™, los determinantes jacobianos
correspondientes valen ambos +1 6 -1. Luego, por la regal de la cadena, se concluye.

Teorema 1.19.
Sea X ~ N, ,(p,I',;¥) conI' > 0y ¥ > 0. Entonces X admite la siguiente funcién de
densidad respecto a la medida de Lebesgue en R™ 8:

1 1 _ _
Ixx) = Gy exp{*itr G- pE I(X*m}’ v Mo

Demostracion.

Consideremos Z, A, B como en la demostracién del teorema 1.13. Al ser I' > 0 y
3 > 0, podemos considerar A y B invertibles. Como las np componentes de Z son
iid N(0,1), vec(Z) admite la siguiente funcién de densidad respecto a m" :

fz(z) = H [z, (2i5)
)

]
1 1 )
W exp {—5tr(zz )} N

donde z € M,,x,,. Como X = AZB + 1, entonces Z = A~ (X — ) B~'. El jacobiano
de dicha transformacién es, segtin el lema 1.18, |A~'|P|B~1|" = |T'|7»/2|%|~/2. Luego,

por el lema 1.17, se tiene que la funcién de densidad de vec(X) es la siguiente:

flx) = (27T)np/2‘1}‘p/2|2|n/2 exp {—%tr [A™ (x = ) B~ (B) " (x — p)'(A) 7] } =

1 1 -1 -1 /
(27T)7Lp/2‘1‘“p/2|2|n/2 Xp {*5131' [F (X - M)E (X - /j’) ] } ) X € Mnxp-

1 E

Veamos qué sucede con las distribuciones condicionales:

8Realmente queremos decir que es vec(X) quien admite funcién de densidad.
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Teorema 1.20.
Sea (X1X5) ~ Nnypﬁm((,ul,ug),lj,E)), conT' > 0y X > 0. Definamos X115 =
Y- 21222_21221, B = 22_21221 y A = pu1 — pe B. Entonces, se verifica que

X1|X2 = X9 v ]\/vn’p1 (A + XzB, F7 2112).

Demostracion.

Se trata de demostrar que la funcién de densidad de la distribucién condicional,
fx1)Xo=x,, corresponde a un modelo de probabilidad N, p, (A + 2B, T, 311.2), cual-
quiera que sea x,. Recordemos que, si fix, x,) es la densidad de (X1X,) y fx, la de
X5, entonces

Fxr Xz (1) = foxixa) (x1,%2)
fxa(x2)

Vamos a expresar f(x,x,) de una manera cémoda. Para ello consideraremos el cambio

de variables (Y1Y3) = (X1X5)C, donde

Id 0
C = .
< — Y5 T Id)

Asi, (V1Y) ~ Nyt ((/Ll,/tg)c,r., C"2C). Operando se obtiene

_ Yl 0
(11, 12)C = (1 — p2¥55 Yo, i), C'BC = - .
0 Yo
Luego, Y1 ~ Nyp, (11 — 123555 S21, T, S112) ¥ Yo ~ Ny, (112, T, E22), siendo indepen-
dientes entre si. Nétese que la distribucién de Y3 coincide con la de Xs. En conse-
cuencia, fiiv)(v1, 72) = fos (71) - fra(5), que es igual a

Fra(¥s) ~itr [(yl—m+u22;;221) Sl (yl—mwgz;;ml)lr”}
2m)r | TP /2 Sy a2 ©
Ahora bien, el jacobiano del cambio de variables es, segin el lema 1.18, |C]* = 1.

Luego, del lema 1.17 se deduce que fix, x,)(x1,%2) = fivi.v0) ((xth)C’), que equivale
a

Jxs(x2) 3t ([ () S50 | S [ - (4 (2 )53 ) | F)

(2m)mer [T [P1/2] Sy 5|72 €

Al dividir por fx,(x2) queda la expresién buscada.
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Si se descompone la matriz aleatoria por filas, se obtendria una expresién similar
con ['11.9. Se deja como ejercicio. Y112 es la matriz de las covarianzas parciales de las
columnas.

El siguiente resultado da pleno sentido al estudio de la distribucién normal ma-
tricial.

Teorema 1.21.

Consideremos ft = (p1 ... ,) una matriz p X n, ¥ una matriz p x p definida posi-
tivaeY;, ¢ = 1,...,n, vectores aleatorios p-dimensionales independientes, con distri-
bucién N,(pi, X), resp. Entonces, Y = (Y;...Y,) ~ N, (i, Id,%). Reciprocamen-
te, si (Y1...Y,) ~ N,,(¢,Id,X), entonces Y; ~ N,(u;,X) y son independientes,
i=1,..., n.

Demostracion.
Seat = (t1...tn) € Mpxp.

ey(t) = E[cxp{itr(tY’)H—E[Cxp{izt}yj}

n

. < ) 1
= HE[exp{lt;Yj}] = Hexp{l,u;-tj — gt;Etj}
j=1

J=1

n 1 1
= exp {Z(i,u'jtj - QtQEtj)} = exp {itr(,u’t) - étr(tEt/)}

j=1

= i 't L YIdty) p = t

= exp{itr(y )—itr( 14 tY) ¢ = o, (u1ds) (1)
Reciprocamente, si Y ~ N(p/,Id,X), Y1,...,Y, son independientes, pues I' = Id.

Ademas,

Yi=Y'| 1| ~Nu,5)

Proposicion 1.22.
Sea Y ~ N, ,(1t,1d,3), con B #0, A € Mz, y B € M,,. Entonces AY y BY son
independientes sii AB’ = 0.
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Demostracion.
Basta considerar

A Ap AA" AB
2= (o )y () (o b )5)

Proposicién 1.23.
SeaY ~ N, (1, Id,%), Ay B matrices n X n simétricas, semidefinidas positivas y tales
que AB = 0. Entonces Y’AY es independiente de Y'BY.

Demostracién.

Supongamos que A y B son de rango k y r, respectivamente. Considerando el teorema
de diagonalizacién de una matriz simétrica, podemos descomponer A y B de la forma
A=HH'y B= RR',donde H es una matriz n X k de rango k y R es una matriz n xr
de rango r. Se tiene entonces que 0 = AB Por lo tanto, 0 = H'ABR = H'HH'RR'R.
Siendo H'H y R'R matrices invertibles, se tiene que 0 = H'R. Luego, segin la anterior
proposiciéon, H'Y y R'Y son independientes. Ahora bien, Y'AY = (H'Y)(H'Y) y
Y'BY = (RY)(R'Y). Al tratarse de funciones medibles, se tiene que Y’AY y Y'BY
son, igualmente, independientes. i

Proposicion 1.24.
Si Ay B son matrices n X n, siendo B > 0 y tales que AB = 0, entonces AY y Y'BY
son independientes.

Demostracion.
Sea k el rango de B y consideremos una matriz R n X k de rango k tal que B = RR'.
Entonces 0 = AB. Luego, 0 = ABR = ARR'R Por lo tanto, 0 = AR. Teniendo en
cuenta la proposicién 1.22, AY y R'Y son independientes. Como Y'BY = (R'Y) R'Y,
acabamos.

1

El siguiente resultado es consecuencia directa de las dos proposiciones anteriores.

Corolario 1.25.
En particular, si Vi L V4, Y'Py Y y Y'P,Y son independientes. También son indepen-
dientes P, Y y Y'P,,Y.

Para acabar esta seccién vamos a probar un resultado que de gran utilidad en lo
sucesivo.
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Teorema 1.26.

Si X es una matriz aleatoria n x p definida sobre un espacio de probabilidad (9, A, P)
que sigue un modelo de distribucién N, (1, T, %) , con 'Y > 0 y n > p, entonces
P(rg(X)=p) =1.

Demostracion.

Lo probaremos por induccién sobre p: primeramente, si p = 1 y ¥ = 02, tendremos
que X sigue un modelo de distribucién N,,(u,0?T"), que estd dominada por m”", la
medida de Lebesgue en R™. Luego P (rg(X) =0) = P(X =0) =0, pues m"({0}) =
0.

Supongamos que la tesis se verifica para p < n y veamos que es también cierta
para p+ 1 : si descomponemos X = (X ... X, Xp41) ~ Nppia(p, I, E), se tiene que
Xp+1 condicionada a (X;...X,) sigue un modelo de distribucién N, ; = N,, con
matriz de covarianzas positiva y, por tanto, dominado por m™. Entonces, se verifica

P(rg(X1... Xp11) <p) = / P(rg(Xi... Xp11) < plXy,.. ,7XP)dp(X1~-Xp)
R

nxp

= /E[I{O,M,p}org(X1...Xp+1)|X1,...,Xp] dPX1-Xp)

RnXp

Ademés, en virtud de (1.6), la dltima expresién equivale a la siguiente

/ </ Lo,..py 0 (rg(Xi ... Xp, Xpi1)) dPXP“lXIW,XP) aptte
Rnxp n

Téngase en cuenta que, por hipétesis de induccion, la probabilidad de que Xi,..., X,
sean linealmente dependientes es 0. Luego, se verifica que, fuera de un conjunto de
medida PX1+Xr)qnula, el rango de (X;...X,X,+1) es menor que p + 1 sii X,y
pertenece al subespacio (Xj,...,X,), de dimensién p < n. Como m"(H) = 0, para
cualquier hiperplano H de R™, se concluye que P(rg(X;...X,41) <p)=0. '

Se puede demostrar de manera totalmente anédloga este otro resultado, que queda
como ejercicio.

Teorema 1.27.
SiaeR"\ {0} y p <n, entonces P(rg(a|X)=p+1)=1

9Realmente, puede demostrarse (cuestién propuesta) que para que la tesis se verifique basta con
que la distribucién esté dominada por la medida de Lebesgue en R"P.
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El principal objetivo de la distribuciéon normal matricial es, como se deduce del
teorema 1.21, caracterizar una muestra aleatoria simple correspondiente a una distri-
bucién normal multivariante. El supuesto de normalidad multivariante serd el punto
de partida de la gran mayoria de métodos de inferencia a estudiar. De ahi la necesidad
de disponer de procedimientos, tanto para contrastar la veracidad de dicho supuesto,
como se vio en la seccién anterior, como para obtener un ajuste aproximad al modelo
normal mediante una transformacién adecuada de los datos.

En ese sentido, son bien conocidas las transformaciones de Box-Cox que, aunque
se plantean en principio en un contexto univariante, segtin se ve en el capitulo 4 del
volumen 1, pueden extenderse sin problemas al caso multivariante. Recordamos que
estas transformaciones se define, en dimensién uno, mediante

A —1 .
_ 3 siA#£0
(A, ) { lnz siA=0

Si Y al vector n-dimensional compuesto por la muestra estudiada, el método consiste
en suponer que existe un valor A de tal forma que el vector de transformaciones
®()\,Y) sigue una distribucién de la forma Nyn(u - 1,,021d), para algin u € R y
0% > 0. El valor adecuado de )\ se estima por el método de méxima verosimilitud, es
decir, se escogeran los pardmetros (es decir, la distribucién) A, u y o? que hagan més
verosimil la observacién Y. Tras los calculos pertinentes, el problema queda reducido
a encontrar el valor A que minimice la varianza muestral de los datos transformados.
La extensiéon al caso multivariante es obvia: dados dos vectores p-dimensionales
z=(x1,...,2p) y A= (N\1,...,\,), consideramos la transformacién

(N, 2) = (6O, 1), -, 6Ny 1)) -

Si esta transformacién conduce a la p-normalidad de cierta distribucién p-dimensional
y X = (21,...,2,) denota una muestra aleatoria simple de tamafno n de dicha
distribucidon, entonces la matriz aleatoria n x p definida mediante

Dp(AX) = (b 21)s -y dar (Mo )

debe seguir, en virtud del teorema 1.21, una modelo de distribucién N, ,(u, Id,X),
para alguna matriz p cuyas columnas pertenezcan todas al subespacio (1,,) y alguna
matriz ¥ > 0. La funcién de verosimilitud serd entonces de la forma

Fa(a8) = (2m) o { S [ = = )]

Puede comprobarse que el valor de A que maximiza la funcién anterior es el que
minimiza el logaritmo neperiano de la matriz de varianzas-covarianzas muestral de

(I)]W(Av X)



ANALISIS

1.3. Distribuciones de Wishart y Hotelling

Se trata de dos distribuciones asociadas a la normal matricial, que viene a ge-
neralizar los modelos x? y t de Student al cuadrado. Consideremos en (R™, R"™)
una distribucién de probabilidad N, ,(x, Id,X) y la transformacién W que a cada
Y € M., le asigna la matriz Y'Y € M,,,, simétrica y semidefinida positiva. Esta
transformacién induce una distribucién de probabilidad en dicho conjunto, que se

identifica con un abierto de R*™%". Veamos que depende de p a través, de p'u, es

decir, que si py y p2 son matrices n X p tales que py iy = phpa, entonces
(Nnyp(:uflv Id, E))W = (Nn,p(/@v 1d, E))W :

En efecto, dado el experimento estadistico, Y ~ N, , (1, Id, 3), donde 4 es cualquier
matriz n X p y X cualquier matriz p X p definida positiva, se verifica que el grupo de
transformaciones bimedibles G = {gr : I' € Opx,} definidas mediante gr(Y) =I'Y,
lo deja invariante. En virtud del teorema 13.9, el estadistico Y — Y'Y y la aplicacion
(1, X) = (111, ) constituyen invariantes maximales para el espacio de observacones
y el de pardmetros, respectivamente. Se tiene, por otro lado, que sin > py ¢ es una
matriz p X p simétrica semidefinida positiva, existe una matriz p de dimensiones n x p
tal que 0 = p/p (considerar la diagonalizacién de ¢). Estamos pues en condiciones de
definir la distribucién de Wishart.

Definicion.

Si § y ¥ son matrices p x p semidefinidas positivas, la distribucién (N, (1, Id,E))W
se denomina distribucién de Wishart de pardmetros p,n, 3, §, donde § = 1/u. Se denota
W ~ Wy(n,X,0).Sid =0, se denota W,(n, X), y si, ademds, ¥ = Id, se denota I, (n).

Veamos algunas propiedades inmediatas:

(a) E[W]=nX+o.
Demostracién: Consideremos g1 = (p1...41,) € My, tal que 6 = p/p,
Y, ~ Np(p;,X), ¢ = 1,...,n independientes e Y = (¥7...Y,) ~ N(u,I4,%).
Entonces W =YY =31 | V;Y/ ~ W,(n, X, ). por tanto,

>_ENY/]

Z(Z + paft;)
=1
= nX+pup=nS+4

E[W]
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(b) Caso univariante: Si p =1, con ¥ = 02, entonces
2 2.2 (0
Wi(n,o%,0) = o°x;, s (1.24)

(¢) SiaeRt, aW ~ W,(n,aX,ad).

(d) Si A€ Mpyy, AWA ~ Wi(n, ALA, ASA').
Demostracién: Basta considerar Y A' ~ N,y (A’ 1d, AXA).

(e) Sip=pi+ p2y consideramos las correspondientes descomposiciones

W:(WH VV12>7 2:<211 212>7 5:<511 512)’

War W o1 Yo 021 022

Entonces W;; ~ W, (n, 5y, 04), i = 1,2.

Demostracién: Basta descomponer Y = (Y1Y3) y considerar entonces la co-
1

(f) SiW ~ Wy(n,%,0), conn>py 3 >0, entonces P(W > 0) = 1, es decir, con
probabilidad 1 tiene sentido hablar de W1,

rrespondiente descomposicién de Y'Y

Demostracion: Es corolario directo del teorema 1.26.

Teorema 1.28.
Sean Y ~ N, (i, Id,¥) y V C R™ de dimensién k. Entonces

Y'PyY ~ Wy (k, S, 1 Pypa).

Demostracién.
Si X € M« una base ortonormal de V, X'Y ~ Ny (X', Id, ¥). Luego, Y XX'Y =
Y'PyY ~ W,(k, %, i/ Pyp).

i

Antes del siguiente resultado vamos a obtener una serie de lemas previos. El prime-
ro de ellos trata los conceptos de esperanza condicional e independencia condicional.
Lema 1.29. (a) Si E[Y|X]=ho g, entonces E[Y|go X] = h.

(b) Si PYAIX — pYIX o pZIX entonces PZI(XY) = pZIX,
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(c) Supongamos que PX << mFy PYIX=X << mP para todo = € R¥, donde m
denota la medida de Lebesgue en R. Entonces, PXY) <« mktP_ Se verificard, por

tanto, que
dpXY) dpX dpYIX=x
dmk+p (z.9) = dmk (z) x dmp

(v)

Demostracion.
La demostracién de (a) es obvia. Veamos la de (b):

/ PZlX:X(Az) dP(X,Y) — / </ PZ\X:X(AZ) dPY|X:X> dPX
Ax xAy Ax Ay

= [ (PR x PR Ay) apt

- / POEIX=X(Ay x A,) dPX
Ax
= P(X€eAx,YeAy, Z<cAy).

Se concluye por el teorema de Dynkin.
Probemos por dltimo (c): Dado A € R¥P y 2 € R*, definamos A, = {y € R? :
(z,y) € A} € RP. Si mFP(A) = 0, entonces [, mP(A;) dm* = 0. Luego, existe
N € RF tal que m*(N) = 0 (y, por lo tanto, PX(N) = 0) y mP(4,) = 0 (y, en
consecuencia, PYIX=%(A4,) = 0) si # ¢ N. Entonces, se verifica que PXY)(A) =
Jor PYE=X(A,) dPX = 0.

1

La propiedad (b) se denomina independencia condicional entre Y y Z dada X. Los
siguientes resultados preparan el terreno para definir la distribuciéon 72 de Hotelling.

Lema 1.30.
Consideremos W ~ Wy, (n, %), £ > 0, n > ¢+ p. Consideremos, asimismo, las si-
guientes descomposiciones:

Wi W, Yu =
W _ < 11 12 > 7 E _ < 11 12 >
War Wy Yo Yoo
donde W7y y 11 son matrices g X ¢, mientras que Was y 399 son matrices p X p. Definamos

T = Wy,

U = Wy'Wa,

Vo= Wi — WiaWay'Way,
Sie = Zi— T1255 o
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Se verifica entonces
T ~Wy(n,S0), V ~Wy(n—p,Si12), UlT ~ Npg (55501, T, S112) -
Ademds, V es independiente de (U, T).

Demostracién.

Consideremos (X1, X2) ~ Ny 41p(0,1d,%). En ese caso, se tiene que W;; = X/ X,
donde 4,5 € {1,2}. La distribucién de ' = X}, X, se obtiene pues de forma tri-
vial. Ademas, U se obtiene mediante (X3X5)7'X,X;, mientras que V = X|(Id —
Xo(X5X5)7 X)) X;. En virtud del teorema 1.20, sabemos que X; condicionada a X,
sigue un modelo de distribucién N,, 4 (XQEQQIE% 14, 2112) . Luego, la distribucion de
U condicionada a X, es N, (22_21221, (X5X5)71, 211.2) . Por el lema 1.29(a), se tiene
que U condicionada a 7' sigue un modelo de distribucién N, 4 (22’21221,T*1, 211.2) .
Teniendo en cuenta que la matriz Id — X5 (X5 X5) 71 X, es idempotente de rango n—p
v que, ademas,

Y1985 X5[Id — Xo(X5X2) T Xo] Xo X5 Boy = 0,

se deduce de (1.7) que V| Xy ~ W, (n—p,X11.2) v, en consecuencia V es independiente
de X, (y por lo tanto de T), siguiendo su distribucién marginal un modelo W,(n —
p, ¥11.2). Por otra parte, teniendo en cuenta que

[(X5X2) "' X5][Id — Xo(X5X2) "' Xo] = 0,
se sigue de la proposicién 1.24 y el lema 1.29(a), que
P(U,V)|X2:X2 — PU‘XQ:XQ X PV‘XQ:XQ

PUIT=T(%2) o PV\T:T(XQ)’

es decir, PUVIT = pUIT » pYIT  Entonces, por el lema 1.29(b), se verifica que
PVILU) = PYIT que, siendo V y T independientes, equivale a la distribucién marginal
PV, que se corresponde con el modelo W,(n — p, ¥11.2). Al no depender de (T,U),

podemos afirmar que V' es independiente de (T, U).

Lema 1.31.
Consideremos W ~ W,(n, %), con n > py 3 > 0. Sea y € RP\{0}. Entonces

ylzfly 5
YW1y ~ Xn—p+1-
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Demostracion.
La dividiremos en dos partes:

(a) Consideremos yo = (1,0,...0)" € R? y descompongamos W y ¥ de la forma
W:<W11 Wu)’ E:<Z11 2312)7
W21 W22 E21 E22
donde Wi, y 15 son matrices 1 x 1 (nimeros). Es obvio que yoW ~yo v 465 yo

son las componentes (1, 1)-ésimas de las matrices W~! y 7!, respectivamente.
Luego, por el lema 13.6, se tiene que

YW yo = (Why — W12W2}1W21)71 oYX o = (B0 — E1222721221)71 .
Si se denota
V=Wy- W12W251W217 U%LZ =X — E1222721221,
entonces se tiene, por el lema 1.30, que
Vi~ Win—p+1, 051'2) = UflaXi—erh

es decir, que
Y 'y V

/T -1 - 2
YWy ot

2
~ Xn—p+1'

(b) Siy € RP\{0} cualquiera y A es una matriz p X p invertible cuya primera
columna es y, entonces y = Ayg. Sabemos, por las propiedades generales de
la distribucién de Wishart, que A=W (A’)~! sigue un modelo de distribucién
W, (n, A7'S(A™)) . Aplicando la parte (a) a dicha distribucién se tiene:

YISy AT Ay, e (ATIS(ATY)) Ty
y’Wﬁly y(’)A’W*IAyo y6 (Aflw(Afl)/)fl Yo

2
~ Xn—p+1-

El resultado que perseguimos es el siguiente:

Teorema 1.32.

Consideremos un espacio de probabilidad (€2, A, P) y dos variables independientes de-
finidas sobre éste, Y ~ Np(u,2) y W ~ Wy(n,X), donde n > py ¥ > 0. Sea la
variable

n—p+1

F= YWy,

Entonces F' ~ F, ,—p1 (WS ).
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Demostracion.

Consideremos U = Y'S7Y y R = ;/,E:K,. Entonces

U= (271/23/)’271/2}/ _ HE—I/QYHZ’
donde 272V ~ N,(X7V2,1d). Por lo tanto,
U~ XZ (W ).

Consideremos, para cada y € RP| la funcién R(y,-), que asigna a cada matriz W de
dimensiones p X p y definida positiva el nimero real

yEly
yWw-ly

Se tiene entonces, en virtud de (1.7), que, para cada y € R?,
PRY=Y _ (PW\Y:Y) R(y )

Al ser Y y W independientes, se verifica que PWIY = PV —= Wy(n,%). Luego,
aplicando el lema 1.31, se deduce que R|Y =y ~ X%—p+1' Al no depender de y, se
deduce que Y y R son independientes y R ~ Xghp +1- Como U es funcién medible de
Y, Ry U son independientes. Por lo tanto

R/(%% ~ Fpnpr1 (WS 0)
Ahora bien,
R/(nU—/ZH) = ,L_§+1YW*1Y:F' |
Definicion.

Consideremos Y ~ N,(p,X) y W ~ W,(n,X) independientes, con n > p, y sea § =
W'Y~ € RT. En esas condiciones, se dice entonces que el estadistico

YWY (1.25)
sigue un modelo de distribucién T2-Hotelling de pardmetros p, n, §, denotandose

nY' WY ~ T2 (5)

p,n

En el caso § = 0 se denota T7,,.
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Es facil comprobar que, dado § € R, existen 4 € R? y ¥ > 0 p x p tales que
§ = /7 . Por otro lado, el teorema anterior da sentido a esta definicién ya que
garantiza que la distribucién de Y'W~'Y depende de u y ¥ tinicamente a través de
§ = (/X7 . Ademss, y en virtud del mismo resultado, deducimos que la distribucién
T? no es esencialmente nueva, sino que se trata (salvo una constante) de un modelo
F' de Snedecor. Es mas, respecto a los cuantiles de la misma, se verifica

n
I = n,i]irlFﬁn—pH-

Como veremos en los capitulos 2 y 4, la distribucién T2 de Hotelling est4 ligada al
contraste de la media en el modelo Lineal Normal Multivariante, cuando la hipdte-
sis inicial es un hiperplano del espacio de parametros, por ejemplo, en el contraste
de una media, en la comparacion de las medias de dos distribuciones o en los con-
trastes parciales de los coeficientes de regresion. En el caso univariante, todos estos
contrastes se resuelven mediante la distribucién ¢ de Student. Teniendo en cuenta
este comentario junto con el teorema 1.32'°, podemos entender, si se nos permite el
abuso, la distribucién T? de Hotelling como una generalizacién del cuadrado de la ¢
de Student al caso multivariante.

Cuestiones propuestas

1. Demostrar el teorema 1.27.

2. En el lema 1.30, podemos obtener Wy, Wy y Wiy a partir de T, U y V.
Ademsds, la matriz de derivadas parciales de dicha transformacion verifica:

T U V
Wae Id
Wa 0 Wyt

Wi 0 0 Id

El jacobiano de dicha transformacién es |[Wap| L.
3. ;(Puede estar una distribucion W, dominada por la medida de Lebesgue en RP*?

4. Considérese W ~ W,(n,Id), n > p. Pruébese que admite la siguiente densidad
respecto a mp(p;l)

f(w)

_ | exp{(—1/2)tr(w)}
— 2w DAT T ((n+1-4))’

w > 0.

10éngase en cuenta que el cuadrado de la distribucién ¢ de Student con m grados de libertad es
la distribucion F ,.
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Nota: Consideremos la aplicacién siguiente

w1 Wi2 ... Wiy
, pp+1) W12 W2 ... Wz
(b:(w117"'7w1p7w227'"7w2p7"'7wpp) € 2 I .
Wip Wop ... Wpp
Lo que se afirma realmente es que
-1
dP(z7 w) p(p+1)

(w*) = f(p(w")), donde w* €e R™ =z

p(p+1)
2

Indicacién: Si razonamos por induccion, el caso p = 1 es trivial, teniendo en
cuenta que la densidad de la distribucién x? es la siguiente:

[(2)2] o5 o {5 et

Para demostrar el caso p+1, considerense T, U, V' como en el lema 1.30, con q=1.
p(p+1)
2

Téngase en cuenta que, segun el lema 1.29(c), (T,U,V) << m . Obténgase
la funcién de densidad fruv (¢, u,v) = fr(t) ¥ fur=¢(w) X fvr,0)=@w) (v), donde
fr es ya conocida por hipédtesis de induccién. Considérese la transformacion

propuesta en la cuestion 2 y apliquese el teorema del cambio de variables.

. Considérese W ~ W,(n,X), con n > p y ¥ > 0. Entonces admite la siguiente

densidad:

|w|(=P=D/2 exp {—%tr (E‘lw)}

= , w>0.
2re2pp-D/4|S|n/2[TP_ T (Y(n +1 —1))’

f(w)

Indicacién: Téngase en cuenta que, segin el teorema 13.8, existe una matriz
pxp triangular superior C, tal que ¥ = C'C". Se verifica que, si W* ~ W,(n, Id),
entonces W = CW*C" ~ W,(n,X). El resultado se sigue pues del problema 4
teniendo en cuenta el jacobiano de esta transformacién inversa es |C|~(P*1).

. Demostrar que si Wy, ..., Wy son independientes y distribuidas segiin un modelo

Wy(n;, 2), i =1, ..., k, entonces Ele W; ~ WP(ZL ng, ).

. Demostrar que si W ~ W,(n,X) y w € M,y, simétrica, entonces su funcién

caracteristica es la siguiente

ow(w) = |1d — 2i¥w| /2.
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Indicacién: Considérese X7, ... X, iid N,(0, Id). Entonces, si X = (X;...X,,)’,
X ~ Npp(0,1d,1d) y X'X ~ W,(n). Se verifica:

ow(w) = E(exp{itr(X'X)w}) = HE exp{iXjwX;})
j=1
n n p
E (exp{iY; DY;}) = [T T] E (exp{iY;idi})
j=1 j=1k=1
n p
= JIIIQ - 2id)""* = |1a — 2iD|"/* = |1d — 2iIdw| "/,
Jj=1k=1

donde w = I"DT', con I' ortogonal, D = diag(ds,...,dk), e Y; = I'X;, j =
1,...,n. Considerando la transformacién R = XX'/2 se obtiene el resultado
general.

8. Obtener la funcién generatriz de la distribucién de Wishart.

Indicacién: Teniendo en cuenta que | Y71 —2w| = |L]7!|Id—2Xw| y siguiendo el
esquema anterior, concluir que, si w es una matriz simétrica tal que X! — 2w >
0, entonces gy (w) = |Id — 2%w| /2.

9. Demostrar que para obtener la tesis del teorema 1.26 es suficiente que la dis-
tribucién de vec(X) esté dominada por la medida de Lebesgue en R", donde
n>p.

10. Obtener la distribucién condicional X;|Xs = 2o de manera andloga al teorema
1.20, pero estando la matriz aleatoria descompuesta por filas.

11. Consideremos una matriz aleatoria X m x r y una matriz T m x r. Entonces,
Prrrx)(t) = ¢x(tT), para todo t € R.

12. Demostrar que, si X ~ Ny, (11, I, 5) y T € My, entonces

tr(T'X) ~ N (tr(T'p), tr(T'TTY)).

13. Demostrar que, si Z = (Z;;) matriz aleatoria con valores en M, ¥ ft € Moy,
donde Z;; ~ N(u;j,1) independientes Vi, j, entonces tr(Z'Z) ~ x2, (tr(p'p)).

14. Demostrar que, em las condiciones anteriores,

tr((X — ) THX = ) Z71) ~ Xy
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Demostrar que, en las condiciones anteriores,
tr(XTTXS™) ~ oy, (tr(WT ).

Demostrar que, si W ~ W,(n, ¥, 6), entonces tr(S7'W) ~ x2 (tr(X714)).
Demostrar que, si W ~ W,(n,X), entonces |S'W| ~ []7_, U;, donde U; sigue
un modelo de distribucién x2_, +1, 1 =1, ..., p, siendo todos independientes.
Indicacién: Razonar por induccién sobre p. Para ello, descomponer W de la

Wi Wi )
W = .
( War Wa

forma

Aplicar entonces el lema 1.30.

Demostrar que E[|W|] =n(n —1)...(n —p+ 1)|3].

Nota 1(varianza generalizada): Si una distribucién multivariante posee ma-
triz de covarianza %, se define su varianza generalizada como |X|. Debe en-
tenderse, en cierta forma, como el cuadrado del volumen engendrado por las
distintas componentes del vector aleatorio. Serd de utilidad en distintos aspec-
tos del analisis multivariante, por ejemplo, en el contraste de independencia de
las componentes del vector. Segin el dltimo resultado, bajo las condiciones del
modelo lineal normal multivariante, el estimador insesgado de minima varianza
de |X]| es % También puede probarse que |Z| = [0, 02| P], donde
P denota la matriz de correlaciones. Para un estudio més detallado, consultar
Anderson(1958) y Johnson (1992).

Nota 2 (varianza total): dado un vector aleatorio X con matriz de covarian-
zas X, se define la varianza total como

varp[X] = tr(X) (1.26)

. Se hace referencia a este concepto en el capitulo dedicado al andlisis de com-
ponentes principales. Los dos ejercicios siguientes proporcionan un resultado de
interés para dicho capitulo.

Sea X un vector aleatorio p-dimensional tal que E[X] = u y Cov[X] = X. Se
verifica entonces

p 2] =
?elﬂxrz}E[”X cll’] = vars[X],

alcanzandose cuando ¢ = p.
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20. Dado un vector aleatorio

21.

X, N 0 Y X
X, i 0/ \ Zo1 2o ’

B=19%0, o= — L1255 Y.

sean

Se verifica entonces

beMI;:quI}deRp [H 1= (bX2 + )”] Lo, (1.27)

y se alcanza cuando b= 3,y d = 0.

Indicacién: Considérese la proposicion 1.5 junto con el ejercicio anterior.

Probar que la igualdad (1.27) es vélida en general (sin suponer normalidad).

Indicacién: Ver el Apéndice (secciéon dedicada a Generalidades sobre Proba-
bilidad) del volumen 1.
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Capitulo 2

Modelo lineal normal multivariante

En este capitulo se estudia un modelo estadistico que servirda de marco general pa-
ra problemas tan importantes como la inferencias acerca de una o varias medias o la
regresion lineal multivariantes. Guarda también una estrecha relacién con el anélisis
de correlacién candnica y el andlisis discriminante. El modelo lineal normal multi-
variante no es sino una generalizacion del modelo lineal normal. Podemos encontrar
un estudio detallado de este ultimo en el capitulo 3 del volumen 1. Reproduciremos
casi por completo la estructura de dicho capitulo, estudiando los problemas de esti-
macién puntual y contraste de hipétesis para la media, para acabar con un estudio
asintético del modelo. Los contrastes relativos a la matriz de varianzas-covarianzas
se consideraran en capitulos sucesivos, especialmente en el tercero.

No obstante, en el modelo lineal multivariante no podemos hablar en general de un
test cominmente aceptado como dptimo para resolver el contraste de la media, como
sucediera en el modelo univariante con el denominado test F. De hecho, en la literatura
multivariante se manejan hasta cuatro test distintos (Wilks, Lawley-Hotelling, Roy
y Pillai), cada uno de los cuales se justifica desde un determinado punto de vista,
como veremos a lo largo del capitulo. Estos cuatro tests poseen como denominador
comun el estar todos construidos a partir de ciertos autovalores, que desempefnian un
papel fundamental en el andlisis multivariante, de ahi que, siguiendo el esquema de
Arnold (1981), se haya hecho un notable esfuerzo para justificar su presencia (por no
decir ubicuidad), en virtud de los principios de suficiencia e invarianza'. El significado
de estos autovalores quedard definitivamente esclarecido en el capitulo dedicado al
andlisis discriminante.

Las distribuciones nulas de los estadisticos de Wilks, Lawley-Hotelling, Pillai y

'En el Apéndice del primer volumen podemos encontrar las nociones bésicas relativas al principio
de invarianza
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Roy son complicadas y no se utilizan en la practica. En su lugar suelen considerarse
aproximaciones a la distribucion F' Snedecor o bien las aproximaciones asintdticas a
la distribucién x2, en el caso de los tres primeros, y U en el caso de Roy. Lo més
interesante de esta convergencia es que sigue siendo vélida aun violando la hipdtesis
de normalidad multivariante de las observaciones, siempre y cuando se verifique la de-
nominada condicién de Huber. Todo ello se expone en la séptima seccion del capitulo.
Por ultimo, podemos encontrar una breve introduccion al contraste generalizado para
la media que sera necesaria para abordar el andlisis de perfiles.

El modelo es pues el siguiente: dados v € Mpyp, vy V C R?, se dice v € V cuando
cada uno de sus vectores columnas pertenece a V. Pues bien, un modelo lineal normal
multivariante es una estructura estadistica dada por una matriz aleatoria

Y ~ Nop(p, Id, 5), (2.1)

donde n > p, ¥ es una matriz p X p definida positiva y p es una matriz n X p tal
que p € V, siendo V' un subespacio de R™ de dimensiéon menor que n. Si se denota
Y=W...Ya) yu=_(u...un), se tiene, en virtud del teorema 1.21, que (2.1) es
equivalente a afirmar que

Y;,NNP(MHZ)> 7::17"'711

siendo ademas independientes entre si. El espacio de parametros para esta estructura
estadistica es
O={(g,X):peV, >0}

No obstante, si X es una matriz n X dimV cuyas columnas constituyen una base del
subespacio V', u se expresard como X3, para una unica matriz 3, de tipo dimV X p.
Con lo cual, el espacio de pardmetros seria

(—)X = {(ﬁ? 2) : ﬁ e MdimVx;n E > O}

Esta tltima parametrizacion del modelo se denomina versién coordenada. Abordamos
a continuacion los problemas de estimacion de los parametros del modelo y de test
de hipdtesis sobre la media.

2.1. Estimacion

Afrontemos, en primer lugar, el problema de estimar los parametros p y X. Para
ello, consideremos los estadisticos

po= PY =X(X'X)'X'Y
Y = g Y P = gy Y (Id - X(XX)TIXY
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Estos estimadores son las traducciones al lenguaje matricial de los estimadores natu-
rales del modelo lineal univariante estudiado en el capitulo 3 del primer volumen.

Teorema 2.1.
Se verifica que i ~ N, (11, P, X) y (n — dinV)¥ ~ W,(n — dinV, X)), y son indepen-
dientes?.

Demostracion.
Se deduce del corolario 1.25 que PyY v Y'Py1Y son independientes. Ademds, te-
niendo en cuenta que Py es idempotente, se verifica que

va ~ N7L7p(PV,U7 Pv, E)

Por otro lado,
Y'PpiY ~ Wy(n— dinV, X, ¢/ Pyop).

Como p € V, el dltimo pardmetro es 0.

Teorema 2.2.
El estadistico (ﬂ, Z) es suficiente y completo.

Demostracion.
La funcién de verosimilitud es la siguiente:

L(y,p,X) = W exp {—%tr (Z_l(y =)'y — N))} :

Sea X € M, una base ortonormal de V' (luego, Py = XX’y u= Pyu=XX'n) y
h definida de la forma

B 1 1 1y
h(/'L7 E) - (QW)PH/Q‘E‘H/Q exp{_gtrE 274 }
Entonces

1
L(y, 1, %) = h(u, X) exp {—itr(Ele’Y) + tr(Eillu’XX’Y)} .

Siendo ¥ > 0, podemos considerar ¥~ !. Utilizaremos la siguiente notacién:
A oo Ay Ty ... Ty
=1 o, T=YY=| o :
Ay oAy Ty ... Ty

2Nétese que se trata de una versién multivariante del teorema de Fisher.
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Sea § = X'u¥"! € M,,, expresiandose de la forma 6 = (6;...6,), con §; € R?
i=1,...,p. Igualmente, sea U = X'Y € M, con U = (U;...U,), donde U; € R?,

i =1,...,p. Consideremos entonces los siguientes vectores:
Ay
A, = diag(X™) = : eR?, Ty = diag(T),
App
Ajp
Ay = triangsup(X 1) = : e RPP=U/2 T, = triangsup(T) € RP®P~1/2,
Apfl,p
91 Uy
0=\ : | err, U=| : | err.
0, Uy

Entonces, tr(S'YY") = ATy + 2ALT, y tr(S '/ XX'Y) = tr(9'U) = @'U. Consi-
deremos las siguientes funciones @) y S:

A, 17,
Qu,X) = A~2 ) S(Y) = —Tz
o U

Se verifica entonces

Ly, 1, 2) = h(p, S) exp {(Q(1, X)) S(y) } -

Por lo tanto, estamos hablando de una estructura estadistica de tipo exponencial y,
aplicando el teorema de factorizaciéon de Neyman se deduce que el estadistico S es
suficiente. Ademés, puede comprobarse que el interior de {Q(i,X) : p € V, ¥ > 0}
es distinto del vacio®. En consecuencia, S es completo. Ademés, podemos encontrar
una biyeccién bimedible ¢ tal que

9(5) = (1, 2),

de manera que (ji, ) es, igualmente, suficiente y completo.

3Téngase en cuenta que el conjunto de las matrices p x p simétricas se corresponden, de manera
natural, con RP(Pt1/2 v que el subconjunto de las matrices definidas positivas (es decir, aquellas

cuyo p-ésimo autovalor es estrictamente positivo) se identifica entonces con un abierto, pues el
p-ésimo autovalor es una funcién continua.
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Corolario 2.3.
EIMV iy X son los estimadores insesgados de minima varianza de p y 3, respectivamente.

Demostracion.
Del teorema 2.1 se deduce que

E[i] = p, E[Y] = X.

Ademés, todas las componentes son de cuadrados sumables?. Luego, aplicando el
teorema 2.2 junto con el de Lehmann-Scheffé, se tiene que

E[il(a, )] o (1,%) = i

es el EIMV (esencialmente tinico) de p. Lo mismo sucede con X.

Veamos qué podemos decir respecto al principio de maxima verosimilitud.

Teorema 2.4.
(ﬂ, %E) es el estimador de maxima verosimilitud de (p, X).

Demostracion.
Recordemos que la funcién de verosimilitud es

Ly, p, ) = W exp {—%tr My =)'y - u))} :

Tener en cuenta que y — i = Py1y y, entonces, (y — i)'(ii — u) = 0. Por lo tanto, se
tiene que

tr (SN y =)' (y—p) =t (B Ny — @) (y — ) +tr (5710 — p)' (3 — ) -

Puede demostrarse facilmente que el ltimo sumando no puede ser negativo. Luego,
para valores de y y ¥ fijos, la anterior expresién alcanza el minimo (y la funcién de
verosimilitud el méximo) cuando p = fi. Pues bien, dado y, busquemos entonces el
valor de ¥ que maximiza

Ly, 1, ¥) = W exp {—%tr 'y -y - ﬂ))} :

4Al ser normales univariantes o sumas de productos de normales univariantes, existen los mo-
mentos de todos los érdenes.
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Sea A= (y— i) (y — i) = (n — dimV)%, que sabemos se distribuye segiin un modelo
W,(n—dinV, X) y que, por lo tanto, es definida positiva con probabilidad 1. Aplicando
el teorema 13.11, se tiene que el méximo se alcanza en

5 — lA: n—dimvi

n n

Recapitulando, tenemos que, dados y, p y X,

Ly, 1, 5) < L(y, 1, 8) < L (y% g% :

Por cierto, la matriz n~!(n — dimv)i, que el el EMV de X, no es sino la matriz de
varianzas-covarianzas totales muestral Sy, segin se define en el Apéndice del primer
volumen. Para acabar con el problema de estimacién, supongamos que la estructura
estadistica se ha parametrizado mediante la familia ©x, donde X es una base de V/,
es decir, 4 = X3. En ese caso, se verifica que 8 = (X'X)™'X’u. Se define entonces un
estimador de  mediante

b= (XX)'X = (XR) XY,
con lo cual, se verifican, trivialmente, las siguientes propiedades:
Teorema 2.5. (i) 3~ N,,(3,(X’X)"1, %), y por lo tanto es un estimador centrado.
(i) El estadistico (57 i) es suficiente y completo.
(ii)) 7 es el EIMV de 3.

(iv) (5 %z) es el EMV de (4, %).

2.2. Contrastes lineales sobre la media

Afrontaremos en esta seccién el problema de contraste de hipétesis acerca del
parametro p. Concretamente, resolveremos problemas del tipo siguiente: dado un
subespacio W C V| contrastaremos la hipdtesis inicial Hy : 1 € W contra la alterna-
tiva. Por lo tanto, la hipdtesis inicial viene dada por el subconjunto de parametros
O = {(11,X) : p € W, X > 0}. Supondremos que n > p—+dimV. Los tests que propon-
dremos para resolver el contraste se justifican en buena medida mediante el principio
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de invarianza®. El proceso puede descomponerse en tres etapas, al igual que sucediera
en el caso univarianteS:

1. Paso a forma candnica En primer lugar, aplicaremos a nuestro modelo una
transformacién bimedible, basado en un cambio de base de R™. El objeto del
mismo es estructurar el espacio de pardmetros de manera natural en funcion
de la hipétesis a contrastar. Para ello consideraremos tres matrices X1, Xa y X3,
bases ortonormales de los subespacios ortogonales W, V|W y V+. respectiva-
mente. Sea entonces la transformacién bimedible ¢ de My, en si mismo, que
hace corresponder a cada matriz Y la matriz Z = ¢(Y) definida mediante

X

Z=\| X |Vv

X,
La columna j-ésima de Z estd compuesta por las coordenadas de la columna
j-ésima de Y respecto a una base ortonormal de R™, la cual se descompone
a su vez en bases de W, V|W y VL. Si se denota Z; = XY, v; = X)u, para
1 =1,2,3, se tiene un nuevo modelo, que denominamos canénico, compuesto
por tres matrices aleatorios independientes

Zy o~ NdimW,p(V17 14, 2)7
Zy ~ NainV-ginW p(v2, 14, ¥),
Zz ~ Np_ginv,(0,1d,%).

La familia de distribuciones puede expresarse pues con la ayuda del parametro
(v1, 12, %), que recorre el espacio

N
MainW xp X M@inV-dimWyxp X Mysp;
siendo M

pPXp
definidas positivas. La hipdtesis inicial se traduce entonces en Hy : v5 = 0.

el conjunto de las matrices cuadradas de orden p, simétricas y

2. Reduccién por suficiencia. En virtud del teorema 2.2, el estadistico (ﬂ, i)
es suficiente y completo. Dado que

~ Xlzl - !
- S o 2L 7.
H (x222 ) X 323,

5Para una introduccién a los conceptos de Suficiencia e Invarianza, ver el capitulo prelimianr del
volumen 1. Para un estudio més avanzado de Invarianza y su relacién con Suficiencia, cf. Lehmann
(1986), cap. 6.

6Ver el capitulo 3 del volumen 1
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se verifica que S = (Zy, Zs, Z4Z3) es, a su vez, un estadistico suficiente y com-
pleto respecto al modelo candnico. Sabemos que el considerar tinicamente la
imagen de dicho estadistico, lo cual se denomina reduccién por suficiencia, no
conlleva pérdida alguna de informacién en el sentido de Fisher y no afecta, co-
mo veremos mas adelante, a la bisqueda de un test UMP a nivel . Ademas,
al ser completo, la reduccién por suficiencia es méxima, esto es, una reduccion
mas profunda si implicarfa pérdida de informacion referente al parametro. Las
distribuciones del nuevo modelo reducido podran expresarse, igual que en la
fase anterior”, con la ayuda del pardmetro (v, v9, ). La hipétesis a contrastar
sigue siendo v, = 0.

Tras estos dos primeros pasos, seguimos contando con un espacio de observa-
ciones demasiado complicado, concretamente

R[)<dimv+7)(77+ 1)/2

Ello nos obliga a nuevas reducciones, que implicaran pérdida de informacion.
No obstante, dicha pérdida se vera justificada por el principio de Invarianza.

Reduccién por invarianza. Consideremos el siguiente grupo de transforma-
ciones bimedibles en el modelo canénico

G ={gura k€ Mainwsp T € Odiny_ainw, A€ M},

siendo
7, N+ k
gera | 22 | = I'Z,A
Zs Zs\

Puede comprobarse facilmente que G deja invariante tanto el modelo como el
problema de contraste de hipétesis considerados. Por ello, el Principio de Inva-
rianza propone restringir la busqueda de tests a aquellos que sean igualmente
invariantes, y entre éstos seleccionar el mejor desde algun criterio establecido.
En este caso y dado « € (0,1), intentaremos encontrar el test UMP-invariante
a nivel a.

Dado que previamente hemos efectuado una reduccién por suficiencia y que
el estadistico suficiente S es trivialmente equivariante’ respecto a G, podemos

"Una reduccién por suficiencia no puede implicar simplificacién alguna en el espacio de pardme-

8En general, Los términos Oy, y M}, denotan, en general, los conjunto de las matrices cuadradas
de orden m y ortogonales, en el primer caso e invertibles en el segundo.
9Ver Apéndice del primer volumen.
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considerar el grupo de transformaciones G° que G induce de manera natural
sobre el modelo imagen de S y buscar en dicho modelo un test ¢g UMP-
invariante respecto a G a nivel a. De conseguirlo, el test ¢g o S, definido
sobre el modelo canénico, cumplira la condicién deseada. Vayamos por partes.

En primer lugar, el grupo G puede descomponerse en la suma de los subgrupos

Gr={g,: k € Mainwxp}> G2 = {gr : O € Ogqiny_ainw } ¥ Gz = {gy : A €
M}, donde

Zl Zl + k Z1 Zl
g Zy = Zy > 8r Zy = 'z, )
ZéZg VAYAS ZéZg Z§Z3
1 ZiA
g Zo = Zo\
AV NZLZ5 A\

Nuestro primer objetivo es encontrar un estadistico invariante maximal respec-
to a G, asf como el correspondiente invariante maximal para el espacio de
pardmetros. Aprovechando la descomposicién de G¥, y dado que los tres gru-
pos satisfacen las propiedades necesarias, dicha busqueda se realizara en tres
etapas, siguiendo primero el orden 1 — 2 — 3 y, a continuacién, siguiendo el
orden 1 — 3 — 2:

(a) El siguiente estadistico es, trivialmente, G-invariante maximal:

Zy
Z
M| Zy :(Z{; )
ZLZs 38

Una aplicacién Gi-invariante maximal (es decir, invariante maximal en el espa-
cio de pardmetros) es vy (vy, 12, 2) = (19, X). Por tanto, la distribucién de M,
no depende de 4. M; induce dos grupos de transformaciones sobre el espacio
de llegada, G} y G3, cuyos elementos verifican

1 Z? _ I—‘Z2 1 Z2 _ ZQA
T\ zizy ) "\ 21z, )0 M\ zz, ) T\ Nzzen )

Por el teorema 13.9, se tiene que el estadistico siguiente es Gi-invariante maxi-

T YAYAS
M} = 2 .
: ( ZyZ3 > < 7373

mal:
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[ L =1 . . . .
Ademis, la aplicacién vl(ve, X)) = (Vhis, X)) es G,-invariante maximal. M. in-
) 2(V2, 2V2, 2 2
duce en el espacio de llegada el grupo de transformaciones G2 cuyos elementos

o B7:\ _ [ NZZoA
I\ 7z, NZLZA )

Entonces, el estadistico M3? que asocia a (Z4Zs, Z473) las raices ordenadas

verifican

(t1,...,1p) '° del polinomio en t |Z,Z; — tZ}Z5], es Gi*-invariante maximal.
Efectivamente, efecto, es invariante, pues, para todo A, las raices de |Z,Zy —
tZ}Z5] coinciden con las de

|N'ZyZo\ —tN' Z,Z3sN| = |N?| 252, — t 2} Z3).

Ademads, es maximal pues, si Uy, Uy, Ry y R son matrices de ./\/l; tales que las
rafces t1,...,t, de |U; — tRy| coinciden con las de |Uy — Ry, existen, en virtud
del teorema 13.7, dos matrices C1,Cy € M; invertibles tales que
t1 0
CUC) = = CoUs O, CiRC) = 1d = Cy,R,C.
0 tp

Si consideramos A = Cy 'O}, se tiene que

U\ _ o U
R2 [N Rl )

como querfamos demostrar. Analogamente, la aplicacién vi? que asigna al pardm
tro (V41s, ) las raices ordenadas 6y, ..., 6, del polinomio en

|vhvy — 03,

—12 . . .
es G4 -invariante maximal.

(b) Procedamos en distinto orden: tras el primer paso, consideramos el grupo
G}, de manera que un estadistico invariante maximal para dicho grupo es el
siguiente:

Zy _
M} ( > = Z,(Z,75)"1Z..
3 ZéZ3 2( 3 3) 2

0Fn virtud del teorema 13.7, todas son reales y no negativas. Es ficil demostrar que el niimero
de raices positivas coincide con el rango de Zs, que, bajo nuestras hipétesis es, en virtud del teorema
1.26, el minimo entre dimV — dimW y p.
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En efecto, es trivialmente invariante. Ademas, si L1, Ly € M@inV_qinW)xp ¥
Ry, Ry € /Vl; definidas positivas verifican que

wi(m )= (m)

entonces, en virtud del teorema 13.10, existe una matriz B € M, invertible tal
que Ly = BL y Ry = BR,B’. Considerando A = B’ se acaba. Por otro lado, la
aplicacién vi(ve, X) = X710} es é;—invariante maximal. Ademés. M; induce
sobre el espacio de llegada el grupo de transformaciones G133, cuyos elementos
se definen mediante

902 (Z2(2423) 71 Z4) = T Zo(Z425) Z3T.

El estadistico M;? constituido por los autovalores ordenados (] ... ,t, ;) de la
matriz'!
Z(Z325)7" 7y

es GP-invariante maximal. En efecto, se tiene que
T Zo(2523) 1 257 — r1d| = [T Zy(Z525) ' Z4T — ¢'T'1dl”|
= || Z(Z325) " 2 — t'1d.
Por lo tanto, los autovalores de I'Zy(Z4Z3) ™1 ZiT" coinciden con los de la matriz

Zo(Z573)71 Z5. Luego, MJ? es invariante. Por otro lado, si T} y T» son matri-
ces simétricas semidefinidas positivas de orden dimV|W y poseen los mismos

autovalores, t7, ..., :iimV— qimy> €ntonces, existen I'y, Ty € OdimV|W tales que
) 0
[T =TT, = .
!
0 tdimvfdimW

Considerando I' = T',I'; acabamos. Asimismo, la aplicacién vi® que asigna a
1,714 los autovalores ordenados (61, .., 04, v 4inp) de la matriz 5%~ vy,

—13 . . .
es (7, -invariante maximal.

De esta forma, los estadisticos definidos sobre el modelo canénico

(tr,...,ty) = M3* o My o M, o S,

Al ser una matriz semidefinida positiva, son todos no negativos. El nimero de autovalores
positivos coincide con el rango de Z,.

UEX
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(... ’t:iimV\W) =My>oMj oM oS

son G-invariantes maximales. Veamos que el obtener invariantes maximales
siguiendo dos secuencias distintas permite simplificar sutilmente el problema.
En lo que sigue, b denotard el minimo entre p y dimV|W. Si b = p, se deduce del
teorema 13.7 que ty,...,t, > 0,t,...,6, >0yt =...= t/dimV\W = 0. Por
contra, si b = dimV|W, se tiene que #},... ’tiiimV|W >0, 1, tgagyw > 0y
tdimV\W+1 = ... =1, = 0. Por lo tanto, se deduce de la propia definiciéon de
estadistico invariante maximal que (¢1,...,%) y (#,...,t,) son G-invariantes
maximales. Andlogamente, las funciones

/ /
(01,...,6y), (61,...,0,)
son G-invariantes maximales. Consideremos entonces el siguiente resultado:

Lema 2.6.
Sean p,k,r,n € N, talesquen > 7 +py k <r,ysean Q € Mginy_ainW)xp ¥
R € M, definida positiva. Entonces, si ¢t # 0,

Q'Q —tR| = (=) "*|R| - [QR™'Q" — t1d].

Demostracion.
Se tiene, en primer lugar,

Id Q| |Id-QiR'Q 0
Q tR Q' tR
= D) TRR] L QRTIQ — 14

1.
= 1tr - 10~ {QR Q]

Por otra parte,
Id @ |_|1Id Q PV
’Q/ tR _' 0 tR—QQ ’—tR Q'QI = (-1)"|Q'Q —tR|.

Igualando ambos términos se concluye.

Como consecuencia del lema, se tiene que, si t # 0,

|25 2y — 1 Z4 73] = (—t)P "M Z4 25| - | Zo( 24 Z5) 7 2y — t1d).

Entonces, (t1,...,%) y (t],...,t,) coinciden. Lo mismo puede decirse de los
pardmetros (04, ...,60,) y (6}, ...,6;). Resumiendo, hemos obtenido el siguiente
resultado:
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Teorema 2.7.

El estadistico (¢1,...,t), donde b = min{dinV — dinW,p} y los ¢;'s son las b raices
positivas ordenadas del polinomio en ¢ | Z,Zy—tZ} Z3|, que coinciden con los b autovalores
positivos de la matriz Zy(Z373) "' Z}, es G-invariante maximal, y su distribucién depende
del pardmetro (v1,15,3) a través de las b primeras raices ordenadas (01, ...,0;) del
polinomio en @ |v4vs — 63|, que coinciden con los b primeros autovalores de 1,710}, y
depende de las dimensiones n, p, dimV y dimWW a través de p, dimV|W y n — dimV.

Expresando el estadistico y los parametros en los términos originales, tenemos que
ZyZy = Y'Xo X3Y = Y'PyjwY, que se denotara en lo que sigue por S,. Igualmente,
Z473 = Y'Py.Y, que se denota por Ss. Asi pues, (t1,...,%,) son las raices positivas
ordenadas de |S2 — tS3], que coinciden con los autovalores positivos de Z5S5 Yz y
constituyen un estadistico invariante maximal'?, cuya distribucién depende de py 3
a través de (61, ...,6;), que son las b primeras raices ordenadas de |p/ Py p — 63| (es
decir, los b primeros autovalores de 15X 114). Asi pues, la aplicacién del principio de
Invarianza conduce a considerar unicamente estadisticos de contrastes que sean fun-
ciones de (1, ..., ), cuya distribucién, (Nnyp(u., 1d, Z))(t]’""t") se denotard mediante
Pp,dimV‘WArIlfdimV(Hl’ ...,0p), siendo 6; > ... > 6, > 0. Es decir, que el principio de
Invarianza traslada el problema de constraste de hipdtesis al experimento estadistico

(Rb’Rb’ {Pp,dimV\WA,n—dimV(a) LS R[Jr]}) K

La hipdtesis inicial u € W, equivalente a v, = 0, queda reducida a 8 = (0,...,0).
En el caso nulo, Pp,dimV|W,n—dimV es a distribucién de las b primeras raices ordena-
das del polinomio |Sy — ¢S3|, donde Sy ~ W, (dinV|W,X) y S3 ~ Wy(n — dinV, X),
ambas independientes. Se trata de una distribucién continua en R cuya funcién de
densidad podemos encontrar en Anderson (1958), capitulo 13 '*. Sin embargo, dicha
distribucién resulta excesivamente complicada, siendo su uso poco frecuente en la
practical®.

Hemos de darnos cuenta de que el espacio de observaciones actual es R?, con lo
que se impone una reduccién adicional a las que ya hemos realizado. No obstante,
es importante estudiar previamente el caso mas favorable, es decir, b = 1. Dado que
b = min{p, dinV|W}, analizaremos por separado los casos p =1y dinV|W = 1.

2Respecto al grupo G, = {gop: g € G}.

13R[.] denota el conjunto de los vectores de R® cuyas componentes son no negativas positivas y
estan ordenadas de mayor a menor.

1 Asimismo, en Bilodeau (1999) se obtiene la distribucién asintética de las rafces cuando los
valores del parametro son todos distintos.

15No obstante, es interesante notar (Arnold, ejercicio 19.C.1) que, Pp,dimV|W,n7dimV

PainV|W pn—dinW—p:
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. Caso p = 1: bajo las condiciones del modelo lineal normal univariante, el

estadistico invariante maximal queda reducido a ¢, que es el autovalor de 5555 1,
cuya distribucién depende de 6, el autovalor de p/ Py uS~'. En este caso, S,
y S3 son nimeros positivos; concretamente

Sy =Y'PywY = |PywY|?, S3=Y'Py.Y =|P,.Y|>
Igualmente, 1/ Pyywp = ||Pyywpl* y £ = o2 Por lo tanto, el estadistico F
definido mediante

F( )7 n — dimV . n — dimV ||PV|WYH2
CamV|W o dinV W [Py Y2

sigue un modelo de distribucion

. 1wl

dimV|W n—-dimV’ o2 .
Se trata pues de contrastar la hipdtesis inicial § = 0 contra la alternativa
6 > 0. El experimento estadistico imagen por F' posee razén de verosimilitud
monétonall, luego, se deduce del Lema de Neyman-Pearson que el siguiente

test es uniformemente més potente a nivel « para dicho contraste

F(y) _ { 1 s F(Y) = F;imV|W,n—dimV

0 si F(Y) < ngmV\W,n—dimV

Este es precisamente, el test UMP-invariante a nivel a que se obtiene en el
modelo univariante, como podemos ver en el capitulo 3 del volumen 1, lo cual
es légico, pues el grupo de transformaciones consideradas en el modelo multi-
variante generaliza las que se consideraron en el modelo univariante. Del test F
sabemos, ademas, que es insesgado y de razén de verosimilitudes.

Caso dinV|W = 1: si W es un hiperplano de V', ¢t puede definirse como el valor
de ZgSngé, cuya distribucién depende de 6, el valor de 15X 114, Téngase en
cuenta que Z, ~ Np1(v45,X,1) = Np(v}, %), que Sz ~ Wp(n — dinV,X) y que
ambas son independientes. Dado que Z,S5 7} es un niimero, coincide con ¢ y,
entonces, el estadistico 72 definido mediante T%(y) = (n — dimV )t(y), sigue un

modelo de distribucién T2 (6) 17 o, equivalentemente,

p,n—dimV
n—dinV —p+1
p

i~ Fp,n—dimV—p+1(9)'

16Ver Apéndice del volumnel
"Este resultado es el que conduce a estudiar a distribucién 72 de Hotelling.
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Nuevamente, el problema queda reducido a contrastar la hipdtesis inicial § = 0
contra 6 > 0 en el experimento inducido por T?2. Teniendo en cuenta que dicho
experimento posee razén de verosimilitudes monétona y aplicando nuevamen-
te el Lema de Neyman-Pearson, se concluye que el test siguiente es UMP-
invariante a nivel a :

0 si T*y)<T>

= “pn—dimV

. 2 2,a
{ 1 st T%(y) > Ty ainv

Este sera el caso, por ejemplo, del contraste de una media, del de contraste de
igualdad de dos medias o los contrastes parciales de regresion.

Hemos comprobado entonces que en el caso b = 1 las cosas funcionan bastante
bien. Sin embargo, si b > 1 no existe ningtin test UMP ni UMP-invariante'®. Como ya
hemos dicho, en este caso se precisa una reduccién adicional. Veremos cuatro opciones
que daran lugar a los test de Wilks, Lawley-Hotelling, Roy y Pillay, respectivamente.
A continuacién vamos a estudiarlos y justificarlos uno a uno, partiendo de principios

intuitivos como los de méxima verosimilitud, sustitucién o unién-intersecciéon'.

2.3. Test de Wilks

Veremos en esta seccion que el denominado test de Wilks es el de la razén de
verosimilitudes a nivel o para contrastar a hipétesis inicial Hy : ¢ € W. Recordemos
que éste se define, en un problema general, considerando el el estadistico de razon de
verosimilitudes (siempre que exista y sea medible)

SUDgeco, L(y,0)

Rviy) = SUPgco L(y,0)

(2.2)

En esas condiciones y de dado « € (0,1), un test de la forma

o(y) = { 1 siRV(y)<C

0 siRV(y)>C
donde C es una constante tal que

sup Py(RV < C) = «,

[ASSH)

BCf. Arnold(1981).
9En Pillay (1954) Some new test criteria in multivariate analysis, Ann. Math. Stat. 26, 117-121,
se enumeran otras justificaciones de cardcter eminentemente técnico.
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se denomina de razén de verosimilitudes a nivel a. Eso ocurre, en particular, si RV
posee una distribucién P idéntica para todo los valores de 6y, y tomamos C' = P!,
Eso es precisamente lo que ocurre en nuestro caso.

Por otra parte, es un hecho conocido?’, que bajo ciertas condiciones de regularidad
(que se verifican en nuestro caso), el estadistico RV es, salvo en un conjunto nulo,
invariante. Por lo tanto, dicho estadistico debe ser, salvo en un suceso nulo, funcién
del invariante maximals (¢y,...,%;). Consideremos, concretamente, el estadistico

n

Mly) =[] +t(y)™
i=1
y sea C;,dimV\W,nfdimV su distribucién en el caso nulo 8, = ... = 0, = 0. El test de
Wilks se define entonces de la siguiente forma:

. 11—«

b1(y) = { Losi h(y) < Cp,dimV|W,n—dimV
- . 11—

0 si My > Cp,dimV\W,n—dimV

El estadistico A; puede expresarse mas cémodamente asi:

S.
A = 15l
|S2 + Sgl
Efectivamente, si aplicamos el lema 2.6 con t = —1, se tiene que

|Sy + S3| = |Z5 25| - | Zo(Z525) ' Z} + 1d|.

Dendtese

U = Zy(Z475) ' Z} + 1d.
Como sabemos, 1, ...,%, son los autovalores positivos de la matriz Zo(Z523) "1 Z3.
Si b = dimV — dinWW, no existen mas autovalores; en caso contrario, el resto son
nulos. Ademds, ¢; es autovalor de Zy(Z4Z3)7'Z} sii 1 +¢; lo es de U. Entonces,
sl U1,...,UqinyV —qinfy denotan los autovalores de U, que es simétrica, se sigue del
teorema de diagonalizacién que

dimV -dimW b

i=1 i=1

Despejando se obtiene la expresién deseada. Veamos entonces que A; coincide con

RV :
20Lehmann (1986), pag. 341.
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Teorema 2.8.
¢ es el test de razén de verosimilitudes.

Demostracion.

En este caso se tiene
_ SupuEW,E>O ‘C(Y7 s E)

Supp.GV,E>O [’(Y7 s Z’) .

Respecto al denominador, sabemos que el maximo se alcanza en (ﬂ,
es el EMV, siendo

RV(y)

—dimV §
%2)7 pues

n — dimV - 1 . 1
—Y= ﬁ(y — )y —f) = ;y'PvLy

n

Sustituyendo, se tiene el maximo

P00 ~ _p0 pn
BN LI S ) A ) N
(2m) = [y Pyayls 2m) = |y’ Pyoyl?

Sirestringimos el parametro al caso p € W, se obtiene, de manera totalmente anéloga,
el siguiente maximo:
pl ph
e 2nz
7 n-
(2m) 2 [y' Py oy 2
Luego, el cociente buscado es

[y Pyoyl \ ™2

Teniendo en cuenta que Py = Py1 + Pyw, se tiene que

n/2
) = (2] =,

2 es estrictamente

Como la funcién que asigna a cada nimero positivo z el valor z™/
creciente, la relacién entre los cuantiles de la distribucion P de Ry en el caso nulo y

los de Cp dinV|W n—dinV ©8 la siguiente:

plo = (Ch IR
p,dimV |W n—dimV’
Ll-a . AlA o 1—a
Por lo tanto, A; > Cp,dimV\W.,n—dimV si, y sélo si, RV > P~ <.

En el caso b = 1 el test de Wilks coincide con el test UMP-invariante propuesto

UEX

anteriormente. Como corolario se tiene que dicho test es, ademds, el de razén de
verosimilitudes, cosa que ya sabiamos del volumen 1.
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2.4. Tests de Lawley-Hotelling y Pillay

El desconocimiento del pardmetro X en el contraste de y supone un serio inconve-
niente del cual hemos sido victimas, pues las reducciones por suficiencia e invarianza
nos han conducido a una estructura que, salvo en el caso b = 1, no es lo suficiente-
mente sencilla. Vamos a comprobar que, si 3 es conocido, podemos llegar, tras aplicar
una reduccién por suficiencia seguida de otra por invarianza, a un test 6ptimo. En
efecto, vamos a reproducir brevemente el esquema utilizado para la obtencion del
estadistico (¢1,...,%) aplicado a este caso concreto. El experimento estadistico que-
da, en estas condiciones, parametrizado inicamente por la media p. Tras pasar a la
forma candnica, tendremos

VAR NdimW,p(Vlv Id, E)v
ZQ ~ NdimV‘W,p(V% Id.7 E),
Z3 o~ n—dimV,p(Ov Id, E)v

siendo la hipétesis inicial ©f = {v5 = 0}. Efectuamos entonces el cambio de variables:
w= Z% Y2 Sise denota W; = Z,X Y2 y p; = 1,572, para i = 1,2, 3, se obtiene

Wi~ Ngimw p(v1,1d,14d),
W2 ~ NdimV|W,p(V2’ :[d7 Id)/
W3~ Np_gimv,(0,1d,Id),

con hipétesis inicial ©f = {n, = 0}. Si transformamos todas las matrices en vectores
mediante el orden de lecturas por filas vec, se tiene que

VeC(Wl) ~ diimW (Vec(n1)7 Id) 3

vec(W2) ~ Noginy|w (12, Id),
vec(W3) ~ Nyn_dinv)(0,1d),

siendo todos independientes entre si. La funcién de verosimilitud puede expresarse
mediante:

ol B el -2 tris) } 7%tr((W1*n1)/(w1*7]1))*%tl‘((WQ*’ﬂZ)I(WZ*nz))}
(W1, m2) = WE .

Teniendo en cuenta que

tr((W; — ) (W — i) = [lvec(H;) —vec(n)|?,  i=1,2,
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se deduce que el estadistico
H
g vec(H,)
vec(Hs)
es suficiente (ademads es completo). Si consideramos la estructura estadistica inducida

por S, el problema de decisién queda invariante ante la accién de los dos grupos
siguientes:

Gi={g: ke RM™WY Gy = {gr : T € Ogimyw}
donde
vec(WWy) vec(Wy) + k vec(W7y) vec(Wy)
Ik = ) gr =
vec(Ws) vec(Ws) vec(Ws) I'-vec(Ws)
Un estadistico invariante maximal respecto a G; & Go es

[vec(Wa)[I* ~ X;asmyw (lvecm)lI?).

Luego, dado que el experimento estadistico imagen posee razén de verosimilitud
mondétona, estamos en condiciones de aplicar el lema de Neyman-Pearson y concluir
que el siguiente test es UMP-invariante a nivel « :

. 2 2«
D ||Vec(w2)”2 ~ Npasav iy (2.4)
0 si lveclin)? < Sy
Ademas,
[vec(Wa)||” = tr(WaWa) = tr(Z5Z,57") = tr(S,E7),
que sigue, en los términos originales del parametro, un modelo de distribucion
Nasavw ((7OZ71), 6 = W' Pryw. (2:5)

Por lo tanto, el test consiste en rechazar la hipdtesis inicial cuando tr(S,%7!) >
2,

XpdimV | W

> conocida. El método de sustitucion propone, en este caso, considerar el mismo

Hemos pues encontrado un test que podemos considerar éptimo en el caso

estadistico de contraste de dicho test 6ptimo, sustituyendo X (desconocido en reali-
dad) por un buen estimador suyo, por ejemplo el EIMV y confrontar el resultado
con el cuantil (1 — «) de la distribucién nula del nuevo estadistico. El estadistico en
cuestiones es

tr (522—1) = (n— ainV)tr ($,S57).
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Pues bien, se define el estadistico de Lawley-Hotelling de la forma

Denétese por C? la distribucién de Ay en el caso nulo. Entonces el test

p,dinV|W n-dimV
de Lawley- Hotelhng se define asi:

1osi M(y) >C>2
Da(y) = { p,dimV|W n—dimV’

. 2,
0 si Aofy) < Cp,dimV\W,n—dimV

Teorema 2.9.
El test de Lawley-Hotelling estd asociado al método de sustitucién por el EIMV.

Demostracion.

. b . .. _
Se tiene que Ay = >_;_, t;, siendo ¢y, ..., &, los autovalores positivos de Z,(Z4Z3)~* Z3.
Al ser dicha matriz simétrica, se verifica

)\2 =tr (ZQ(Z‘;Z3)7IZQ) =tr (ZéZQ(Z§Z3)71) = tr(SQS:;l).

Podemos considerar el estadistico de contraste

Denétese por C* su distribucion en el caso nulo. Entonces, el test de

pdinV|W n-dimV
Pillay a nivel a, se define asi:

L 4,00
¢4(Y) _ { 1 St )\4(y) > Cp,dlmV|W7n—dimV

0 s A(y) < Cp dimV|W n-dimV’

La siguiente expresién es mas manejable:

Proposicién 2.10.
)\4 =tr (SQ(SQ + Sg)il)

Demostracién.

z es rafz no nula del polinomio en t [Z57, —tZ3Z,| sii 77 lo es del polinomio en u

|Z}Zy — w(ZyZy + Z}Z3)|. En virtud del lema 2.6, las raices no nulas del polinomio

|Z4Zy — u(Z5 29 + Z575)| coinciden con las de |Zy(Z5 7 + Z473) 71 Z} — uld)|. Luego,
b

r (SQ(SQ + Sg)_l) = tr (ZQ(Z£Z2 + ZéZg 1Z, Z
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La tnica diferencia entre este test y el de Lawley-Hotelling estriba en que aqui no
se consideran los autovalores originales ¢;’s sino una transformacion de los mismos
mediante la biyeccién de [0, +o0] en [0, 1]

xT

fla) =

Realmente, y en virtud de (5.14), el test de Pillay considera, en vez de los autovalores
originales, los denominadas coeficientes de correlacién canénica asociados, 1%, ..., r?

21 En se caso, se tiene
Ay = Z 7"1‘2 (2.6)

Desgraciadamente y tras consultar la bibliografia, no estamos en condiciones de
justificar este test de manera més precisa. El propio articulo en el cual es introducido??
no aporta ningiin argumento en ese sentido, sino que deja a entrever que se considera
este estadistico en concreto porque la suma (2.6) resulta natural.

2.5. Test de Roy

El test de Roy se basa en a idea de considerar inicamente el primer autovalor, t;,
cosa que parece razonable, teniendo en cuenta que la hipdtesis inicial se corresponde
con el caso #; = 0. No obstante, probaremos ademas que este método se deriva de la
aplicacién del principio de unién-interseccién. Ademds, guarda una estrecha relacion
con el primer vector discriminante, como se comprobara en su momento.

Asf pues, se considera el estadistico A3 = ¢;. Si se denota por C?

p,dimV|W n—dimV
su distribucién en el caso nulo, se define el test de Roy mediante

: 3,0
Losi A3(y>>cp,dimV|W,n—dimV

: 3,
0 si /\3(Y)§Cp,dimV\W,n—dimV

P3(y) =

Si gy d son vectores de W y V|W, respectivamente?®, entonces d'u = (0,.7.,0).
Luego si, ademés, q € R?, entonces d'uq = 0. Por lo tanto, si u € V, se verifica la
siguiente equivalencia

[3(d,q) € (VW) x RP: d'uq # 0] & [n ¢ W].

21Los coeficientes de correlacién canénica se estudiaran en el capitulo 6.
22Pillay (1954) Some new test criteria in multivariate analysis, Ann. Math. Stat. 26, 117-121
23En ese caso d se denomina contraste.
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Por ello, el denominado método de la unién-intersecciéon conduce, en este caso, a
contrastar, para cada par (d,q) € VW x R?, la hipétesis inicial Hy'® : d'uq = 0 (el
test correspondiente ird ligado a una regién de aceptacién) y considerar entonces la
interseccién de todas las regiones de aceptacién obtenidas como regién de aceptacion
para el contraste Hy : € W. El contraste Hg * puede resolverse construyendo un
intervalo de confianza para el niimero d’'uq, de manera que optaremos por la hipdtesis
inicial cuando el 0 quede dentro del correspondiente intervalo. Luego, el test para
contrastar Hy optard por la hipétesis inicial cuando el 0 esté en todos los intervalos
de confianza para d'uq, cuando (d,q) recorre V|IW x RP. Hemos de ingeniarnoslas
para que este test tenga el nivel de significacién « deseado. Para ello, necesitamos
que los intervalos de confianza anteriores constituyan una familia de intervalos de
confianza simultdneos a nivel 1 — «. Definimos a continuacién este concepto, tratado
va en el capitulo 2 del primer volumen.

Dado « € (0,1), una familia de intervalos de confianza a nivel 1 —a para V|W x RP
es una funcién que asigna a cada elemento (d,q) € (V|W)xRP una pareja de funciones
reales (ag 4,03 ) definidas sobre My, de tal forma que, para cada distribucién P
de la familia (2.1), se verifica

P({y € Mnyy 1 agq(y) < dug < bff,q(y),v(d,q)}) =1-a

Probaremos a continuacion que el test de Roy a nivel a decide la hipétesis alter-
nativa para una muestra y concreta si, y sélo si, existe algin par (d,q) € (VW) x R?
tal que 0 ¢ (afi"’q(y)7 bg“,q(y)) . En ese sentido decimos que el test de Roy es consistente
con los intervalos de confianza simultdneos para V|W x RP, y por ello, la relacién
entre el test de Roy y los intervalos de confianza simultdneos para V|W x RP es la
misma que existe entre el test F, los intervalos de confianza simultdneos de Scheffé,
estudiado en el modelo lineal univariante.

Un comentario previo: Cs se ha definido como la distribucion de la

dimV|W n-dimV
primera raiz de | Sy —t.53] en el caso nulo. En esa situacién, Sy y S3 son independientes
y siguen distribuciones Wy(dinV — dinW, X) y Wy (n — dinV, X), respectivamente. Si s

denota la primera raiz del polinomio en x
(e = 1) Py (o = p) = w(n — ainV)33|

se tiene que la distribucién de s, supuesto que p € V y ¥ > 0, es Cp,dimV|W,n7dimV7
dado que, en ese caso,

(=)' Pow(y —p) ~ Wy(dinV — dinl¥, X),
(n— dimV)i] ~ Wy(n— dinV, ),
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siendo ambas variables independientes y, ademds,

y—n=W—+@E—p,

perteneciendo el primer sumando a V+. Vamos a buscar una expresién alternativa
para el estadistico s. El primer resultado es consecuencia directa de la desigualdad
de Cauchy-Schwarz:

Lema 2.11.
sive R"y E CR", entonces
2
e,v
sup < z = || Pgv]|*.
ccmvo} lell
Lema 2.12.
a0 — 2
. sup [@'(i — p)q]
aevVW\{0},qeR\{0} (n — dimV)||d]|? ’Eq
Demostracion.

Por el teorema 13.7 se tiene que

N q(a—p)'Prw(p— g [ Pyyw (4 — p)all?
s= sup - = sup — .
q€RP\{0} (n — dimV)q'Xq qerr\{0} (n — dimV)qg'Xq

Aplicando el lema anterior se concluye.

Teorema 2.13.
Dado Sea « € (0,1), la pareja de funciones siguiente, construida para cada par (d,q) €
(VW) x RP, constituye una familia de intervalos de confianza simultaneos a nivel 1 — «
para los contrastes:

a ~ . 3,0 -
@Gay) = dha—/(a—am)C5 oy ldliPata

Vo) = dia+ /(= awV)C0% v asy 141705

Demostracion.
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que d,q # 0. Sip € Vy ¥ > 0, se
verifica, para todo par (d,q),

[dl(ﬂ — [L)q]2 < CB,a
(n —dinV)[|d|?q'Yq

{d’uq edjq+ \/(n - dimV)C’37”Hd||2q’f]q} = [
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En consecuencia, se tiene que

P(dha e dias i amv)cro e, vew) = Ps <€) < 1-a.

Dado que t; es, por definicién, la primera raiz del polinomio en ¢
p(t) = ‘y’PV\Wy — t(n — dimV)i‘ )

que coincide con |’ Pywjt — t(n — dainV)3|. Se verifica, por un razonamiento comple-
tamente andlogo al del lema 2.12,

d/ ~ 2
t = sup (d'f1q) .
aeV|W\{0}.qekr\{0} (n — dimV')|d||>q'>q

Entonces, si ¢3 es el test de Roy a nivel «, se tiene que ¢3 toma el valor 0 si, y sélo
si,
(d'f19)* < (0 — ainV)C**|d|’q'Eq, ¥(d,q).

La segunda proposicién equivale a afirmar que 0 € d’fiq + \/(n — ainV)C32||d||2q'2q.
En conclusién, se tiene que ¢35 = 1, es decir, se decide que p ¢ W si, y solo si, existe
un par (d,q) tal que 0 ¢ (ag,q(y)bg,q(y)) . Luego, efectivamente, el test de Roy es
consistente con los intervalos de confianza simultdneos para V|W x RP. De manera
andloga (cuestién propuesta), podemos construir, basdndonos en la distribucién nula
del primer autovalor, una familia de elipsoides de confianza simultdneos para V|W,
de manera que el test de Roy es también consistente con los mismos.

2.6. Estudio Asintotico del Modelo

En esta seccion estudiaremos el comportamiento de los estimadores y tests de
hipotesis considerados hasta el momento a medida que el tamafio de la muestra, n,
converge a infinito. Una de las ventajas que reportard este estudio serd la de poder

X
pre y cuando la muestra sea los suficientemente grande. Veremos también que estos

sttt los las dictribuciones (Y C_ 2 N
sustituir los las distribuciones C' dinV|Wn-dinV? § = 1,2,3,4, por la Xpaimy | Siem
sucede incluso prescindiendo del supuesto de p-normalidad. Aunque damos por cono-
cidos los elementos y resultados fundamentales de la teoria asintdtica, exponemos a
continuacién las definiciones de convergencias probabilidad y en distribucién, asi co-

mo un compendio de proposiciones relativas a las mismas. En todo caso, el lector
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puede recabar informacién sobre el tema en cualquier referencia clasica sobre Pro-
babilidad?4. También puede encontrar un breve resumen en el Apéndice del primer
volumen.

Sean (Xp)neny y X variables aleatorias de (€2,.4, P) en RP. Se dice que (Xn)n
converge en probabilidad X (se denota Xy N X) cuando para todo € > 0, P(|| Xy —
X||) > €) converge a 0. Si (Pn)nen v Py son probabilidades sobre (RP, RF), se dice
que (Py)n converge en distribucién a Fy, en cuyo caso se denota Py 4 Py, cuando
Ep, (f) converge a Ep,(f), para toda funcién f de R? en R medible y continua Py-c.s.
y acotada. Se dice que (Xp)n converge en distribucién a X cuando (PXn)n converge
en distribucién a PX.

Teorema 2.14. (i) La convergencia en distribucién equivale a la convergencia de las
respectivas funciones caracteristicas en todo punto de RP.

(i) Sip=1, la convergencia en distribucién de (Xpn)n a X equivale a la convergencia
de las respectivas funciones de distribucién Fy a la funcidn de distribucién de X en
cada punto de continuidad de esta dltima. En ese caso, si, ademas, Fy es continua,
para cada n € N 2% se da también una convergencia entre las funciones inversas.

(i) La convergencia en probabilidad implica convergencia en distribucién.

(iv) Si dos sucesiones de variables aleatorias convergen en probabilidad a sendas cons-
tantes, las sucesiones de las sumas y productos convergen, respectivamente, a la
suma y producto de dichas constantes.

(v) La convergencia en distribucién a una constante implica convergencia en probabi-
lidad.

(vi) Si f € C(RP) y (Xn)n converge en distribucién a X, (f(Xn))n converge en
distribucién a f(X).

(vii) Si f escontinuaen ay (Xp)n converge en distribucién a una constante a, (f(Xn))n
converge en distribucién a f(a).

(viii) Si (Xn)n, (Un)n y (Va)n convergen en distribucién a X, a (cte.) y 1, respectiva-
mente,

(a) Xo+Un>X +a.

24Ver, por ejemplo Billingsley (1986) o Ash (1972).
25En ese caso podemos hablar de la inversas de cada una de ellas
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(b) Xp-Uy-%aX

X, d

(6 3¢ =X

(ix) Si (Pa)ny (Qn)n convergen en distribucién a Py @, respectivamente, (P, X Qn)n
converge en distribucién a P x Q).

Hasta ahora hemos trabajado con modelos en el cual el término n es fijo. Es lo
que se denomina Modelo Exacto. Teniendo en cuenta que la Teorfa Asintética tiene
como objeto estudiar la evolucién de los distintos estimadores y tests de hipdtesis
en funcién de n, es necesario construir un nuevo modelo, denominado Asintético,
que, por asi decirlo, englobe todos los experimentos exactos. En nuestro caso se
definirfa com sigue. Dada una sucesién (Vq)nen de subespacios v-dimensionales de
R™, respectivamente, consideraremos el experimento estadistico constituido por una
sucesion (Z;);en de vectores aleatorios que se descomponen de la siguiente forma

Zi=p()+ fi, i€N,

donde (i) € R?y (fi)ien s una secuencia de vectores aleatorios p-dimensionales inde-
pendientes e idénticamente distribuidas con media 0 y matriz e varianzas-covarianzas
), ..., u(n)) pertenece

¥ > 0, y de tal forma que, para cadan € N, la matriz un = (p(1),
Z /yen: (f17"‘7f11)/7

al subespacio Vi. De esta forma, si se denota Yo = (Z1,..., Zn)
tendremos

Yo=tin+en, pn€Va, en~Py,,

siendo Py el conjunto de las matriz aleatorias n X p cuyas filas constituyen vecto-
res aleatorios independientes, de media 0 y matriz de varianzas-covarianzas comun
y definida positiva. Nétese que, para cada n € N, tenemos un Modelo Exacto en
dimension n, en el cual tiene sentido hablar de los estimadores

fin = PipYa,  Sn=(n—v) ' YVaPVa.

Si admitiéramos la normalidad de la distribucion de f;, estarfamos hablando de un
modelo lineal normal multivariante. Asi mismo y en lo que respecta al problema
de contraste de hip6tesis, si consideramos una secuencia (Wp)nen de subespacios w-
dimensionales de (Vi)nen, respectivamente, tendrd sentido hablar, para cada n € N,
del las raices positivas t1(n),...,ty(n) del polinomio pn(t) = |Sa(n) — tS5(n)|, donde
Sa(n) = Y Poywy Yo, Ss(n) = YDI.PVI%YD y b = min{v — w,p}. S2(n) y S3(n) pueden
expresarse, al igual que en a seccién 2, mediante Z;(n)' Za(n) y Z3(n)’Z3(n), respecti-
vamente. De esta forma, t1(n),...,%,(n), son también los autovalores positivos de la
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matriz Z»(n)Ss(n) "' Zs(n)’. El término 6(n) denotard la matriz p(n) Pyywyp(n). Por
ultimo, consideraremos, para cada n € N los siguientes estadisticos:
b

TL0+ )

Xo(n) = Zti(n),
)\3(11) = ti(n),

A1(n)

ti(n)
)\4(n) = Zl+t1(n)

i=1

Notese que, al contrario de lo que sucede en el modelo lineal normal exacto, el
modelo lineal asintético no queda parametrizado por un vector media, p, y una matriz
de varianzas-covarianzas Y. Si acaso, podriamos hablar de una sucesién de medias
(n)nen y una matriz X. Por ello, tiene aqui sentido hablar de una secuencia de
estimadores consistente para Y, pero no para pu. Este problema, que afecta al estudio
de Estimacién, podria resolverse si consideraramos el modelo asintético que resulta
de imponer a (un)nen la siguiente restriccién: suponer que existe una sucesién (Xn)nen
de bases de (Va)nen, de manera que (pun)nen verifica

38 € Myyp: pin = Xnf5, Vo € N. (2.7)

De esta forma, si tendria sentido hablar de una secuencia de estimadores consistente
para 3. Consideremos, concretamente, la secuencia definida mediante

By = (X.Xy) 'Yy, neN.

Hagamos a continuacién un inciso sobre una cuestiéon de caracter matricial. Dada
una matriz (se admiten vectores) A € M,, s, de componentes a;;, se define m(A)
como max; ; [a;;]. Si A es una matriz cuadrada de orden m, simétrica y semi definida
positiva, existe, en virtud del teorema 13.5, una matriz B con las misma dimensio-
nes tales que A = B’B. Teniendo en cuenta este hecho junto con la desigualdad de
Cauchy-Swartz, de puede probar que m(A) = méax; |a;|. También se verifica, trivial-
mente, que si A € My« v B € Mo,

m(AB) < km(A)m(B), (m(A))* < m(AA"). (2.8)

Teniendo en cuenta (2.8) junto con el teorema 13.4, se deduce que, si A es una matriz
simétrica de orden k y D es la matriz diagonal constituida por sus autovalores,
entonces

1/k*m(D) < m(A) < k*m(D). (2.9)
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En primer lugar probaremos que la secuencias de estimadores (Bn)nEN y es consis-
tentes. Mds adelante se probara lo mismo para el estimador de X. Nétese que, hasta
el momento, se ha prescindido del supuesto de normalidad.

Teorema 2.15.
Si se verifica (2.7) y m(X,Xn) — 00, la secuencia (3, )nen €s consistente.

Demostracién.
Tener en cuenta, primeramente, que

E [Bn} =0, Covm [fv’n} =X Xy) '®Y, VaeN.
Por lo tanto, dado £ > 0, se sigue de la Desigualdad de Chebyshev que

VIV -m(E) - m((X;Xn)_l).

€

P(||lvec(By) — vec(B)|| > ¢) <

Sea Dy la matriz diagonal de los autovalores de X, X, para cada n € N. Por el teorema
13.4, la matriz de los autovalores de (X;X)™" serd D;'. Luego, teniendo en cuenta

La astucia de Cramer-Wold permite probar la convergencia a la distribucién nor-

(2.9), se verifica que m((X, X)) — 0, lo cual concluye la prueba.

mal multivariante a partir de las convergencias a la normal univariante de cualquier
proyeccion. El resultado se extiende de manera natural al caso matricial.

Teorema 2.16.

Una secuencias (Xn)nen de matrices aleatorias de dimensiones m x ¢ converge a la distri-
bucién N,,, 4(6,T, X) si, y sélo si, para cada g x m- matriz A, la secuencia (tr(A’'Xy))
converge en distribucién a N (tr(A'6), tr(A'E, AY)).

neN

Demostracién.
La primera implicacion se sigue del problema 12 del capitulo 1 junto con el teorema
2.14-(vi). El reciproco se obtiene valorando las funciones caracteristicas de la secuencia

En el capitulo 3 del primer volumen se realiza una adaptacién del Teorema Limite

(tr(A’Xy)), en el punto ¢ = 1y aplicando el teorema 2.14-(i).

Central, version de Lidemberg-Feller, al estudio asintético del modelo lineal univa-
riante. Veamos una extension natural de dicho resultado al caso multivariante.

Teorema 2.17.
Si (An)nen €s una secuencia de matrices constantes, de dimensiones n X p, respectiva-
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mente, y tales que tr(Ap X Ay) =1, para todo n € Ny m(Ap) — 0, entonces
tr(ALen) 5 N(0,1).

Demostracion.

Si, para cada n € N, se denota mp = m(AnXA}), se deduce de (2.8) que mpy <
p*m(X)m(Ap)? vy, por lo tanto, converge a 0. Consideremos la descomposicién Af =
(an1, ..., ann) y sea Xn; = ap; fi, , paracadai = 1,...,n. De esta forma, se verifica que
tr(Alen) = Z?:l Xhi, siendo todas las variables Xy;, ¢ = 1,...,n, independientes,
por serlo las f;. Adem4s,

n n
E[Xni] =0, Zvar[Xm-} = Z an; Y an; = tr(ApXAL) = 1.
i=1

i=1

Dado € > 0, dendtese, para cadan € N,

n
> Xﬁilg(Xm)} ,
i=1

Si demostramos que (Cp)nen converge a 0, estaremos en las condiciones del Teorema

Ch=E

de Lindemberg-Feller, por lo quedara probada la tesis. Efectivamente, podemos expre-
sar X2, mediante [(X2an;)'(X7Y2f;)]?. Luego, de la desigualdad de Cauchy-Swartz
se sigue que X2, < (a2 an:)(f{X71f;), para todo i = 1,...,n. En consecuencia, si
se denota a U = f;X 7! f1, se verifica

0 < Cn < E[ULs g (U)]-

Dado que, en todo caso U - 1.2y (U), siendo ésta una funcién cuya integralvale p 2,
se sigue del Teorema de la Convergencia Dominada que
Jim Uz g (U) = E[ lim ULz (U)]-

El integrando del segundo término converge puntualmente a 0, pues my — 0. Por lo

tanto, (Cp)n converge igualmente a 0.

Lema 2.18.

Sea (I'p)nen una secuencia de matrices de dimensién n X u, respectivamente, tales que
I'yTh = Id, para todon € N, y m(I'nI'y) — 0. Entonces I';en converge en distribucién
a Ny,p(0,14,%).

26Esto se deduce del hecho de que, si X es un vector aleatorio m-dimensional de cuadrado inte-
grable, entonces E[|| X ||?] = ||E[X]||? + tx(Cov[X]).

UEX

83



UEX

84

MONTANERO FERNANDEZ

Demostracion.

En virtud del teorema 2.17, la tesis equivale a que, para cada matriz A € My,
se verifique que tr(A'Then) converja en distribucién a N (0, tr(AXA’)). Si se define
Ap = [tr(ASA)|7Y2Th A, se tiene que

[tr(AX AN/ 2tr(A'Then) = tr(Aben), tr(ApXAy) = 1.
Ademés, se sigue de (2.8) que
m(Ay) < pltr(ALA)] Y 2m(A)ym(Daly)"?,

que converge a 0. Luego, por el teorema anterior, se concluye.

De este resultado se sigue un interesante corolario para el estimador de § cuando
no se supone normalidad.

Teorema 2.19.
Supongamos que se verifica (2.7) y que, ademss,

m(Xn(XpXn) 'Xp) — 0. (2.10)
Entonces, (X,Xn)"/2(8n — §) & Ny(0,14,%).

Demostracién.

. . . ! —
Si, para cada n € N, consideramos la matriz I'y = Xp(X,Xn) 172 entonces (T'n)nen
satisface las hipdtesis del lema anterior con u = v. En consecuencia I'nep converge en
distribucién a Ny (0, Id,X). Teniendo en cuenta que

fn = = (XpXa) "' Xy (Ya — pn),

se deuce que (X,Xn)/2(By — B) = [lyen, lo cual acaba la prueba.
1
Nétese que, del teorema anterior se sigue que, para n suficientemente grande, el es-
timador de 3 sigue aprozimadamente un modelo de distribucién Ny ([)’, (X Xn) ™Y, E).
En ese sentido podemos decir que el la proposicién (i) del teorema 2.5 es asintética-
mente valida aunque no se verifique el supuesto de normalidad, siempre y cuando se
satisfaga la condicién (2.10). Veamos otro corolario del anterior lema.

Corolario 2.20.
Si (Fn)n es una secuencia de subespacios k-dimensionales de R™, respectivamente, tales
que m(Pg,) — 0, entonces e}, Pg,en converge en distribucién a W, (k, X).
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Demostracion.
basta considera una base ortonormal de cada subespacio y aplicar el lema 2.18 junto
cone el teorema 2.14-(vi).

1

Corolario 2.21.
Si m(Py,) — 0y p(n) € Wy, para todo n € N, entonces

1y d
tr (Sy(n)n7!) = XZ(V—W)'

Demostracion.

En primer lugar, m(Pyywy) — 0, pues Wy C V4, para todo n € N. Ademas, como
pn € Wh, se tiene que que Sz(n) = ep, Py jwy en, Para todo n € N. Luego, del corolario
anterior junto con el problema 16 del capitulo 1, se sigue la tesis. i

Estamos en condiciones de determinar condiciones que garanticen la consistencia
del estimador de X.

Teorema 2.22.
Si se verifica la condicién
m(PVn) — 0, (2.11)

la secuencia de estimadores (Xp)nen €s consistente.

Demostracion.
Se verifica
n—ve / / /
Y =—epPyien = —epen — —ep Pyen.
n n n n n
Dado que

1 1<
e :722 g1
nenen n P f’tf'l,

y teniendo en cuenta que E[f;f/] = X, para todo ¢ € N, se sigue de la Ley Débil
de los Grandes Niimeros que n™ ‘e ey converge en probabilidad a ¥. Por otra parte,
sabemos por el corolario 2.20 que e Py en KN W,(v,X). Luego, pr el teorema 2.14-
(viii), se deduce que n~te} Py en £ 0, con lo cual se concluye.
1
Denotense por s (n), ..., sp(n) las raices positivas ordenadas del polinomio gn(s) =
|S2(n) — sX|. Dada una matriz R p x p semidefinida positiva y dos matrices U,V de
dimensién p X p y definidas positivas, se define ¢;(R,U, V) como la i-ésima raiz del
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polinomio p;(z) = |R — aU| %", y (R, U,V) como la i-ésima raiz del polinomio
p2(z) = |R— V| 2, para i = 1,...,b. Se define entonces, para i = 1,...,b, las
funciones h; = ¢; — r;, que son continuas. Se verifica entonces:

Teorema 2.23.
Si se verifica a condicién (2.11) y p(n) € Wh, para todo n € N, entonces,

(a—v)ti(n) — si(n) =0,  Vi=1,....b. (2.12)
Demostracion.
En primer lugar, dado que Pyywy < Py, se verifica que m(Pyywy) — 0. Ademas,
dado que p(n) € Wh, se tiene que ey Py jwypen = Sa(n). Luego, aplicando el corolario
2.20 por una parte y el teorema 2.22 por otra, se tiene que

Sy(n) =5 3.

Sy (n) LWP(V—W,Z), —
Dado que (n — v)t;(n) = ¢;(S2(n), 55555(n),2) ¥ si(n) = r;(Sa2(n), 71555(n), ), se
verifica que (n — v)t;(n) — s;(n ) = hi(S’g(n)7 L Sg(n) ¥) v, en virtud del teorema
2.14(ix)+(vii)+(v),
(n — v)t;(n) — si(n) — h; (Wy(v —w, %), %, %) =0,

lo cual acaba la prueba.

Hasta ahora hemos supuesto que (f;);en es una muestra aleatoria simple infinita
correspondiente a una distribucién p-dimensional, cuyas componentes poseen media
0 y cuadrado integrable. En el caso p-normal, los estimadores considerados son de
maxima verosimilitud, lo cual confiere una excelente justificacién desde el punto de
vista asintotico. Lo mismo puede decirse del test de Wilks. No obstante, veamos cudl
es la distribucién asintética de los cuatro tests considerados para el contraste de la
media. Empezaremos obteniendo un resultado ligeramente mas preciso que el del
teorema anterior. En lo que sigue, distinguiremos entre las dos hipétesis siguientes:

m(Va) — 0, p(n) € Wy, Vo e N. (2.13)

f1 Normal, d(n) =0, VneN. (2.14)

Nétese que la hipdtesis pm) € Wy equivale a d(n) = 0. Por lo tanto, la segunda
proposicién de la hipdtesis (2.13) puede expresarse mediante d(n) = d, para todo
n€ Ncond=0.

27Si R = Q'Q, donde Q es una matriz (v — W) X p, se trata del i-ésimo autovalor de QU 1Q".
28Idem.
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Lema 2.24.
(2.14) implica (2.12).

Demostracion.

La demostracion es completamente andloga a la del teorema anterior, con la salvedad
de que S3(n) sigue, en todo caso, una distribucién W,(v —w, %,0). Por lo tanto, se
verifica, para todo i =1,...,b, que

(n = v)ti(n) — si(n) — hy (W,(v —w,3,6),5,%),

que sigue siendo igual a 0.

Definamos una nueva distribucién: dados m,n € N, y n € M, «, semidefinida
positiva, respectivamente, se define U} , (n), para cadai = 1,...,min{n,m}, como la

n,m
distribucion del i-ésimo autovalor de una matriz aleatoria n x n que sigue un modelo
de distribucion W, (m, Id, 77). En el caso n = 0 se denotara Uflym. Por lo tanto, se
deduce del problema 16 del capitulo 1, que, tanto (2.13) como (2.14) implican

sin) 5 ULy _u(n), Yi=1,....b, (2.15)

con n = N/26% 712, En el caso (2.13), se verifica, en particular,
si(n) — Ul y_y. i=1,...,b. (2.16)
Lema 2.25.

Tanto (2.13) como (2.14) implican las siguientes proposiciones:

(i) (2—v)Aa(n) — tr (Sy(a)D1) 50

(i) (2—v)\i(n) — tr (Sa(@)SY) 50

(i) —(n—v)log Ai(n) — tr (Sy(n)S 1) =50

Demostracion.
(i) Se verifica que

(n —v)Ag(n) — tr (Sg(n)z_l) = (n—v)A2(n) — tr (Zg(n)E_lzg(n)/) ,

que , au vez, equivale a
b

(n—v) Y ti(a) = > sin).

i=1 i=1
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Este término convergen probabilida a 0, por hipdtesis.
(i) Se verifica que

(0 = v)ti(n) = Upyu(n) = [(@ = v)ti(n) = si(n)] = [Upy_u(n) — si(a)] **.
Luego, teniendo en cuenta el lema 2.23, junto con (2.15) y el teorema 2.14, se sigue
que (n—v)t;(n) <, U} v_w(n). Luego, aplicando nuevamente el teorema 2.14, se deduce
que t;(n) converge en probabilidad a 0 y, en consecuencia, 1+ t;(n) L 1. También se
sigue del teorema 2.14 que t;(n)s;(n) £ 0. Dado que

b

(n—v))u;()—tr 52 Z n*V Ztlz(j_fl::

i=1 =1

se concluye, pues, en virtud del teorema 2.14-(viii), el segundo término converge en
probabilidad a 0.

(iif) Veamos una cuestiones previas. Por un desarrollo de Taylor en 0, se tiene que
log(1+z) =2 — 4(1+h)~222, con 0 < h < 2. Supongamos que Uy LFEyva Lo
Entonces

n—v

2
(n—v)log (1+M> —Up = 1 (Un+Vn)

" (14 Hg)? n—v

donde 0 < Hy < (0 —v)~'(Un + Vi) Por su parte, (n — v) " (Uy + Vi) — 0. Luego,
Hy 25 0y, por lo tanto, (1+ Hy)2 . 1. Ademés, (n—v) YUy + Vi)? £0. En
consecuencia,

Un+ Vi

n—v

(a — v)log (1 +

Pues bien, teniendo en cuenta el lema 2.23 junto con (2.15), consideremos Up = s;(n),
F=U}y 4(n)y Va=(n—v)ti(n) — s;(n). Se sigue entonces de (2.17) que

> — Uy 25 0. (2.17)

(n — v)log(1 + t;(n)) — si(n) — 0.

Teniendo en cuenta que

b

f(n — V) log \q (n) —tr (Sg(n)Xfl) = Z [(n — V) log(l + ti(n)) — Si(n)] R

=1

se concluye.

29Tomar § = 0 si se considera (2.13).
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Teorema 2.26.
Supongamos que se satisface (2.13) o (2.14). Entonces,se verifica:

(i) Las secuencias —(n — v)log Ai(n), (n — v)A2(n) y (n — v)A4(n) convergen en
distribucién a x2 g (tr(6X7")), con § = 0 en el caso (2.13).

(i) Sid =0, (n—v)As(n) converge en distribucién a Uy .

Demostracion.
(i) Lo probaremos tinicamente para A;, pues en el caso de Ay y A4 el razonamiento es
completamente andlogo. Consideremos la siguiente descomposicién:

—(n — v) log )\1(n) = [ — (n — V) log )\l(n) —tr (Sz(n)271> ] + tr (Sg(n)zfl) .

En virtud del lema anterior, el primer sumando converge a 0 en probabilidad y, por
tanto, en distribucién. La distribucién del segundo es, bajo las condiciones de (2.14),
la que corresponde a la traza de una matriz aleatoria p x p siguiendo un modelo de
distribucién W, (v —w, Id, 5~1/265-1/2). Teniendo en cuenta de nuevo el problema 16
del capitulo 1, sabemos que se trata de la distribucion Xﬁ(vfw) (tr(éE’l))A Aplicando
el teorema 2.14(viii) se concluye. Por otra parte, bajo las condiciones de (2.13), la
tesis se sigue del corolario 2.21.

(ii) Se sigue directamente de (2.16).

Recordemos que en la secciéon dedicada al test de Lawley-Hotelling se obtuvo un
test UMP-invariante en el caso de que X fuese conocida. Bajo las condiciones de
(2.14), la misma funcién potencia asintética es igual a la funcién potencia exacta de
dicho test 6ptimo. Ademds, dado que el test de Wilks es, bajo la hipétesis (2.14), el
test de razén de verosimilitudes, la convergencia a la distribucién X?),V—w en el caso
normal y nulo podria haberse deducido directamente de las propiedades del mismo.

Por otra parte, téngase en cuenta que, si se verifica la condicién (2.11), la distri-
bucién asintdtica de los estadisticos de contraste correspondientes los test de Wilks,
Lawlley-Hotelling, Roy y Pillay son iguales a las que corresponderia el caso de que
f1 fuera normal. Por lo tanto, hemos probado el siguiente resultado:

Corolario 2.27.
Si se verifica la condicién (2.11), los test de Wilks, Lawlley-Hotelling, Roy y Pillay son
asintéticamente validos.

Que sean asintéticamente validos significa que el limite cuando el tamano de
muestra tiende a infinito de los niveles de significacion es el valor « deseado en
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principio para el test, y estamos afirmando que esto es cierto aunque no se satisfaga
el supuesto de p-normalidad. Es decir, que si el tamafio de muestra es suficientemente
grande, el nivel de significacién del test serd aproximadamente correcto. En definitiva,
del los teoremas 2.15, 2.19 y 2.22, junto con el corolario 2.27, que todos los métodos
de Inferencias considerados en este capitulo son asintéticamente validos aunque no se
verifique la normalidad. No obstante, recordemos que lo dicho se verifica cuando se
satisface la condicién (2.11) o, equivalentemente en el modelo con coordenadas, (2.10).
Esta hipdtesis, que ya apareci6 en el studio asintético del modelo lineal univariante,
se conoce como condicién de Huber, y puede considerarse como una traduccion de la
condicién de Lindemberg al caso del modelo lineal. En Arnold (1981), pp. 144, 145 y
146, podemos encontrar diversos comentarios sobre la misma. Se tiene, por ejemplo,
que en un diseno completamente aleatorizado del andlisis de la varianza, la condicién
de Huber se satisface cuando el nimero de datos de cada una de las casillas tiende
a infinito (en términos practicos, que tengamos muchos datos en cada casilla). No
obstante, estas cuestiones se detallardn mejor mas adelante.

Por otra parte, podemos obtener otra interesante ventaja del corolario 2.27: sus-

tituir los cuantiles C*% para i = 1,2, 3,4, correspondientes a distribu-

p,dinV|W n-dimV>’
ciones multlvarlantes muy complejas y que aparecen en la expresién de los test de
Wilks, Lawlley-Hotelling, Roy y Pillay, por otros correspondientes a distribuciones
bien conocidas y perfectamente tabuladas, como son la x? central y la distribucién
U; dimV | W Recordamos que esta ultima es la distribucion del primer autovalor de
una matriz aleatoria que sigue un modelo de distribucién W,(dinV|W). Se encuentra
tablada en Pearson & Heartley (1976). Concretamente, los tests mencionados a nivel
« pueden expresarse, respectivamente, mediante
R W

b1(y) = 1 si[[i,(1+t)>e QH(;V

0 si HZ (1+t)<e e

2,a
si P> Lv_w
st =y L I R
0 bl Ez 1 S pnfv

1 sity > Up\? W
9s(y) = { 0 sit; < U;f,! W

2()1

1 si > XV

¢4(Y) - ZZ ! 1+tl zI.(lz:,Vw)
Xp(v—
0 si Zz 1 1+t — n-v
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No obstante, el programa estadistico SPSS hace uso también de otras aproxima-
ciones a la distribucién F-Snedecor para los tests ¢, ¢2 v ¢4. Son las siguientes®:
en el caso del test de Wilks puede considerarse la siguiente aproximacion:

_ N
A AR
donde
dfi = p(v—mw)
dfy = wt—%(p(v—w)—Q)
wo= n—w (ot (w4 1)
Plv—w)?—4

PP+ (v—w)?—5

En los casos b = 1 6 2 (b = min{p,v — w}), Se tiene que F ~ F(df1,df;). En el
caso b = 1, el test serfa el mismo que ya hemos estudiado para tal situacién, que es
UMP-invariante. En general, se verifica que F' ~ F(dfy, df2), aproximadamente. Esta
es la la aproximacion que utiliza SPSS.

Respecto al test de Lawley-Hotelling SPSS considera

2(SN + 1)Ay

F=_2_ T2
S22M + S+ 1)

donde S =b, M = (v —w—p|—1) y N = 3(n —v — p — 1). Entonces F sigue,
aproximadamente, una distribucién F'(df1, dfy), donde

dfy, = S@CM+S+1)

dfy = 2(SN+1)

Respecto al test de Pillay, SPSS considera

(2N + S + 1)\,

= st — )

que sigue, aproximadamente, una distribucién F(dfy,df2), donde df; como antes y
dfa = S(2N + S +1).

30Por desgracia, no estamos en condiciones de probar la validex de las mismas.
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2.7. Contraste de hipdtesis generalizado.

Consideremos una generalizacién del problema de decisién estudiado, consistente
en contrastar la hipdtesis inicial pA € W, siendo A una matriz p X s de rango s. Este
problema se trata en Arnold (1981), cap. 19, ejercicio C4. Resumidamente, una reduc-
cién por suficiencia y cinco por invarianza nos conducen a considerar las raices positi-
vas t} > ... > ;. del polinomio |A'Sy A — t*A'S3A|, donde b* = min{s, dinV|W}, que
sigue un modelo de distribucion @, ginv (W a-qinV (63,...,6;.), siendo 0] > ... > 6;.
las primeras raices del polinomio |A'p/ PyjwpA — 0*A’SA| = 0. Se trata, en defini-
tiva, de los estadisticos que obtendriamos segiin el procedimiento ya estudiado una
vez sustituida la matriz de datos originales Y por Y* = Y A. En el caso b* = 1 se
obtendra un test UMP-invariante a nivel a. Por analogia al estudio anterior, en el
caso b* > 1 proponemos los test asociados a las siguientes transformaciones:

w _ TTb* =1 _ |A'S2A+A’S3A|
" A= Hi:l(l +t7) = O JAIS3A]

o =30t = tr(AS,A(A'S;A) )

=1 "1

. )\"g:t’l‘

. )\Z:Zb* L :tr(A’SQA(A/SQAJrA'S?,A)*l)'

i=1 T+
El tercer test es consistente con los intervalos de confianza para VW x RP. Al igual
que sucedia antes, no podemos encontrar un test UMP-invariante. Pero ademds, en
este caso, no podemos siquiera justificar los tests propuestos en términos semejantes
a los anteriores para los tres tests restantes. Un contraste de este tipo se aplicara en
el andlisis de perfiles.

Cuestiones propuestas
1. Demostrar que {3': ¥ > 0 p x p} se identifica con un abierto de RP®+1)/2,
2. Demostrar que, en el teorema 2.2, el interior de la imagen de ) es no vacio.
3. En el mismo teorema, encontrar una biyeccién bimedible ¢ tal que
o(9) = (%)
4. Demostrar que los estadisticos My, M}, Mj? y M33 son invariantes maximales.

5. Demostrar que 3 es el EIMV de 3, y que (B, i]) es el EMV de (3,%).



10.

11.

12.

13.

14.
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SiY € Myxp v a,b € RP, demostrar que la covarianza muestral entre los
vectores Ya e Yb puede expresarse como sigue:

Syays =n""(a'S3b+ a'Ssb)

Demostrar que los autovalores de S 'Sy coinciden con los de S»S;7, que a su
vez son las raices del polinomio en ¢ |S; —tS3|. Demostrar que a lo sumo cuenta
con b autovalores positivos.

Demostrar que, bajo las condiciones del modelo lineal normal multivariante, t,
la b-ésima rafz de S5 1S,, ha de ser estrictamente positiva con probabilidad 1.

Demostrar que, si b =1, ¢; = ¢ = @3 = ¢y4.

Demostrar que ¥ es un estimador consistente de X, es decir, que converge en
probabilidad a este tltimo cuando n tiende a infinito.

Demostrar que, para cada probabilidad de la familia (2.1), se verifica:

p <(d’ﬂ —dp)st (f'd — p/'d) < e

(n — dinV)|[d]]2 = Yp,dimV|W n-dimV’ VaeVIW | =1-a

(2.18)
De esta forma podemos establecer una familia de regiones (elipsoides) de con-
flanza simultédneos a nivel 1 — « para el subespacio de los contrastes V|W.
(Indicacién: razonar de manera andloga a la obtencién de los intervalos para
VW x RP, pero considerando ¢; como el primer autovalor de Z5S55 17} v tenien-
do en cuenta que Z; = X1Y, donde X5 es una base ortonormal de contrastes.

Demostrar que en el caso p = 1, los elipsoides coinciden con los intervalos de
confianza obtenidos por el método de Scheffé.

Probar que el test de Roy a nivel 1 —« es consistente con la familia de elipsoides
de confianza simultdneos a nivel 1 —« para los contrastes, es decir, que se decide
u & W si, y sdlo si, existe un contraste d € V|W tal que 0 no pertenece al
elipsoide

(z/ —d'p)st (z — jid) 3
o — p. s
EXNY) = {r € RP: (o — asav) [d]? < Cp,dimV\W,n—dimV . (2.19)

Si d es un contraste, establecer una regién de confianza a nivel 1 — « para el
vector p'd € R? y un test UMP-invariante y de razén de verosimilitudes a nivel
« para contrastar la hip6tesis inicial p/'d = 0.
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15. Demostrar que, para cada a € [0,1] y m € N, se verifica

7 a2«
lim mFg ., = x;"

n—oo

16. Probar que la familia de intervalos de confianza simultaneos de Roy es asint6ti-
camente valida. jEn qué sentido?



Capitulo 3

Contrastes para la matriz de
covarianzas.

En este capitulo nos proponemos resolver una serie de contrastes relativos a la
matriz de varianzas-covarianzas de una distribucién normal multivariante. Algunos
de estos estudios, aunque no todos, pueden enmarcarse en un modelo lineal. En ese
sentido, este capitulo complementa el anterior. Realmente, en capitulos posteriores,
concretamente en los dedicados a los andlisis de correlacién canénica y componentes
principales, se expondran otros contrastes referentes a la matriz de covarianzas. En
este aspecto hemos preferido seguir el esquema de Rencher (1995). Algunos de estos
tests, como la prueba de esfericidad de Barlett o el test M de Box, suelen desempenar
la funcién de pruebas intermedias en un estudio més amplio, como puede ser anélisis
factorial o discriminante. En todo caso se utilizara el test de la razén de verosimili-
tudes partiendo de la hipdtesis de p-normalidad. En estas condiciones, el estadistico
de contraste sigue una distribucién asintética x?2, segtin se estudia en el apéndice de
volumen 1, dedicado a los Modelos Lineales en dimension 1. Se efectuara en una oca-
siones una pequeia correcciéon del mismo para obtener un test insesgado! y ademds,
en cada caso, se multiplicara el estadistico de contraste por el denominado coeficiente
de correccién p de Barlett, con el objeto de conseguir una aproximacién satisfactoria
a la distribuciéon limite con muestras de tamafo pequenio o moderado. En Bilodeau
(1999) o Anderson (1958) se expone el procedimiento para determinar el valor de p.

Ya hemos dicho que estos métodos parten de la normalidad multivariante de las
observaciones. Este problema no es exclusivo del analisis multivariante, sino que se
hace ya patente en dimensién 1. En tal caso?, para aplicar resultados asintéticos

Wer Lehmann (1986).
2Tal y como podemos comprobar en Arnold (1981) cap. 9.
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andlogos a los considerados en el capitulo anterior se precisa que el cociente entre la
momento de orden 4 de la distribucion considerada y el cuadrado de su varianza sea
igual al cociente que se obtendria en caso normal, a saber, 3. Los tests acerca de la
varianza (y, con mayor razén, los test acera de la matriz de varianzas y covarianzas)
son bastante sensibles ante la violacién de este supuesto. De hecho, el coeficiente de
Kurtosis o aplastamiento, definido mediante

52_1u’4

ok

puede considerarse una medida de la validez asintética de dichos métodos. Ello nos
obliga a ser muy precavidos a la hora de extraer conclusiones de caracter general.

También en este caso hemos optado por realizar reducciones previas por suficiencia
e invarianza antes de dar con el estadistico del test de la razén de verosimilitudes.
Este esfuerzo nos permite, entre otras cosas, establecer una clara vinculacién entre el
contraste de independencia de dos vectores aleatorios y los coeficientes de correlacion
candnica, que aparecen aqui por vez primera. Al final del capitulo incluimos algunos
ejemplos.

3.1. Test de correlacion.

Empezaremos contrastando la independencia de dos vectores aleatorios. Poste-
riormente consideraremos el contraste, mas general, de la independencia de varios
vectores aleatorios. Partimos de n observaciones

() ()

que constituyen una muestra aleatoria simple de una distribucién

M1 Y X ))
N) b b)
rr (( H2 ) < Yor Y
siendo la matriz de covarianzas definida positiva. Notese que, en el caso p = 1, éste

es el mismo modelo estudiado en el capitulo 5 del volumen 1, denominado modelo de
correlacién. Si se denota V' = (1) y consideramos la matriz aleatoria

YiXi
(YX)= : ,
Yo Xa
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la familia de probabilidades del modelo estadistico es la siguiente:

IS
{Nnm(u,xd,z):uev, 2:( " 12>>o}.
E21 E22

En dicho modelo se desea contrastar la hipétesis nula de independencia de ambos
componentes, es decir, se plantea la hipétesis inicial Hy : 15 = 0. En primer lugar,
si se consideran el vectores media muestral y la matriz de covarianzas total muestral

Y S S )
b S = b
( k3 ) ( Sor Sa

se tiene que el estadistico (7,7, S11, Si2, S22) es suficiente y completo. Ademds, el
grupo de transformaciones

G = {ga,b#A,B: (a7b7A7B) S Mnxp X Mnxq X M; X M;} 47
definidas mediante
Gapas(YX)=(YA+a,XB+Db),

deja invariantes tanto el modelo estadistico como el problema de contraste de hipéte-
sis. Entonces, reduciendo por suficiencia e invarianza, se llega® al estadistico

{ri,....r2 (3.1)
de los autovalores ordenados® de la matriz
S5 81255 Sa1, (3.2)

cuya distribucién depende de ¥ a través de {p?, ..., pz}7 que denotan los autovalores
ordenados de la matriz

S E1eE5 S (3.3)
Los parametros p,. .., p, se denominan coeficientes de correlacién canénica pobla-

cionales, mientras que 7q,..., rp son los muestrales. Pueden considerarse como la

generalizacion del coeficiente de regresion multiple. De hecho, si p = 1, se tiene que

2 _ 2 2 _ p2
P1 = Py, x> = RY,X

3Recordemos que, en estas condiciones Y|X =z ~ N, , (a + x3,%11,2), con 3 = 22’21221‘ Luego
el contraste de independencia se traduce en un contraste § = 0 en el modelo condicionado de
regresion lineal.

4Recordemos que M, denota el conjunto de las matrices cuadradas de orden m e invertibles.

5Para més detalles, consultar Arnold (1981).

6Realmente, el niimero de autovalores positivas no excederd en ningtin caso de b = min{p, ¢}.
Por tanto, si se considera tan sélo los b primeras autovalores, el estadistico sigue siendo invariante
maximal.
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El capitulo 5 se dedica exclusivamente al estudio de estos pardametros. No existe test
UMP invariante para este problema. En estas condiciones’, el estadistico de contraste
del test de razén de verosimilitudes debe expresarse a través del estadistico invariante
maximal anterior. De hecho, puede comprobarse® que admite la expresién siguiente:

-n/2
—n/2
= [1a— 578185 S 5 B (3.5)

p —-n/2
{Hu - r;f’)] , (3.6)

=1

El problema es encontrar la distribuciéon nula de este estadistico y calcular entonces
el cuantil 1 — a de la distribucién nula de A=2/%, Q®, de manera que el test de la
razén de verosimilitudes a nivel o sera pues el siguiente:

Lsi [T, (1—r3) >Q~

0si [I,(1—77) <@ (3.7)

TRV:{

Este test resuelve el contraste de la hipétesis inicial Hy : 315 = 0, equivalente a 3 = 0.
Nétese que la informacion de la muestra que se utiliza en la resolucién del problema
es la que contienen los coeficientes de correlacién candnica al cuadrado. En el caso
p = 1, lo unico que interesa de la muestra es el valor del coeficiente de correlaciéon
multiple o, para ser mas exactos, del de determinacion. En el caso general, es decir,
cuando se contrastan r vectores aleatorios de dimensiones py, . . ., .., respectivamente,
y siendo p = . p;, el estadistico de contraste serfa, trivialmente, el siguiente:

—n/2
1o (i)

Notese que el test relaciona la varianza generalizada del vector global con el producto
de las varianzas generalizadas de los vectores individuales, lo cual nos permite una
10" que el

estadistico —2log A\ se distribuye asintéticamente segin un modelo X;, donde f es

interesante interpretacién geométrica®. En el caso nulo, es bien conocido

igual a pq en el caso de dos vectores y a %772 en general, donde 7; se define, para

7Cf. Lehmann (1986), pag. 341.
8Cuestion propuesta.
9Cf. Anderson (1951), sec. 7.5.
10Cyestién propuesta.
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1 = 2,3, mediante
.
ni=p -y b
j=1

No obstante, se prueba en Bilodeau (1999) que la convergencia puede mejorarse
considerando el estadistico —2plog A, siendo p el coeficiente de correccién de Barlett

2n3 + 92
p=1-BTTR
Onrpy
En el caso de dos vectores, se tiene
p+q+3
p=1-——21T°
2n

3.2. Test M de Box.

En esta seccién se estudia el test M de Box para contrastar la igualdad de r
matrices de covarianzas a partir de sendas muestras independientes. Se trata de una
generalizacién multivariante del conocido test univariante de Barlett (que compara r
varianzas). Puede constituir un trdmite previo al manova o al anélisis discriminante.
No obstante y dado que requiere del supuesto de normalidad, debe emplearse con
precaucion.

Consideraremos r muestras aleatorias simples independientes de tamafos n; co-
rrespondientes a sendas distribuciones N, (v;,%;), parai=1,...,r. Sean =Y, n;. Si
Vi={(lp,) CRY parai=1,...,r,yV = (15) C R® entonces, paracadai =1,...,r,

la muestra i-ésima esta asociada al modelo estadistico
81- = (Rnip77?,nm, {Nn“p(ui, :[d7 EL) i € ‘/i7 Ez > O}) .

Luego, al ser las muestras independientes, la matriz nx p de las observaciones esta aso-
ciada al modelo producto € = [[;_, &. Ademds, la hipdtesis nula ¥, = ... = 3, es
correcta si, y solo si, dicho modelo equivale a

& = R™, R™ {Npp(p,1d,3): p € V,X > 0}).

Dendtense por S, S™ y ST, S™ el EIMV y el EMV, respectivamente, de 3; en el
modelo & y de ¥ en &. En el caso r = 2, obtenemos'?, a partir de una reduccién por
suficiencia y otra por invarianza, el estadistico invariante maximal {¢1,...,t,} de las

HCf. Arnold, (1981)
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raices ordenadas de |S™ — tS™[12. La distribucién del este estadistico depende del
pardmetro de la estructura estadistica a través de las raices {7y, ..., 7,} del polinomio
p(T) = |31 —7%3|. Puede comprobarse por argumentos ya conocidos que el estadistico
de razon de verosimilitudes es el siguiente:

my(01/2 | gmv M2/2
L ISy
|va‘(n1+n2)/2
P 1
LIp(mi+n Ph! 1(n;+n.
= (n1 —|—n2)zp( 1 2)1_[ t; (n1t¢+n2)2( 1412) ,

i=1
que se contrastard con el valor de cuantil correspondiente a la distribucién nula.
Puede comprobarse también que, en el caso general (r covarianzas), se obtiene como
estadistico de razén de verosimilitudes:

T mv |n;/2

N

|va‘n/2

No obstante, suele efectuarse la correccién siguiente (para que el test sea insesgado):
‘SI|(n—r)/2
[Ty | SF[mem 12

Se tiene entonces que la distribucion asintdtica del estadistico de contraste 2plog A
es, en el caso nulo, x%, donde

A=

[ = %p(zﬂr D(r—1),

20 +3p—1 . 1
p = 1— .
6(p+1)(r—1) n; — —r

i=1

En el caso r = 2, se tiene

F=pp+1)/2 p:1(2p2+3p—1)( LR N 1 )

6(p+1) nm—1 no—1 ng+mne—2

3.3. Contraste para una matriz de covarianza.

En esta ocasién, partiremos de una muestra aleatoria simple de tamano n de una
distribucién N,(v, ). Por consiguiente, el modelo estadistico sera el siguiente:

YNNDW(:U’7Idn72)7 M€< > £>0.

12Nétese que en el caso univariante (p = 1) estarfamos hablando del cociente de las varianzas, lo
cual nos conduciria al test de Snedecor.
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Se trata de contrastar la hipdtesis inicial 3 = ¥, siendo ¥y una matriz de valores
conocidos. Tras reducir por suficiencia e invarianza, se obtiene el estadistico invarian-
te maximal de los autovalores ordenados {t1,...,t,} de la matriz ST (el EIMV de
Y)), cuya distribucién depende del pardmetro a través de los autovalores ordenados
{61,...,0,p} de X. El estadistico de razén de verosimilitudes es el siguiente:

— /2 I|n/2
)Ty 1
YT G P gt U e

— exp{—pn/2} (’Lnl>n/2 (IT ti>n/2 exp {%(n = f} .

Suele considerarse una leve modificacién para conseguir que sea insesgado:

. exp{—p(n—1)/2}|S|@® D/ 1 _
B W S T

En este caso, los pardmetros de la distribucién asintética son los siguientes:

p+1-2/(p+1)
a 6(n—1) ‘

f=pp+1)/2, p=1

3.4. Test de esfericidad de Barlett.

Para terminar supongamos que, en las mismas condiciones de la seccién anterior,
deseamos contrastar la hipétesis inicial ¥ = ¢21d, donde o2 > 0. Se trata pues de de-
cidir si la distribucién normal multivariante estudiada es esférica. En ese caso, tras re-
ducir por suficiencia e invarianza se obtiene el invariante maximal {t, 'y, ..., ¢, ', 1},
cuya distribucion depende de {0;161, e ,0;19p,1}. El estadistico de razén de verosi-
militudes es el siguiente:

PN L2350V G (Ol

|5t[m/2 (1+z<z;1t1>)pn/2'

P

Modificado para que sea insesgado:
|SI ‘ (n—1)/2
[ex(57)/p ™D

A=

Los parametros de la distribucion asintética son los siguientes:
2p* +p+2

1
f:§p(p+l)—1, le—m-
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Téngase en cuenta que, si la hipdtesis inicial es verdadera, entonces estaremos en
condiciones de aplicar métodos de analisis univariante, que al contar, no con n sino con
pn observaciones independientes, seran mas potentes que los métodos multivariantes.
También se utiliza el test para contrastar la validez del modelo de analisis factorial.
No obstante, dado que este test depende de la normalidad de la variable y que la
esfericidad parte como hipdtesis inicial, hemos de ser muy precavidos a la hora de
extraer conclusiones.

3.5. Ejemplos

Ejemplo 3.1.

Se considera una muestra de 30 observaciones de vino japonés Seishu. Se recogen
las siguientes variables: Yj=textura; Yo=olor; X;=Ph; Xs=acidez 1; X3=acidez 2;
X,=sake meter; Xs=azucar reducido; Xg=azucar total; X;=alcohol; Xg= nitrégeno.
Los resultados se presentan en la tabla 7.1 de Rencher (1995). Suponiendo que el
vector aleatorio se distribuye segin un modelo 10-normal, se desea contrastar al 1 %la
hipdtesis inicial de independencia de los vectores (Y1Y2)', (X1XoX3)', (XaX5X6)' v
(X7Xs)'. La matriz de covarianzas muestrales S se expresa a continuacion:

16 08| 01 006 ,02] —03 02 01]|-—02 28
22| —-01 003 01| —07 03 06| ,04 -183
03 004 03] —11 —03 —03|-01 473
024,020 | —,009 —,009 ,0004| 038 1,76
07| —18 —03 —03| ,05 897

467 —33 —63|—,14 —21,15
13 15| 05 =505

26| 13 —4,93

35 343
1948

Se tiene entonces

|S| n/2 30/2
N — 0,02037%/2,
(|S11||522||533||544|)

Tras los calculos pertinentes, se obtiene f = 37, p = 0,81. Entonces, calculamos
—2plog A = 85,72, que se contrasta con X§’70’001 = 69,35. La decisién que corresponde
es rechazar la hipdtesis inicial. Parece pues bastante claro que existe correlacién entre

los vectores considerados.
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Ejemplo 3.2.

Consideremos los datos de la tabla 5.1 de Rencher (1995). Supongamos que consti-
tuyen dos muestras aleatorias simples de sendas distribuciones 4-normales. Contras-
temos entonces la igualdad de las matrices de covarianza al 5 %. Debemos contrastar
—2plog A con X%o?os. En este caso,

—2plog A = p((n1 +ny — 2)log [S| — (n1 — 1) log | S| — (np — 1) log | S3]).

Tras los cdlculos pertinentes, se obtiene f = 10 y p = 0,931. Ya conocemos ST, S y
ST, Sus determinantes son 7917.7, 58019.2 y 26977.7, resp. Luego el valor que toma
el estadistico de contraste de arriba es 13.275; al contrastarlo con xio* = 18,307,
aceptamos la hipdtesis inicial de igualdad de matrices de covarianzas. Este resultado
nos sitia en las condiciones del modelo lineal normal multivariante.

Ejemplo 3.3.

Considerense los datos de la tabla 3.7 de Rencher (1995) y supéngase que corresponde
a una muestra aleatoria simple de una distribuciéon 5-normal con media v y matriz
de varianzas-covarianzas Y. Nuestro propésito es contrastar la hipdtesis inicial de
esfericidad al 5 % de significaciéon. Hemos de aplicar, por lo tanto, el test de esfericidad
de Barlett. Se obtienen los siguientes resultados:

f=14, p=081, |ST| =27236586, +trST=292,891.
Luego, el valor del estadistico de contraste es 26.177. Al compararlo con Xﬁo,os =
23,68, se rechaza la hipotesis inicial.

Cuestiones propuestas

1. Demostrar que el el test propuesto en la primera seccién es, en efecto, el de la
razén de verosimilitudes. Obtener el grado de libertad de de la distribucién x?
aplicando los resultados de Teorfa Asintética que se encuentran en el apéndice
del volimen dedicado a los Modelos Lineales..

2. Demostrar que el el test propuesto en la segunda seccién es, en efecto, el de la
razén de verosimilitudes. Obtener el grado de libertad de de la distribucién 2.

3. Idem con la tercera y cuarta seccién.

4. Obtener, por cierto, el grado de libertad de la distribucién asintética del test
de Wilks.
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5. Demostrar que en el caso univariante, el test M de Box coincide con el test de

Barlett de comparacién de varianzas, y que, en el caso de dos varianza, este
ultimo coincide con el test de Snedecor.
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Capitulo 4

Analisis Multivariante de la
Varianza

En el segundo capitulo se definié el modelo lineal normal multivariante y se desa-
rrollé el procedimiento general para abordar los problemas de estimacién y tests
de hipdtesis referentes al pardmetro media. En el presente, vamos a aplicar estas
técnicas con el objeto de determinar si uno o varios factores cualitativos influyen
el la distribuciéon de un vector aleatorio respuesta. En principio, se supondra la p-
normalidad e igualdad de matrices de covarianzas de dicho vector para todos los
niveles del factor. En ese caso, la igualdad de las distribuciones equivale a la igual-
dad de sus correspondientes medias, y eso es, en esencia, lo que nos proponemos a
contrastar. Empezaremos estudiando las inferencias para una tnica muestra y para
dos muestras independientes. Estos problemas pueden considerarse casos particu-
lares, especialmente sencillos, del modelo lineal estudiado en el capitulo 2, si bien
han sido histéricamente estudiados al margen del modelo lineal. Posteriormente se
considerara el estudio de un factor con un nimero arbitrario de niveles.

Serfa muy conveniente que el lector o abordara este capitulo con un conocimiento
previo del andlisis de la varianza univariante (anova), que puede encontrar, por ejem-
plo, en el capitulo 6 del volumen dedicado a los Modelos Lineales. Nuestro objetivo
no es repetir punto por punto el estudio de los diversos modelos del anova (modelo
de clasificacién simple, de bloques aleatorizados, bifactorial, anidado, etc) desde un
punto de vista multidimensional, sino dejar bien claro qué cambio hay que realizar en
el test univariante para obtener el andlogo multivariante (manova). Es decir, que el
lector debe tener la garantia de que, si domina un determinado diseno del anova, por
sofisticado que sea, domina automaticamente su generalizacién al caso multivariante.
En el desarrollo del capitulo se presta también especial atencién al aspecto asintético
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y al impacto de la violacién de los supuestos del modelo (normalidad y homocedasti-
cidad). En ese sentido, los tests que presentamos tienen un comportamiento bastante
satisfactorio. No obstante, recordamos aqui que en Puri and Sen (1971) podemos
encontrar alternativas no paramétricas, aunque escasamente implementadas en los
programas estadisticos.

Ademaés, en la tltima seccién hemos incluido el analisis de perfiles de una, dos o
mas distribuciones multivariantes, que se encuadra en el contraste generalizado de la
media (ver seccién 2.9), y que carecerfa de sentido en un estudio unidimensional.

4.1. Contraste de una media

Se trata del problema mas simple de entre todos aquellos que pueden formalizarse
mediante el modelo lineal normal multivariante. Partimos de una muestra aleatoria
simple (m.a.s.) Y7, ..., Y, de una distribucién N, (v, ¥). En ese caso, contamos con una
matriz de datos Y = (Y7,...,Yy) cuya esperanza es p = (v,...,v)". Concretamente,
el modelo estadistico es el siguiente

Y ~ Npp(p,I1d,8), pe (ln), £>0. (4.1)

Sabemos por el teorema 2.2 que el par [Ppyp)Y, Y’ P<1n>LY] constituye un estadistico
suficiente y completo. Teniendo en cuenta que

1 ... 1
Payy = 0 : : (4.2)

se tiene que
P(1n>Y = (57 e 7@)/ YIP<1n>J.Y X S,

donde S denotard en este caso a la varianza muestral dividiendo por n — 1 en lugar
de n. En consecuencia todas nuestras inferencias se realizardn a partir de (7, S). De
hecho, tanto (7,...,%) cono S son los EIMV de p y ¥, respectivamente. Dado que,
en virtud del teorema 2.1,

7~ Ny(v,n"'%), (@a—1)S~W,(n—1,%) (4.3)
siendo ambos independientes, se sigue de (1.25) que

oy —v) S G—v)~ Ty (4.4)
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Luego, dado a € (0, 1) el elipsoide de R? definido mediante

EaY)={r €R": (x— 7S (x —7) < 'Tpp,} (4.5)

pn—

constituye una regiéon de confianza a nivel 1 — « para v, es decir, que v pertenece
a £,(Y) con probabilidad 1 — «. Esto puede servir para construir un test a nivel
« para contrastar la hipdtesis inicial Hy : v = 1y, siendo 1y un valor conocido.
Efectivamente, la hipétesis inicial se aceptaria si, y sélo si, vy pertenece al elipsoide
E.(Y). El test puede expresarse pues mediante el estadistico de contraste T2(Y) =
n(y — v9)'S™HY — 1y), de manera que se define asf:

¢(Y) =

{1 si THY) > Tony (4.6)

0 si T(Y)<TZ

pn—1

El hecho de que el nivel de significacién de este test sea exactamente «, no es argu-
mento suficiente para justificar su uso. Recordemos que se ha construido teniendo en
cuenta que la distribucién del estadistico (4.4) es bien conocida, lo cual no es una
casualidad. Efectivamente, si consideramos los datos trasladados Y1 — vy, ..., Ya — 1y,
que componen una matriz de datos Y* ~ Ny, (1", Id,%), la hipdtesis inicial v = v
se traduce a p* = 0. En ese caso, dimV|W = 1, por lo tanto, existe un uinico autovalor
positivo de S5 'Sy, que coincide con el niimero ¢ = Z,S5 ' Z} (ver seccién 2.2). Concre-
tamente, puede comprobarse facilmente (cuestién propuesta) que (n — 1)t = T?2. Del
Lema Fundamental de Neyman-Pearson se sigue que el test (4.6) es UMP-invariante
a nivel a. Ademads, es el test de la razén de verosimilitudes. Asi pues, el estudio de
la distribucién T? de Hotelling podria justificarse, al igual que el de la t de Student,
en virtud de los principios de Suficiencia, Invarianza y Maxima Verosimilitud, tal y
como se explica en la seccién 2.2. Mds ain, ndtese que el estadistico (4.4) no es mas
que una distancia de Mahalanobis entre la media muestral y la poblacional. Este tipo
de distancia se halla presente en la propia funcién de densidad de la distribucion
normal multivariante, y es lo que realmente determina el camino que van tomando
las reducciones por suficiencia e invarianza.

Si no suponemos la normalidad de la distribucién considerada, es decir, si los datos
Y1, ..., Y, constituyen una m.a.s. de una distribucién p-dimensional con momentos de
orden 2 finitos, cabe preguntarse por el comportamiento asintético del test anterior.
En primer lugar, hemos de percatarnos de que la condicién de Huber (2.11) es, en este
caso, completamente vacua, supuesto que el tamafio de muestra n tiende a infinito.
En consecuencia, se sigue del teorema 2.22 que la matriz de varianzas-covarianzas
total muestral S converge en probabilidad a la matriz de varianzas-covarianzas de la
distribucion. Por otra parte, se sigue del Teorema Central del Limite Multivariante
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(versién iid), la convergencia en distribucién
VSTV - ) — N,(0,10) (17)

y, por lo tanto, n(y — v)'S 7 (y — v) converge en distribucién a Xf,. En definitiva, dado
que n(y — v)'S™H(y — v) se descompone en el producto

ny—v)S G —v)

oy — V)G —v)

y teniendo en cuenta que el segundo factor converge en probabilidad a 1, se sigue la

wW(G-v)E G -v)-

convergencia en distribucién
nG—v)STm-v) —x (4.8)

Luego, tanto el elipsoide de confianza como el test de hipdtesis anteriores tiene vali-
dez asintética si se reemplaza el término Tzi o4 por X?;“ 1. A esta conclusién podria
haberse llegado aplicando directamente el corolario 2.27. No obstante, dada la sen-
cillez del problema, hemos optado por utilizar una versién méas sencilla del Teorema

Central del Limite.

Ejemplo 4.1.

Se mide en n = 10 ocasiones las variables Y7 =Calcio disponible en tierra, Y5 =Calcio
intercambiable en tierra e Y3 =Calcio en nabos verdes. Los resultados aparecen en la
tabla 3.5 de Rencher (1995). Supongamos que los diez datos constituyen una m.a.s. de
una distribucién 3-Normal. Queremos contrastar al 5% de significacién la hipdtesis
inicial de que la media de dicha distribucién es el vector (15,6,0,2,85)". Tras los
calculos pertinentes se obtiene:

28,1 140,54
7= 718 | ; S=/[ 4968 7225
3,09 1,94 368 0,25

Luego, T? = 24,559, que se contrasta con Ti‘g’o‘r’ = 3,85 x F§$5 = 16,766. Por lo

tanto, la decisién correspondiente es rechazar la hipétesis inicial.

4.2. Contraste de dos medias

El siguiente paso en nuestro estudio es la comparacion de la media de dos dis-
tribuciones normales multivariantes con matriz de covarianzas comun, a partir de

1Si no se reemplaza también poseen validez asintética, aunque el nivel de significacién exacto
puede diferir més del asintético a.
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sendas muestras aleatorias e independientes de las mismas. Sean Yiq,...,Yin, m.as.
de N,(v1,%) e Yoy, ..., Yon, m.as. Ny(ve,X). Se supone que ambas muestras son in-
dependientes. La hipétesis de igualdad de las matrices de covarianzas deberia ser,
en principio, contrastada mediante el test M de Box. Los datos de ambas muestras
componen la matriz aleatoria Y:

Y = (Y. YigYor .. Yan,) ~ Nap(p, Id,X),  peV, S>0,

donde n = n; +ny y V es el subespacio bidimensional de R™ generado por los vectores
vi=(1,...1,0,...,0) y vs=(0,...,0,1,...,1)". Por tanto,

L . L)oo ...0
ny ni
1 110 0
PV = ni L 1 1 (49)
0 0 e e
1 1
0 ... O E e n72

En consecuencia, si, para ¢ = 1,2, §; v 5; denotan la media muestral y matriz de
varianzas-covarianzas total muestral (dividiendo por n; — 1 en lugar de n;), respecti-
vamente, de la muestra i-ésima, y S, se define mediante (n—2)~*[(n; —1).S;+(ny—1).Sy],
el estadistico (y,7s, Se) es suficiente y completo. De hecho, (§y,..., 71, Tas---,Ys)
y (n — 2)7'nS. constituyen los EIMV de u y ¥, respectivamente. Razonando co-
mo en la seccién anterior, se tiene que 7; — ¥p ~ Ny(v1 — o, (" + 0, H)E) ¥y
(n—2)S. ~ Wy(n—2,%), siendo ambas distribuciones independientes. Por lo tanto,

niny - _ ! =1 — _ 2
.+ 1 [yl —Tp— (1 — V2)} S, [?/1 — Ty — (11 — V2)] ~ Tp,n—2 (4.10)
Ello nos permite obtener un elipsoide de confianza a nivel 1 — a para v; — vy, con
centro en y; — ¥,. Concretamente

niny _ N Ve _ _ 2,
E(Y) = {ZE e RP: m[$ — W =) S [z — (W —B)] < Tpfﬁnrg} (4.11)
Supongamos que deseamos contrastar a un nivel de significacién « la hipdtesis inicial
de que las dos muestras corresponden a un mismo modelo de distribucién, es decir,
vy = vo. Teniendo en cuenta lo anterior, el test definido mediante

1 si T2(Y) > T2

— pi+N2—2
¢(Y) { 0 Si TZ(Y) S112,04 9 (412)

pN1+No—2
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donde T?(Y) = ny 'ny " (ny + n2)(¥; — ¥)'S: (U — Us), tiene ciertamente un nivel de
significacion a. No obstante y al igual que en el caso de una media, podemos aportar
una justificacién muy convincente para el mismo: la hipdtesis inicial equivale a que
la matriz o pertenece al subespacio unidimensional W = (15). Siendo dinV|[W =1, el
test que se obtiene en la teorfa es UMP-invariante y de razén de verosimilitudes. Su
estadistico de contraste, multiplicado por n—2, es precisamente T2. Las razones de esta
coincidencia son las mismas que expusimos en la seccién anterior. Puede comprobarse
facilmente (cuestién propuesta) que este test es una generalizacién multivariante del
conocido test de Student para dos muestras independientes.

Este test presenta también un buen comportamiento asintético. en primer lugar,
la condicién de Huber se traduce, teniendo en cuenta (4.9), en que tanto n; como ny
converjan a infinito. En ese caso, queda garantizada la convergencia en probabilidad
de S, a X, aunque se viole el supuesto de normalidad. Teniendo en cuenta el Teorema
Central de Limite (versi6 iid) y razonando como en la seccién anterior se prueba
la validez asintética del test al reemplazar TZ;I{Q por Xf;“. Este resultado podria
obtenerse también como consecuencia del corolario 2.27. Asi pues, podemos decir,
en términos heuristicos, que el supuesto de normalidad puede ser obviado si ambas
muestras son suficientemente grandes.

Mas delicado resulta ser el supuesto de igualdad de matrices de covarianzas, en
primer lugar porque el método del que disponemos para contrastar esta hipdtesis es
el tes M de Box, que requiere de la p-normalidad de las variables. Es conocido que en
el caso p = 1 (univariante) disponemos de una variante del test de Student conocida
como test de Welch. También se han propuestos tests alternativos al nuestro en el caso
multivariante pero es mas importante tener en cuenta la robustez del método y, sobre
todo, el siguiente resultado. En el mismo se considera n como tamafnio de muestra,
siendo n; el numero de datos de ésta correspondientes a la primera distribucion y
ny = n — nj, los correspondientes a la segunda. En ese caso y prescindiendo de los
supuestos de normalidad e igualdad de las matrices de covarianzas, se afirma lo
siguiente:

Teorema 4.1.
Sing,ng — 00y % — 1 entonces el test (4.12) es asintSticamente vélido para contrastar
a nivel « la hipétesis inicial v; = vs.

Demostracién.
En primer lugar, tengamos en cuenta, que, en virtud del Teorema Central del Limite,
se verifica que

Vo — ) S N,0,5),  Vas(Fy — 1) 5 N (0,5s),
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siendo ambas secuencias independientes. Por lo tanto,

n3

Val@ = 1) = 2 (G — v2) 5 Ny(0, 51 + o).

n;
Luego, si 11 = vy, se verifica que que el término 7, n,, definido mediante m, n, =
01 (7, —Yy) (14 22) (7, — ), converge en distribucién a x. Consideremos entonces
la siguiente descomposicién
n;+ns (7 = VQ—1(7 -
mAny, o e W1 = 02)'Sc (U1 — W)
(U1 —U2)'S, ' —7) = Ty R .

nino Tny,np

Dado que el numerador ny 'ny'(n; + no) (7, — ¥,)' S (¥, — ¥,) puede expresarse tri-

vialmente mediante ny(7; — ,)’ (niny 'Sy + 5’2)_1 (¥, — U,) y teniendo en cuenta que
Sy y Sz convergen en probabilidad a ¥ y 3, respectivamente, se concluye.

Es decir, prescindiendo de los supuestos de normalidad e igualdad de matrices
de covarianzas, podemos considerar que el método anterior (que engloba al test de
hipdtesis y al elipsoide de confianza) es vélido si n; y ny son suficientemente grandes
y suficientemente parecidos®. No obstante, se demuestra también en Lehmann (1998)
que, si los tamafnios de muestra n; y np son grandes aunque no similares, el test
consistente en comparar el estadistico de contraste

- (1 1
(V1 —Y>) (fsl +=

-1
5) (-T2 (113)
np ny

con el cuantil Xf;‘ﬂ tiene nivel de significacion asintético «. Sin embargo, para poder

aplicar este resultado conviene que las muestras sean verdaderamente grandes.

Ejemplo 4.2.

Se miden un total de cuatro variables psicolégicas en 32 hombres y otras tantas
mujeres. Los resultados se exponen en la tabla 5.1 de Rencher (1995). Suponiendo
que ambos grupos de datos constituyen muestras aleatorias simples independientes
de sendas distribuciones 4-Normales con matriz de covarianza comin, decidir al 1%
si, por término medio, existen diferencias entre hombres y mujeres en lo que respecta
a este grupo de variables. Los calculos son los siguientes:

15,97 5,192
S| mer | o | 4545 13,18
1= 2719 |7 7' | 6,522 6,760 28,67
22,75 5,250 6,266 14,47 16,65

2Ademss, puede comprobarse (ver cuestiéon 4) que el test coincide con el test éptimo que se
obtendria si las distribuciones fuesen normales con matriz de covarianzas comin y conocida.
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12,34 9,136
_ 1391 | o | 7.549 18,60
271 1659 |7 27| 5531 10,73 30,25
21,94 4,151 5,446 13,55 28,00
7,164
g _ | 6:047 1589
¢ 6,027 8,737 29,46

4,701 5,856 14,01 22,32

Entonces, T2 = 96,603, TZ’&M = 15,442, luego, la decision es que los grupos son
distintos. Dado que se trata de muestras de igual tamano y éste es grande, la conclu-
sion final serfa la misma si prescindimos de los supuestos de normalidad e igualdad
de las matrices de covarianzas.

En este tipo de problema de tests de hipdtesis, puede seguirse el método consis-
tente en comparar una a una las cuatro variables (o, lo que es lo mismo, proyectar
sobre cada uno de los ejes de coordenadas). Este procedimiento es, desde luego, menos
potente, es decir, posee una menor capacidad de discriminar los dos grupos, caso de
ser distintos. Si la diferencia entre éstos es debida, fundamentalmente, a una variable
(un eje de coordenadas), ambos procedimientos conducirdn a conclusiones similares.
Suele suceder, sin embargo, que lo que diferencia lo dos vectores aleatorios se deba a
cierta combinacién lineal de las componentes. El problema del andlisis discriminante
consiste en encontrar la combinacion lineal que mejor distingue los grupos, es decir,
el eje sobre el que debemos proyectar para obtener una méxima discriminacién. Se
trata, concretamente, de la direccién determinada por el vector S;1(y;, — ¥,), como
veremos en el capitulo dedicado al Anédlisis Discriminante I.

4.3. Manova con un factor

El siguiente paso en nuestro estudio es considerar el contraste de igualdad de
medias para los distintos niveles de un factor cualitativo, supuesto que se satisfacen
la p-normalidad e igualdad de matrices de varianzas-covarianzas para los distintos
nivees del factor. El nimero de niveles, que se denotard por la letra r, es arbitrario.
Partiremos de r muestral aleatorias simples e independientes entre si, Y, ..., Yin,,
correspondientes sendas distribuciones N,(v;,X), donde ¢ = 1,...,r. La hipétesis
de igualdad de matrices de varianzas-covarianzas puede ser contrasta, en principio,
mediante el test M de Box. Si n denota la suma de los tamafios muestrales, los datos
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componen na matriz aleatoria Y = (Y11,...,Yin,, ..., Y51, ..., Y;n.) de dimensiones
n X p. El modelo estadistico correspondiente es

Y ~ Npp(p, 14, %), peV, £ >0,

siendo V' el subespacio r-dimensional de R® definido mediante (vy,...,v,), donde,
para cada i =1,...,r, v; se define mediante
Vi = (0;117 B 70;11-,17 1;1,i7 O;,Jrlv oo 70;1,.)/ (414)

En lo que sigue, dados i entre 1 y r, j entre 1 y n;, y k entre 1 y p, se denotara por
y;. la media aritmética de la i-ésima muestra, mientras que Y/; e ¥ denotaran res-
pectivamente las componente k-ésimas de los vectores Y;; e ;.. Se denotard por 7., la
media aritmética global de los n datos. Por otra parte, la siguiente matriz corresponde,

trivialmente, a la proyeccién ortogonal sobre V:

1 1
ny oy O
1 1
ni R 51
Py = (4.15)
L
EE
Luego,
- SCEy ... SCEy,
PyY =Y 3, -1n, Y'PLY = : : : (4.16)
=1 SCE,, ... SCE,,
donde .

i=1 j=1
Si se desea contrastar a nivel « la hipdtesis inicial de que todas las muestras co-
rresponden a un mismo modelo de distribucién, es decir, v; = ... = v,, la hipdtesis
inicial se expresard mediante p € W, siendo W = (15). En ese caso, se verifica que
PywY =7 - 15. Tenemos pues la siguiente descomposiciéon de Y:

<
<
=

I
<

. . lel - ?1,
v=| : |+ : + ; . (4.18)
Y. — Y. Yin, — ¥,

<
<
3

|
<
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Dado que el primer sumando es PyY y el tercero P Y, el segundo ha de ser,
necesariamente, Py Y. Por lo tanto,

SCHy, ... SCHy,
Y'PyywY = : : ) (4.19)
SCHy, ... SCH,,
donde .
SCHw=>» mi(gt =)@ —7"), hk=1,....p. (4.20)

i=1
Asi pues, ya tenemos las matrices Sy y S3. El test para resolver el contraste se
construira, en todo caso, a partir de los autovalores positivos ty,...,%, de 53_152,
siendo b = min{p, r — 1}. No existird un test UMP-invariante a menos que el ntimero
autovalores positivos sea 1, es decir, a menos que p = 1 (lo cual se corresponde
con el caso univariante, que conducirfa al test F), o 7 = 2 (lo cual corresponde al
estudio abordado en la seccién anterior, que conduce al test T?). Excluidos ambos
caso, es decir, si p > 1y r > 2, utilizaremos alguna de las cuatro transformaciones
propuestas (Wilks, Lawley-Hotelling, Roy o Pillay). Si n es grande y se ha escogido
la transformacion A;, Ay 0 A4, debemos contrastar el valor obtenido con el cuantil
X;’((:,l)- Si hemos escogido la transformacién Az, lo contrastaremos con U, ,_.

Respecto al comportamiento asintético de estos tests puede demostrarse facil-
mente que la condicién de Huber (2.11) se traduce, en este caso, en que todos los
tamarfios muestrales ny,...,n, converjan a infinito (condicién ésta muy natural). En
ese caso y en virtud del corolario 2.27, los cuatro tests seran el test correspondiente
sera asintOticamente validos, aun prescindiendo la hipétesis de p-normalidad. Tam-
bién pueden considerarse aproximaciones a la distribucién F-Snedecor, como se vio
en el capitulo 2. Si se escoge A3 = t;, confrontaremos con la tabla de Pearson y
Heartley. En general el procedimiento seguido se conoce como manova de 1 via.

En el caso p = 1, se tendran dos tinicos valores SCE y SCH, y el tinico autovalor
de S; 'S, serd entonces t = SCE~! - SCH. Se verifica que, en el caso nulo

n—rSCH
r—1SCFE

F’rfl,nfm

luego debe contrastarse dicho estadistico con el cuantil correspondiente. El proce-
dimiento se denomina anova de 1 via. Es importante percatarse de que la tnica
diferencia entre un anova (p = 1) y un manova (p > 1) radica en que el primero
considera el cociente de los nimeros positivos

SCH = ||PywY|?, SCE = |Py.Y|
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En el manova (p > 1), por el contrario, no se puede hablar de nimeros positivos
sino de las matrices p x p definidas positivas Sy = Y'PyjwY y S5 = Y'P,.Y. Los
elementos de estas matrices se obtienen en (4.19) y (4.16) de manera muy andloga a
SCH y SCFE, de hecho, los p elementos de las diagonales coinciden con los valores de
éstos, componente a componente. El resto se obtiene considerando productos cruzados
entre distintas componentes, segin se indica en (4.20) y (4.17). Por ultimo, como
S5 1S, no es un ndmero, consideramos sus autovalores positivos tq, ..., . Esta es
la clave para extender al analisis multivariante cualquier disefio del andlisis de la
varianza univariante®, como el de bloques al azar, disefios multifactoriales, anidados,
por cuadrados latinos, etc.

Al igual que en el caso univariante, podemos realizar también contrastes hipdtesis
del tipo v; = v;, donde i # j. En ese caso, la hipdtesis inicial se corresponde con
un hiperplano de V| por lo que el contraste se resuelve, como en las secciones 1y 2,
mediante la distribucién 72 de Hotelling. Nétese que la condicién v; = v; equivale
adp =0, siendo d = ni_llnz — nj_llnJ7 que pertenece a V|W. Recordemos que se
denominan contrastes a los elementos de V|W, y que (2.19) constituye una familia
de elipsoides de confianza simultdneos para los contrastes a nivel 1 — «, que ademas
es consistente con test de Roy ¢3 a nivel «a, es decir, que el test decide la hipétesis
alternativa si, y sélo si, el vector 0 queda fuera de £ para algin contraste d € V/|W.
Ello va asociado de forma natural a un método de comparaciones multiples, basado
en la distribucién C,,—1n—, de Roy, que generaliza el método de las comparaciones
multiples de Scheffé, basado a su vez en la distribucion F,_q 4.

De todas formas y caso de que el manova resulte significativo, suele dilucidarse en
primer lugar qué componentes del vector observado presentan diferencias en cuanto
a sus medias para realizar posteriormente las comparaciones multiples componente a
componente, mediante los métodos ya conocidos del caso univariante (Scheffé, Tuckey,
Bonferroni,...). Asi, SPSS muestra junto con el resultado del manova los resultados
de los p anovas y las p comparaciones multiples por el método que escojamos.

Ejemplo 4.3.

Se tomaron 6 muestras aleatorias independientes de manzanos correspondientes a seis
tipos de terrenos, midiéndose en cada caso cuatro variables referentes al tamano de
los mismos. Los resultados se encuentran en la tabla 6.2 de Rencher (1995). Supo-
niendo que se verifican las condiciones requeridas?, se desea contrastar al 0.1 % de
significacién la hipdtesis inicial de que el tipo de terreno no influye en el desarrollo

3Ver capitulo 6 del volumen dedicado a los Modelos Lineales.
4;Cuéles son y cémo se contrastan? ;Es estrictamente necesario su cumplimiento?
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del manzano. Tras los calculos pertinentes, se obtuvo:

074 537 332 208 320 1,697 554 217
5, — 4200 2355 1637 | o 12,143 4,364 2,110
6,114 3,781 |’ 4,201 2,482

2,493 1,723

Los autovalores de la matriz S; 'S, son 1.876, 0.791, 0.229 y 0.026. Por lo tanto, el
estadistico de Wilks (test de la razén de verosimilitudes) toma el valor A\; = 0,154
La aproximacién a la F-Snedecor correspondiente a este caso es F' = 4,937, que se

contrasta con ng?fgo = 2,53. Luego, queda rechazada la hipétesis inicial.

4.4. Analisis de perfiles

Este estudio, que se encuadra en el contraste generalizado para la media, careceria
de sentido en un anélisis univariante. Esté estrechamente relacionado co el modelo de
medidas repetidas y puede ser de gran utilidad cuando se analiza el crecimiento por
etapas de una determinada especie animal o vegetal. Comenzaremos con el analisis
de perfiles para una muestra. Consideremos Y7, ...,Y, una muestra aleatoria simple
de una distribucién

131
N, : DY
vy
Deseamos contrastar la hipétesis inicial Hy : v1 = ... = v}, 0, lo que es lo mismo,
Hoiljl—l/Q:...:I/p,l—l/p:O.

Gréaficamente, las hipdtesis inicial y alternativa pueden ilustrarse de la forma siguien-
te:
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La hipétesis inicial se expresa mediante Hy : (v1,...,1,)A’ =0, donde
1 0 ... 0
-1 1 ... 0
A= 0 -1 ... : (4.21)
: U |
o 0 ... —1

Tener en cuenta que A es una matriz p X (p — 1) de rango p — 1. Nuestros datos
compondran una matriz aleatoria Y = (Y1,...,Yn)’, de manera que

Y ~ Npp(p,14,%),  p€ (lp), ¥ >0.

Se trata entonces de contrastar la hipdtesis inicial Hy : pA = 0, lo cual se puede
clasificar, segin hemos comentado, como contraste generalizado para la media. En
este caso, b* = min{p — 1,1 — 0} = 1, con lo cual, con la notacién considerada en el
capitulo 2, hemos de tomar como estadistico de contraste la tinica raiz positiva del
polinomio [A’Sy A — t*A’S3A| o, lo que es lo mismo, el nimero ZoA(A'S3A) 1A' Z),.
Si se multiplica por n — 1, se obtiene el estadistico de contraste

T(Y) =g A(A'SA) ' A7, (4.22)

que sigue, en el caso nulo, una distribucién Tp{l n_1- Luego, el test siguiente es UMP-
invariante al nivel « :

1osi TXY) > T2
V) = ] p—al.,n—l
oY) { 0 si TXHY)<TX,.,

Este test es el que corresponde al contraste de la hip6tesis inicial g = 0 para los datos
trasformados A'Y7, ..., A'Yy, que se estudia en la primera seccion.

El siguiente paso del estudio consiste en considerar dos muestras aleatorias simples
e independientes, Yj1,...,Yn,, ¢ = 1,2, correspondientes a sendas distribuciones p-
normales con la misma matriz de varianzas-covarianzas y medias 14 = (v11...11,) y
vy = (V91 ... 1s,), respectivamente. Podemos plantearnos, primeramente, la hipdtesis
inicial (1) de paralelismo, es decir,

Vi1 —Vi2 = Vo1 — Va2,

Vip—1 —Vip = Vap-1— Vop.
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Si consideremos la matriz A (4.21), la hipétesis inicial se expresa mediante Hél) :
viA = V4 A. Consideremos la matriz aleatoria Y = (Yi1,...,Yin,, Yo1, ..., Yon,), la
cual esta asociada al siguiente modelo estadistico

Y ~ Nn1+n2,p(/l~, Id7 E), n e <V17V2>7 > 0.

La hipdtesis inicial puede expresarse mediante Hél) : wA € (lp,4n,). Luego, estamos
nuevamente ante un contraste generalizado, con dimV|W = 1. Por lo tanto, el test
UMP-invariante se obtiene, como en el caso anterior, considerando el estadistico
invariante maximal ZoA(A’Z}Z3A)~' A’ Z}. Multiplicando por n; + ng — 2, obtenemos
el estadistico de contrastes

njn 1

T*(Y) = (U —U2) A(A'SA) A7) — o), (4.23)

n] + ng

que sigue un modelo de distribucién T | ; 1, 5 en el caso nulo. Luego, el test UMP-
invariante a nivel « es el siguiente:

1 si T?2>T2°

p—1n;+np—2

¢(Y) = { . 2,
0 si T?°< T mims2
que es el que corresponde al contraste de la hipdtesis p € (1n,4n,) para los datos
trasformados A'Y;;, i =1,2y j=1,...,n;. Este contraste se estudié en la seccién 2.
También podemos plantear el contraste de la hipdtesis inicial (2) siguiente:

P p
Hé” : Zﬂlj = ZM%
j=1 j=1

que puede expresarse también mediante HéQ) : 1, € (1n,1n,). Nuevamente, se trata
de un contraste generalizado para la media, en este caso con s = 1y dimV|W = 1.
Luego, conviene de considerar el nimero Z,1,(17,551,) "1/, Z5, que, multiplicado por
n; +np — 2 conduce al estadistico de contraste

IS @ -5

(& ) S

siendo s2(k, h) la componente (k,h) de la matriz S.. El estadistico (4.24) sigue un

(4.24)

HY) =

modelo de distribucion ¢, +,,—2 en el caso nulo. Luego, el test UMP-invariante a nivel
« es el siguiente:
1 Si t> t[ll,n1+n272

Y)=
oY) { 0 si <, 1ny2

La visién grafica de las hipétesis Hél) y Hé2> es la siguiente:



ANALISIS

(HVA@2)V (1)\//\(2)Fﬁ/
(DFA(2)V (1)%

Por 1ltimo, el caso de r perfiles se sigue de manera analoga: dadas Y, ..., Y,,,
1 = 1,...,r, muestras aleatorias simples e independientes de sendas distribuciones
p-normales con idénticas matrices de varianzas-covarianzas, podemos plantear consi-
derar también contrastes tipo (1) y (2). En ambos casos habré que considerar las b*
raices positivas del polinomio |C"SyC' —tC'S3C|, donde C' = A o C' = 1y y,, segin se
contraste la hipdtesis (1) 6 (2), respectivamente. Se obtiene b* = min{p—1,r—1}, las
matriz Ss y S5 como en el manova de una via. Segin la transformacion considerada,
tendremos el test de Wilks, Lawley-Hotelling, Roy o Pillay.

Cuestiones propuestas

1. Probar que el estadistico 72 definido en (4.4) verifica (n — 1)t = T2, siendo
t = 7,557,

2. Probar. igualmente, que el, estadistico T2 para la comparacién de dos medias
verifica (n — 2)t = T2.

3. Consideremos una muestra aleatoria simple de tamano n de una distribucién p-
Normal con matriz de covarianzas conocida. Construir una region de confianza
a nivel 1 — « para la media de la distribucién. ;De qué figura geométrica se
trata? ;Bajo qué condiciones se obtiene una esfera?

UEX

4. Consideremos dos muestras aleatorias simples independientes de tamafnos n;
y no de sendas distribuciones p-normales con la misma matriz de covarianzas,
que se supone conocida. Construir una regiéon de confianza a nivel 1 — « para
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la diferencia de las medias y un test a nivel « para contrastar la igualdad de
las mismas.

. Demostrar que el test propuesto para contrastar la diferencia de dos medias en

la seccién primera es una generalizacién multivariante del test de Student.

. Situémonos en el contraste de las medias de dos distribuciones p-normales con

matriz de covarianza comun a partir de sendas muestras independientes de las
mismas. Relacionar el concepto de distancia de Mahalanobis con el estadistico
de contraste y la potencia del test correspondiente.

. Demostrar (4.16).

. Qué requisitos deben exigirse antes de aplicar un manova de una via? ;En

qué medida son realmente necesarios?

. Si realizas mediante SPSS un manova de una via para dos muestras indepen-

dientes, observaras que los resultados correspondientes a los tests de Wilks,
Lawley-Hotelling, Roy y Pillay son idénticos. ;Puedes explicarlo? Ademas, se
indica en la salida que el valor F' es exacto ;Qué quiere decir?

Obtener un elipsoide de confianza a nivel 1 — « para la diferencia v; — v; en el
manova de una via.

Obtener el estadistico de contraste (4.24) asi como su distribucién en el caso
nulo.

Los datos que se presentan en la tabla 5.7 de Rencher (1995) corresponden a
la medicién de seis pardmetros relativos a la atrofia muscular, llevados a cabo
en dos muestras aleatorias independientes. La primera de ellas, de tamano 39,
corresponde a un grupo control, mientras que la segunda, de tamafio 34, a un
grupo de transportistas. Contrastar si existe diferencia significativa entre las
medias de ambos grupos. ;Se dan las condiciones de validez del test?



Capitulo 5

Regresion Lineal Multivariante

Continuamos estudiando las aplicaciones del modelo lineal normal multivariante
o, mejor dicho, los problemas que pueden formalizarse mediante dicho modelo. En
este caso, se trata de explicar cierta cantidad (en total p) de variables denominadas
respuesta mediante una relacién de tipo lineal con otras (en total ¢) variables deno-
minadas explicativas. Este estudio generaliza el de regresién lineal multiple!, donde
existe una unica variable respuesta y, por supuesto, al de regresién lineal simple,
donde, contamos tnicamente con una variable respuesta y otra explicativa.

El esquema a seguir es el siguiente: empezaremos por presentar el modelo; se-
guidamente, lo compararemos con el modelo de correlacién lineal?; a continuacién,
abordaremos los problemas de estimacion y contraste de hipdtesis, asi como algunos
aspectos asintéticos de interés; finalmente, explicaremos qué se entiende por regresion
con variables ficticias, con lo cual esperamos que quede claro que tanto el manova
como el mancova pueden considerarse casos particulares de la regresién lineal multi-
variante.

El problema de regresion multiple puede considerarse tema propio del anélisis
multivariante pues considera diversas variables explicativas. No obstante, dado que
se formaliza mediante el modelo lineal univariante, consideramos que debe darse por
conocida. Partiendo de esta premisa, el objetivo fundamental de este capitulo es
bastante modesto: clarificar las pequenias modificaciones que hay que realizar para
adaptar las técnicas del andlisis de regresion multiple a las del anélisis de regresion
multivariante. Al igual que sucediera en el anterior capitulo, el lector debe tener claro
que conociendo la regresion miltiple se domina, casi automdticamente, la regresion
multivariante. Por el mismo razonamiento, la técnica multivariante hereda el mismo

Ver capitulo 4 del volumenl dedicado a los Modelos Lineales.
2Ver capitulo 5 del volumen 1.
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problema de su analoga univariante: la posible violacién de los supuestos del modelo,
uno de cuyos aspectos, la no normalidad de las variables respuesta, se estudiara en el
presente capitulo. El problema de multicolinealidad, que no es en rigor una violacion
de los supuestos del modelo, se tratard e un capitulo posterior mediante el analisis
de componentes principales.

5.1. El modelo de Regresion

Un modelo de regresién lineal multivariante® no es sino un modelo lineal normal
expresado mediante coordenadas, es decir, un estructura estadistica del tipo

Y ~ Nn,p(Xﬂ7 Id* 2)7 /8 € M(q+1)><p7 2> 07

donde X es una matriz n x (¢+ 1) de rango g+ 1 cuya primera columna, denominada
término independiente, es el vector 1. En lo que sigue que X se expresara mediante

1 z[1] ... z]q]
X=|[: : (5.1)
1 zp[l] ... zlq]

Se denotard por Z la matriz anterior desprovista de del término independiente, es
decir X = (1p|Z). El modelo puede expresarse también de la siguiente forma:

Y = (a|Z)B+&,  £~N,,(0,1d,5). (5.2)

Nétese que, en el caso p = 1, tendremos un modelo de regresién lineal multiple. Si,
ademds, ¢ = 1, se trata de un modelo de regresién lineal simple. La matriz aleatoria
Y correspondiente a la observacion de las variables respuestas en n individuos, y la
matriz § se expresardn, respectivamente, mediante

] ... wlpl Bor - DBop
Y = : : ) B = : :
yn[l] R yn[p] ﬂql cee ﬁqp
De esta forma, (5.2) equivale a que, para cada ¢ = 1,...,ny cada j = 1,...,p, se
verifique
vili] = Boj + Bujzill] + ... + Byizilg] + €45, (5.3)

3En este capitulo s6lo consideraremos modelos de regresién de rango completo.
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de manera que, si se denota &; = (g41,...,&;), entonces €y,...,eq constituyan una
muestra aleatoria simple de una distribucién N,(0,X). En lo sucesivo, y[1],...,y[p]
y z[1],...,z[q] denotarén las columnas de Y y Z, respectivamente. por otra parte,
las filas de Z se denotardn por zi, ..., zy. Asi mismo, S[1],...,8[p] vy Bo, .- ., 3, deno-
tardn, respectivamente, las columnas y filas de 8. Por tdltimo 8y S[j], j = 1,...,p,
denotaran, respectivamente la matriz ¢ X p y el vector de R? que se obtienen exclu-
yendo de Gy 8[j] la fila 5y y el ntimero fy;, respectivamente. Por lo tanto, se trata
de la submatriz compuesta por los coeficientes de las variables explicativas (o, mejor
dicho, vectores explicativos).

A partir de la matrices Y y Z podemos construir, siguiendo la notacién empleada
en el apéndice del volumen dedicado a los Modelos Lineales, las medias muestrales
7 € R? y Z € RY; las matrices Y y Z que se obtienen reemplazando cada fila de Y y Z
por 7' v 7'; las matrices Yo = Y =Y y Zy = Z—Z; las matrices de varianzas-covarianzas
totales muestrales

Syy = n71§/(),Y()7 Sz = n*IZ{)ZO, Syz = n*1Y0’2m

que componen la matriz Syz)(yz). Por dltimo, consideraremos la matriz de varianzas-
covarianzas parciales muestral

Syyz = Syy — Syzsz_észy-

5.2. Regresion y correlacion

En la propia formulacién del modelo de Regresion se determina que, mientras que
los valores correspondientes a las variables respuesta son aleatorios, los de las varia-
bles explicativas, las z’s, no lo son, es decir, quedan determinados de antemano, de
ahi que debamos hablar mas bien de vectores explicativos. Aunque el control de las
variables (o vectores) explicativas pueda reportar interesantes ventajas, no cabe de
duda de que, en muchos estudios, por no decir la mayoria, los valores de las variables
explicativas no han sido determinados de antemano sino que son tan aleatorios como
las respuestas. En ese tipo de estudio, se seleccionan aleatoriamente individuos de una
poblacién dada y se anotan los valores de las distintas variables, tanto explicativas
como respuestas. Es lo que se denomina un problema de Correlacién. Estos estudios
son simétricos, en el sentido de que los papeles que desempenan las variables pueden
intercambiarse. La pregunta que nos formulamos es la siguiente: ;pueden aplicarse
técnicas de regresion en sentido estricto, a problemas de correlacién? Afortunada-
mente, la respuesta serd positiva, como veremos a continuacién.
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En primer lugar, debemos formular de manera precisa el modelo de Correlacién.
Concretamente, vendra dado simplemente por una muestra aleatoria simple de ta-

mano n
Y1 Ya
72 )\ z

correspondiente a una distribucion

141 A Ag
N, |
e (( v ) 7 ( Asr An >> ’

siendo la matriz de covarianzas definida positiva y n > p+¢. Por lo tanto, se trata del
modelo en el cual se resuelve el contraste de independencia (capitulo 3). Consideremos
las matrices aleatorias Y = (Y1 ...Ya) v Z = (Z; ... Zy)". En ese caso, si se denota
p1= (v1,...,11)" vy po = (va,..., 1), se verifica, en virtud del teorema 1.21, que

VANTRRWAN DY
(Y|Z) ~ Nn,p+q ((/““Q)’ Id7 ( Agl A22 )) .

Denétese

Y=A - A12A§21A217 B = (

! 7 A—1
vy — I/2A22 Agl
A22 A21

En ese caso, dada una matriz Z € M,,,, se verifica por el teorema 1.20
Y|Z =7~ N,,((14]2)3,14,%).
Por lo tanto, se sigue de (1.7) que
Y =n|2)8+E, Z~ Npg(po,1d,As), &~ N,,(0,1d,%), (5.4)

siendo Z independiente de £ y tal que el rango de (15]Z) es ¢+ 1 con probabilidad 1
(esto ultimo se deduce del teorema 1.27). Puede probarse sin dificultad (se deja como
ejercicio) que, reciprocamente, (5.4) implica que (Y/Z!)',i =1, ..., n, constituyen una
muestra aleatoria simple de una distribucién p-normal no degenerada. Por lo tanto,
el modelo de correlacién puede expresarse también mediante (5.4).

Nétese pues que, a diferencia del modelo de regresién, Z esa su vez una ma-
triz aleatoria que sigue una distribuciéon normal matricial. La relacién entre ambos
modelos estriba en que el modelo de regresién se obtiene condicionando en el de
correlacién para un valor concreto de las variables explicativas, Z. Este hecho es de
vital importancia pues, teniendo en cuenta nuevamente (1.7), las distribuciones de los
estimadores y estadisticos de contrastes que se obtienen para el modelo de regresion
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son igualmente correctas para el de correlacion, siempre que éstas no dependan de
la matriz Z. De ahi que los tests que propondremos a continuacién para el modelo
de regresion sean validos para el de correlacién. Ademads, la justificacién tedrica de
los mismos es muy similar, al menos en el caso p = 1: si los tests para el modelo
de regresién se obtienen tras reducir por suficiencia e invarianza (ver seccién 2.2),
desde el punto de vista del modelo de correlacién pueden obtenerse los mismo tests
reduciendo por suficiencia e invarianza, pero respecto a grupos de transformaciones
distintos*. Todo ello es francamente importante teniendo en cuenta que, en la practi-
ca y como ya hemos comentado, la matriz Z considerada no suele ser predeterminada
con anterioridad a la ejecucién del experimento (modelo de regresién), sino que es a
su vez el valor observado de una matriz aleatoria.

Ademsds, de todo esto se obtiene una justificacién de todos los supuestos del mo-
delo de Regresion a partir de la hipdtesis de normalidad, pues si las observaciones
constituyen una una muestra de una distribucién (p + ¢)-normal, el modelo condicio-
nado verifica automaticamente los supuestos de normalidad, independencia, homoce-
dasticidad y linealidad. Desde el punto de vista préctico, esta afirmacién no aporta
demasiado, puesto que la hip6tesis de (p+ ¢)-normalidad es muy estricta. No obstan-
te, lo dicho debe servirnos para que nos percatemos del intimo vinculo existente entre
normalidad y linealidad. Restringiremos nuestro estudio en lo que resta del capitulo
al modelo de regresion, propiamente dicho

5.3. Estimacion de los parametros

Supuesto que se verifican las condiciones del modelo de regresién lineal, los pro-
blemas de Estimacion y Tests de hipdtesis se resuelven segin los métodos expuestos
en el capitulo 2, como veremos a continuacién. Respecto al problema de Estimacion,
ya sabemos que los EIMV de 3y ¥ son®, respectivamente,

b= (XXX,

$ 1

L Y'Py.Y =
n—(g+1) T T a

ﬁ(y/y — FXY).

Se verifica entonces, en virtud del teorema 2.5, que

B ~ Nq+17p(ﬁ,(X/X)7l,E),
(= (g+1)% ~ Wyn—rn7Y)

UEX

4Para més detalles, ver Arnold(1981), cap. 16 o bien el capitulo 5 del volumen 1 dedicado a los
Modelos Lineales.
5Tener en cuenta, en la tltima expresién, que Y/PyY = ﬁ/X,Y.
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siendo ambos independientes. Se observa que el estimador de la columna S[j], j =
1,...,p, es el que se obtendria si consideramos una regresién lineal miltiple de la
componente y[j] respecto a las variables explicativas z[1],...,z[q] 5. En ese sentido,
precisamente, podemos afirmar que una regresion multivariante es una composicion

de p regresiones multiples. Concretamente, se verifica

Bi) = SzzSzus oy =Tl —Z Bl (5.5)
Por lo tanto, el estimador de 3 puede expresarse como sigue.
B=S5z552,  Bo=7 —Z5. (5.6)

Por otro lado, es facil verificar que
PugY =Yo,  PiunY = Zof. (5.7)
En consecuencia,
Sy = Y/P<X>LY
= Y'PupY = Y'Pyjan)Y
ViY— (Z) 205
= nSy — SstEéSZ:«/

Por lo tanto, el estimador de la matriz de covarianza puede expresarse también de
forma maés intuitiva mediante

n

SRESITERT

Syy — SyzSz25zy) - (5.8)

Por otra parte, se sigue del teorema 1.15 que, para cada j = 1,...,p, la distribucién
del estimador de la columna /3[j], correspondiente a la componente y[j], es la siguiente

Bl ~ Nesr (B, S5 - (XX) 1), (5.9)

donde X;; denota el j-ésimo elemento de la diagonal de . Asi mismo, para cada

j=0,1,..., ¢, ladistribucién del estimador de la fila 3;, correspondiente a la variable
explicativa j-ésima (o altérmino independiente cuando k& = 0) es

N f _1

G~ N, (8, (%)) 3) (5.10)

A partir de (5.9) y (5.10), se obtienen los elipsoides de confianza a nivel 1 — « (5.17)
y (5.18), para los vectores 3(j] y (3}, respectivamente (ver cuestiones propuestas).

6Ver capitulo 4 del volumen 1.
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5.4. Tests de hipdtesis

Como ya sabemos el modelo de regresién no es sino un modelo lineal en el que el
subespacio V' que recorre el parametro media viene generado por las columnas de la
matriz X. En el capitulo 2 hemos estudiado c6mo contrastar una hipétesis inicial del
tipo Hy : 4 € W. Teniendo en cuenta que el parametro 3 lo componen las coordenadas
de p respecto de la base X, es facil demostrar que Hy puede expresarse en términos
de 3 mediante Hy : A3 = 0, siendo A = C’X para cualquier base C del subespacio
(X)|W. En ese caso, A es una matriz de dimesnsiones (¢+ 1 —dinW) x (¢+ 1) y rango
(g+1) — dimW.

Reciprocamente, dada una hipdtesis inicial del tipo AS = 0, siendo A una matriz
de orden m x (¢+1) y rango m (lo cual implica que m < ¢+ 1), existe un subespacio
lineal W C (X) de dimensién ¢ + 1 — m tal que la hipdtesis inicial Hy : A3 = 0
equivale a Hy : u € W. Concretamente, se trata de la imagen del subespacio W de
dimensién ¢ + 1 — m, constituido por los vectores b de R+ tales que Ab = 0, por la
aplicacién lineal inyectiva que a cada b en R le asigna el vector Xb de (X).

En definitiva, contrastar hipétesis del tipo p € (X) equivale, en términos de [3, a
contrastar hipétesis del tipo AS = 0, siendo A una matriz de orden m x (¢ +1) y
rango completo. De hecho, en regresién lineal expresaremos asi las hipdtesis iniciales.
escogida. Conviene pues expresar el estadisticos So = Y/ Pxyw, Y, estudiados en el
capitulo 2, en funcién de la matriz A correspondiente (el valor del estadistico S5 =
Y'Pixy1Y no depende de A). Para ello es conveniente encontrar una base adecuada

de (X)|Wa.
Lema 5.1.

Dada una matriz A orden m x (¢ + 1) y rango m, las columnas de la matriz C' =
X(X'X)~' A’ constituyen una base del subespacio (X)|WW,4, de dimensién m.

Demostracion.

Veamos que las columnas de C son linealmente independientes. En efecto, si existe
un vector g € R™, tal que Cig = 0, entonces, AX'C'g = 0. Dado que AA’ es una matriz
cuadrada de orden m y rango m, podemos afirmar que

0= (AA)TAX'Cg = (AA)TAX'K(X'X) 1 Ag = g.

Por lo tanto, el rango de C' es m. Falta probar que las columnas de C' son ortogonales
a Wx a, es decir, que dado b € R™ tal que Ab = 0, se verifica (Xb)'C' = (0,...,0).
Efectivamente,

(Xb)'C' = UX'X(X'X)"'A' = Y A' = (0,...,0).
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Teorema 5.2.
Un estadistico invariante maximal para el contraste A = 0 es ty,...,%, las raices
positivas del polinomio |Sy — 53|, donde b = min{p, ¢ + 1 — k},

S, = FA(AXX)A) A
Ss = nSy _Syzsz_észy

Demostracion.
La expresién de Ss se obtiene sin mdas que sustituir de acuerdo con el lema anterior,
mientras que la de Ss, se sigue directamente de (5.8).

Una vez obtenidos las valores t1, ..., t,, se procederd a aplicar uno de los cuatro
tests propuestos en la teorfa (Wilks, Lawley-Hotelling, Roy o Pillay). Destacaremos
tres tipo de contrastes:

(a) Ho: B =p% 8* € M(g+1)xp- En este caso, se considera Y — X 3*. Entonces, se
trata de contrastar la hipotesis inicial 5 = 0, es decir, Id§ = 0, a partir de los
nuevos datos obtenidos. En ese caso, dim((X)|W) = ¢ + 1.

(b) Ho: 8 =0. Se corresponde con Hy : A = 0, donde

Por lo tanto, en este caso W = (1,) y la dimensién de (X)|W es ¢. En el
caso nulo, estaremos afirmando que los pardmetros predictores z no tienen
ninguna influencia sobre las variables dependientes. En el modelo de correlacion,
esta hipdtesis equivale a la indepedencia entre las variables respuesta y las
explicativas.

El calculo de S, puede efectuarse teniendo en cuenta el teorema anterior o bien,
directamente, a partir de (5.7). En todo caso, se tiene que

Sy = 05,2522 5z, (5.11)
De (5.7) se sigue también que

Y'PupyrY = nSy,.
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Teniendo en cuenta (2.3), se deduce que el test de Wilks para contrastar la
hipétesis inicial Hy : 8 = 0 tiene por estadistico de contraste

_ |Syy — SstEéSZy|_

Luego, aplicando el teorema 13.6, se tiene

1S(zy)(zv)|
M(Y)(Z) = 2EE)
|Szz]| Syyl
Como podemos ver, se trata de un algoritmo bastante sencillo. Se denominan

coeficientes de correlacién candnica al cuadrado, denotdndose por 72, ..., r?

,p7 a

los autovalores’ de la matriz
—1 —1
Sy SyzS225zy-
Suponen una generalizacién del coeficiente de correlacién miltiple R? al caso
multivariante. Se puede comprobar facilmente que, en el caso p = 1, que se

corresponde con la regresién multiple, se obtiene un tnico coeficiente de corre-
lacién canénica 7%, concretamente

SyzS;zISzy

2
Sy

=R*=1r2.

La relacion entre los coeficientes de correlacion candnica y los autovalores

ty,...,t, correspondientes al contraste de la hipétesis 3 = 0 (por lo tanto,
b = min{p, ¢}) es la siguiente: ¢1,...,t, son las raices positivas de
S =S| = [Sy2S225z2y — t[Syy — SyzSzz 5z

= |(t + 1)SyZSz_éSZy - tSyy|v
es decir, ﬁ son las raices positivas de |S,zS52 Sz, — ©S,,|, que coinciden con
los b autovalores positivos de Sy’yl SyzSgéSzy. Por lo tanto, la relacién obtenida

es la siguiente

r2

ti=——, i=1,...,b. 5.12

Yol =1} (5.12)
Asi, el estadistico de contraste del test de Wilks, por ejemplo, puede expresarse
en funcién de los coeficientes de correlacién canénica como sigue:

b

MY)(Z) =T =) (5.13)

i=1

"Realmente, se consideraran sélo los b primeros, donde b = min{p, ¢}, pues el resto son nulos.
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Notese la relacién existente entre (3.6) y (5.13). Por su parte, el estadistico de
contraste del test de Pillay, se expresa de esta forma

MY (Z) = er. (5.14)

(c) Consideremos una descomposicién de las variables explicativas en dos grupos
ZD:{Z[DI],...,Z[Z]}7 ZR:{Zﬁ]7...7ZfZ/7d]},

y sean gy Bp las submatrices de 3 asociadas a los grupos Zr y Zp, respectiva-
mente. Consideremos entonces el contraste parcial Hy : Bp = 0. Se corresponde
con A =0, siendo

0 atlzd 0 1 0
A= : : -
0O ... 00 1

La dimensién de (X)|W es, en este caso, d. Se trata pues de contrastar si el grupo
de variables explicativas Zp tiene influencia sobre Y. En caso negativo habra que

considerar su eliminacién. En las condiciones del modelo de correlacion, esta
hipdtesis equivale a la independencia condicional entre Y y Zp dado Zg.

Especial interés tiene el caso d = 1, es decir, cuando se plantea la posible elimi-
nacion de una variable explicativa. Es lo que se denomina un contraste parcial.
En ese caso, tendremos un unico autovalor positivo que se contrastara con un
cuantil de la distribucién T;’nf(q 1) (que, recordemos, es, salvo una constante,
un modelo F-Snedecor). Ademds, puede comprobarse (cuestién propuesta) que
el test a nivel « decide rechazar la hipdtesis inicial si, y sélo si, el vector 0 queda
fuera del elipsoide (5.18). También puede plantearse un contraste parcial para

el término independiente 1.

El test de Wilks proporciona un interesante algoritmo para los contrastes par-
ciales: en general, se tiene que
|55

A= ——7—.
! |SQ+S3|

UEX

Denétese por (Y)(Z) el modelo completo y por (Y)(Zg) el modelo reducido,
donde se ha eliminado el grupo Zp. La hipétesis inicial HP : y € Wx deter-
minada por 5p = 0 coincide con la hipdtesis estructural del modelo reducido,
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Vr = (1a]Zg). Si se desea contrastar la hipdtesis Hy : p € (1p), equivalente a
3 =10 (es decir, se trata de un contraste tipo (b)), en el modelo completo V', se
tendrd el estadistico de Wilks

Y Py Y|
M(Y)Z) = St
1(V)(2) Y'P, Y]

Si se desea contrastar la hipétesis inicial Hop € (1n) (contraste tipo (b)) en el
modelo Vi reducido, se tiene

M) (2n) - oL
1 R) = - .
[Y' Py Y|
Luego, si se desea realizar el contraste parcial HY : 8p = 0 en el modelo
completo, se tiene

_ YR Y] M(Y)(ZR)

M(Y)(Zg|Zp) = Y'P.Y| N(Y)(Z)

Por lo tanto, el estadistico del test de Wilks para resolver un contraste tipo (c)
puede obtenerse como cociente entre los estadisticos de Wilks para los contrastes
tipo (b) en los modelos completo y reducido.

(1nZg)
M ()(ZrlZp
(1nZrZp) M) (ZR)
MO(2)
(1n)

5z, - .
Dado que A\ (Y)(Zg) = %, el estadistico queda como sigue
R“R

1Szzx| - |Szy)(zy)|
M(Y)(Zr|Zp) = g T,
1( )( R| D) |Szz| . |S(ZRy)(ZRy)‘

Nétese que, conocida la matriz de covarianzas completa S(zy)( -y, cada contras-
te parcial se reduce a escoger las submatrices apropiadas, Sz,z,; ¥ S(zpy)(Zay)
y efectuar la division anterior.

En lo referente al vector respuesta Y podemos también contrastar la utilidad
de un subgrupo de componentes, de tamafio d, en el modelo de regresiéon. Ello
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puede hacerse desde dos puntos de vista: el primero seria contrastar la nulidad
de las columnas de 3 asociadas a dichas componentes. Esta serfa una hipotesis
del tipo

Hy: BA=0,

lo cual se corresponderia con un contraste generalizado®. El test que se deriva
de la teorfa coincide, en el caso d = 1, con el test F' para un contraste tipo (a)
en el modelo de regresién multiple.

No obstante, si consideramos un modelo de correlacion, resulta mas congruente
(por pura simetria), a tenor de lo visto anteriormente, optar por desechar un
subgrupo de variables dependientes Y frente a otro Yz cuando se da la inde-
pendencia condicional entre Yp y Z dado Yg. Si trasladamos este argumento al
modelo de regresién, contrastaremos si, en el modelo (Yp)(Z, Yg), la matriz de
los coeficientes correspondientes a Z vale 0. Ello significa que, conocido Yy, Z
no aporta ninguna informacién adicional respecto a Yp, es decir, que podemos
limitar nuestro estudio a la relacién entre Yr y Z, siendo Yp redundante. El
estadistico del test de Wilks para contrastar dicha hipotesis es el siguiente:

M (YD)(Yr)
M (Yp)(Z,YR)
‘S(Zy)(zy)| “[Syryal
‘S(Z?JR>(ZZIR)| [ Syyl
M (Yr)(Z)
M (YR, Yp)(Z)

M(YrYD)(Z) =

Para acabar con esta seccién vamos a considerar el problema seleccién de varia-
bles, consistente en la eliminacion de aquellas que no tengan relevancia en el modelo,
con la idea de obtener una estructura lo mas sencilla posible. Distinguimos entre
seleccién de variables explicativas y seleccién de variables respuesta. En ambos casos
podrian considerarse todos los posibles modelos reducidos y considerar los contras-
tes correspondientes. No obstante, esta técnica no se utilizan normalmente, pues el
numero de posibles modelos reducidos suele ser demasiado grande. En su lugar suele
recurrirse a métodos de eliminacién hacia atrds (backward) o de introduccién hacia
adelante (forward).

En la seleccién de variables explicativas, el método backward consiste en consi-
derar inicialmente todas las variables Z’s en el modelo y considerar todos los test
F's parciales. Se elimina aquella variable que aporte el resultado menos significativo.

8Ver sec. 2.7
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A continuacién se vuelve a aplicar todos los test parciales en el modelo (reducido)
resultante y se elimina otra. El proceso de eliminacién finaliza cuando todos los tests
parciales dan resultado significativo (se suele subir la cota de significacién a 0.10).

El método forward consiste en contrastar todas las g regresiones de Y sobre las
variables individuales de Z e introducir la variable que presente un resultado mas
significativo. A continuacién se consideran los g—1 modelos que tienen como variables
independientes la ya introducida y otra, considerandose los contrastes parciales para
decidir la eliminacion de la otra. Ingresa en el modelo la que aporte un resultado mas
significativo. El proceso contintia hasta que no se da ningin resultado significativo.

El método stepwise es una mezcla de los anteriores: se basa en el método forward
con la anadidura siguiente: cada vez que se introduce una nueva variable, se realiza un
método backward para las variables introducidas hasta ese momento. De esta forma,
la introduccién de una nueva variable puede suponer la eliminacién de otra que ya
habia sido introducida previamente. En el caso se seleccién de variables dependientes,
los métodos funcionan de manera andloga.

Los algoritmos para la ejecucion de estos métodos son muy sencillos teniendo en
cuenta las expresiones anteriores del estadistico de Wilks para los contrastes parciales.

5.5. Estudio asintotico.

A continuacién, vamos a realizar algunas consideraciones asintéticas acerca de los
modelos de regresién y correlaciéon. Supongamos que no se verifica la normalidad de la
matriz residual €. La cuestién es determinar el comportamiento de los estimadores®
v tests de hipdtesis considerados a medida que vamos anadiendo datos a la muestra,
es decir, cuando agregamos filas a las matrices Y y X. En ese caso, si Xp, n € N,
denota la matriz estructural de valores predictores en la fase n-ésima (es decir, con n
filas) la condicién de Huber (2.11) puede expresarse de la siguiente forma

m(X, (X, X,) "' X,) — 0 (5.15)

Recordemos que, dada una matriz A semidefinida positiva, m(A) es el méximo valor
de su diagonal. En nuestro caso y segin se demuestra en el capitulo 3 del volumen

9Realmente, respecto al comportamiento asintético de los estimadores no vamos a afiadir nada
a lo que se dijo en el capitulo 2.
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dedicado a los Modelos Lineales, estos valores, que se denotan por vy, ¢ = 1,... 1,
se obtienen mediante

1
vii=—(1+ (zi — 2)/Szz(zi — 2)').
n
Dicho de otra forma 1
vii =—(1+ dQ(zhz)),
n
donde d? denota la distancia de Mahalanobis entre cada vector z;, i = 1,...,n, y la

media de todos ellos. En consecuencia, la condicién de Huber queda reducida a

9/
sup &(z:,2) — 0. (5.16)
i<n n

Desde un punto de vista practico esto se traduce en que, si el tamafio de muestra es

suficientemente grandey no existen outliers importantes en las filas de z, la violacion

del supuesto de normalidad de los residuos no afecta apenas al nivel de significa-

ciéon del test. En ese sentido, la validez asintética del modelo esté condicionada a la

ausencia de valores potencialmente influyentes.

Si la matriz explicativa constituyen una muestra aleatoria simple Z, de tamano n,
de un vector aleatorio g-dimensional, la conclusién es mas interesante, si cabe. Puede
demostrarse'® que, si el vector aleatorio explicativo estd dominado por la medida
de Lebesgue en R? y todas sus componentes tienen momentos de orden 2 finitos,
la condicién (5.16) se verifica con probabilidad 1, en cuyo caso podemos obviar el
supuesto de normalidad desde un punto de vista asintético.

No obstante, no conviene ser excesivamente optimistas en cuanto a estos resulta-
dos pues, en la practica, la violacién de la normalidad de los residuos en los modelos
(5.2) y (5.4), suele venir asociada al incumplimiento del supuesto de linealidad o de
homocedasticidad, o incluso de ambos.

5.6. Regresién con variables ficticias. Mancova

Como hemos visto, los problema de comparacion de medias y de regresion lineal
pueden formalizarse mediante un mismo modelo: el modelo lineal. En el caso de la
regresion, esto se consigue considerando el pardmetro u = X3, que, segiin se deduce
de (5.2), debe recorrer el subespacio V' = (X). Reciprocamente, un problema de
comparacién de medias (manova), puede transformarse en otro de regresion respecto

10 Arnold, Asymptotic Validity of F Test for the Ordinary Linear Model and Multiple Correlation
Model, Journal of the American Statistical Association, Dec. 1980, Vol. 75, 890-894.
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a ciertas variables explicativas creadas al efecto, junto con un término independiente.
Veremos tnicamente como se hace en el manova con un factor. En el capitulo 6 del
volumen 1 dedicado a los Modelos Lineales se consideran disenos con mas factores
aunque, eso si, equilibrados.

Asi pues, asumiendo las notaciones y condiciones de la seccién 4.3, se trata de
contrastar la hipdtesis inicial de igualdad de medias Hy : vy = ... = v, partiendo
de sendas muestras independientes de distribuciones p-normales con matriz de cova-
rianzas comun. En ese caso, el pardmetro media p recorres el subespacio V' generado
por los vectores v;, definidos en (4.14). Dado que 1p C V, el problema se reduce a
considerar una base X de V' que contenga el término independiente. De esta forma,
si X = (1n|Z) es una base de V, nuestro problema puede entenderse como una re-
gresion lineal multivariate respecto a Z, y la hipdtesis Hy : 8 = 0 equivaldrd a la
igualdad de medias. A la hora de elegir Z y si las muestras son de tamano idéntico
nimero de datos de cada muestra es el mismo , puede resultar natural considerar la
descomposicién ortogonal

V = (la) ® V|{1a)

y considerar, precisamente, una base de V/[(1p). En ese caso, el coeficiente del término
independiente coincidira con la media aritmética de las r medias, 7, mientras que los
coeficientes de las variables explicativas z[j], j = 1,...,7 — 1, equivaldrdn, respecti-
vamente, a las diferencias v; — 7, i=1,...,r — 1.

También puede considerarse, y asi lo hace el programa SPSS, la matriz Z compues-
ta por las columnas (vq,...,v._1). En ese caso, el término independiente equivaldrd a
la media v,, mientras que que el coeficiente de z[j] serd igual a v;—v,, j = 1,...,r—1.

En todo caso, el contraste de igualdad de medias se convierte en una contraste tipo
(b) respecto a ciertas variables z[1],...z[r — 1], denominadas ficticias, que indican
en definitiva el grupo al que pertenece cada individuo. Por ello, el estadistico de
contraste, que depende exclusivamente de los autovalores t1, ..., t, puede expresarse
en funcion de los coeficientes de correlacion candnica entre las variables observadas y
las ficticias, rZ,...,72 . La relacién entre ambos es la expresada en (5.12). En el caso
univariante, es decir, cuando p = 1, el contraste se resolvera a través del coeficiente
de correlacién multiple al cuadrado.

Esta es, realmente, la forma de proceder del programa SPSS para resolver una
comparacién de media, es decir, en el momento que introducimos un factor de va-
riabilidad, se generan tantas variables ficticias como niveles tenga el factor menos 1
v se realiza una regresion lineal respecto a las mismas. El anélisis de la covarianza
(ancova en el caso univariante y mancova en el multivariante) combina los méto-
dos de regresion y comparacion de medias pues, dadas ¢ variables explicativas y un
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factor cualitativo, realiza una regresion lineal diferente para cada nivel del factor.
Esto se consigue mediante una regresion respecto a las variables ficticias asociadas
al factor, las variables explicativas consideradas y los productos (interacciones) en-
tre ambos tipos de variables. Si no se consideran las interacciones, las ecuaciones de
regresion de los distintos niveles del factor podran diferir inicamente en el coeficien-
te del término independiente. Todo lo dicho no es sino una generalizaciéon del caso
univariante (p = 1), que se estudia, insistimos, en el capitulo 6 del volumen 1.

Cuestiones propuestas

1. Comparar (1.5) con (5.6).

2. Hemos visto en la teoria que bajo la hipétesis de normalidad matricial se veri-
fican los supuestos del modelo de correlacion lineal. Demostrar la implicacion
reciproca, es decir, que si Y y X son dos matrices aleatorias en las condiciones
del modelo de correlacién lineal, entonces la matriz (Y X) es normal matricial.

3. Demostrar que el elipsoide siguiente es una region de confianza al nivel 1 — «

para el pardmetro G[j], j =1,...,p:

EL(Y) = {:c € R™: (¢ + 1)712;]'1 (SC - B[j])lxlx(l‘ - B[J]) < F;Jrl,n—q—l}
(5.17)

4. Demostrar que el elipsoide siguiente es una regién de confianza al nivel 1 — «
para el parametro 3;, j =0,...,¢:

1 A A1
EY) = {x € RP: W(z’ -3,z —3;) < T;jnql} (5.18)
Jj
5. Demostrar que test UMP invariante a nivel a y de razon de verosimilitudes
para el contraste parcial de una unica variable explicativa es consistente con el
elipsoide de confianza (5.18), en el sentido de que el test rechaza la hipdtesis
inicial si, y sélo si, el vector 0 queda fuera del elipsoide.

Indicacion: considerar el teorema 5.2 junto con el lema 2.6.
6. Demostrar (4.16).

7. Demostrar que, en el estadistico de contraste de la hipdtesis inicial Hy : 8 = 0,

se verifica

Sy = SyzSEéSzy.



Capitulo 6

Analisis de correlacion canonica

Los coeficientes de correlacién candnica constituyen la generalizacién natural del
coeficiente de correlacion multiple R al caso multivariante. En el presente capitulo
veremos en qué sentido podemos afirmar esto. Ya hemos hecho referencia a estos
coeficientes en dos ocasiones: en el contraste de independencia y en contraste de la
hipétesis Hy : 8 = 0. Realmente, se trata de un mismo problema, sélo que el primer
contraste se realiza en el modelo de correlacion mientras que el segundo se efectia
en el de regresion, que se obtiene a a partir del anterior, recordemos, condicionando
en las variables explicativas.

Aqui aparece por primera una vez una técnica tipica, quizds la més caracteristica,
del andlisis multivariante, consistente en el calculo de lo que algunos autores denomi-
nan valores tedricos, que son combinaciones en lineales (es decir, sumas ponderadas)
de las variables consideradas originalmente. Desde un punto de vista geométrico po-
demos interpretar los valores tedricos como proyecciones de las observaciones origi-
nales sobre determinados ejes, que varfan segin la finalidad del estudio (correlacién
candnica, componentes principales, analisis discriminante). Esta forma de proceder
esta orientada a estructurar los datos de manera candnica o natural, dependiendo
del propésito perseguido, y puede dar pie a una profunda reduccién en la dimension
verdadera del problema.

6.1. Definicion

UEX

Empezaremos recordando los coeficientes de correlaciéon simple y multiple. Dadas
dos variables aleatorias reales Y y Z con varianzas finitas 05 y 02y covarianza o,,se
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define el coeficiente de correlacién lineal simple mediante

Oy
= —¢c|-11].
Pzy 7.0, [-1,1]
Se prueba en el apéndice del volumen 1, dedicado a los Modelos Lineales, que la
varianza parcial, definida mediante

Oyy-z = 05 - 0y20;202y,
es la varianza total de la distribucién de Py z1Y', y por lo tanto expresa la parte de
varianza de Y no explicada mediante la mejor regresion lineal posible sobre Z. Dado
que
Oyyz = ‘72(1 - piy)?

el coeficiente pzy, denominado de determinaciéon, se interpreta como la proporcién
de variabilidad Y explicada mediante la regresion lineal respecto a Z. Bajo las con-
diciones del modelo de correlacién lineal simple, es decir, cuando (Y, Z)" sigue un
modelo 2-normal, pzy sera la proporcién de varianza de Y explicada, a secas, por Z,
puesto que la funcién que mejor explica Y a partir de Z (es decir, E(Y|Z)) es, en
este caso, una recta. Asi pues, un valor nulo del coeficiente de correlacion equivale a
la independencia entre Y y Z. Ademads, en este modelo, podemos aplicar conocidos
métodos de inferencia respecto al pardmetro p.,. Asi el EMV de p., es
donde s, s, y s, son los EMV de 0,,,0, y 0,, respectivamente. En Anderson (1958)
podemos encontrar la distribucién asintdtica de rgy y un test a nivel « para contrastar
la hipdtesis p., = 0, todo ello bajo la hipdtesis de normalidad bivariante.

Si en vez de una variable explicativa Z contamos con ¢ variables explicativas
Z;, donde 7 = 1,...,q (se denota Z = (Zi,...,Z,;)") definimos el coeficiente de
correlacién miltiple (al cuadrado) como sigue

2 _ Eyzzgzlzly )

Pyz = 2
O—y

Puede demostrarse! la siguiente proposicién:

Prz = WXy 57 (6.1)

IVer el capitulo 4 del volumen 1. No obstante, probaremos aqui un resultadomésgeneral.
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Es decir, que p,.7 es la maxima correlacién lineal simple entre Y y cualquier combi-
nacion lineal de las variables explicativas. Por cierto que el vector 8 donde se alcanza
dicho maximo es el que se obtiene como solucién al problema de regresién lineal. El
coeficiente de correlacién miultiple puede interpretarse también como la parte de la
variabilidad de Y explicada por la regresion lineal sobre Z1, . .., Z,;. En las condiciones
del modelo de Correlacién, el EMV de pz_ 4 es el siguiente

2 SyzSz_zlSzy

R, = : (6.2)

o R? para abreviar. Admite otras expresiones alternativas, como puede verse en el
capitulo 4 del volumen 1. También podemos encontrar en Anderson (1959) la distri-
bucién asintética del R2, bajo las condiciones del modelo de correlacién, asi como un
test de hipdtesis a nivel a para contrastar la hipdtesis PZ-Z =02

Si, ademds, consideramos no una sino p variables dependientes, Y7, ...,Y), sien-
do Y = (V3,....,Y,), necesitamos un concepto que generalice el anterior, es decir,
un numero entre 0 y 1 que suponga la méaxima correlacién lineal simple entre una
combinacién lineal de las Y’s y otra combinacion lineal de las Z’s. Conviene también
analizar dichas combinaciones con el objeto de explorar la estructura de correlacion
lineal entre las variables explicativas y respuesta. Todo ello nos conducira a la defi-
nicién de los coeficientes de correlacion candnica.

Pues bien, consideremos dos vectores Y y Z, de dimensiones p y ¢, respectiva-
mente, tales que p < qy

2| ()] =(0) e |(Z)]=(5)=0

El suponer que el vector tiene media nula tampoco implicard ninguna pérdida de
generalidad. Lo mismo puede decirse respecto a la hipétesis p < ¢, puesto que Y y Z
van a jugar papeles simétricos. Si a« € RP y 5 € R?, entonces 'Y y (3'Z son variables
aleatorias reales tales que

var[a'Y] = &'Sya, var[fZ] = 3'35..8, covldY,fZ]=da'%,.0.

Nuestro propésito inicial, insistimos, es buscar la maxima correlacién entre una com-
binacién lineal de las Z’s y otra de las Y’s, asi como conocer para qué combinaciones

20Obviamente, estas inferencias extienden las ya comentadas en el caso de correlacién simple y
serd a su vez generalizadas por las correspondientes a los coeficientes de correlacién candnica que
estudiaremos a continuacion.
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concretas se da dicha correlacion. El siguiente paso sera encontrar la maxima correla-
cién entre combinaciones lineales incorreladas con las anteriores, y asi sucesivamente.
En definitiva, obtenemos el siguiente resultado, cuya demostracién podemos encon-
trar en la seccién (B) del Apéndice.

Teorema 6.1.

Sean p?..., p? son los b primeros autovalores de la matriz ¥, 8,515, contados con
su multiplicidad, y consideremos, para cada i = 1,...,b, las variables reales U; = oY y
V; = 3iZ, donde «; es el autovector asociado al autovalor p? para la matriz anterior tal
que var(U;) = 1, mientras que [3; es el autovector asociado al mismo autovalor para la

matriz ¥'%,, % 1%, ., v tal que var(V;) = 1. Se verifica entonces:

(i) var[Uj]=var[Vj]=1,i=1,...,b,

o on[(1)-(1)] 000

(III) PU; Vi = Pis = 1, c ,b.
(iv) p1 es la maxima correlacién entre una variable del tipo o/Y y otra del tipo 3'Z.

(v) Sil<i<b, p; eslamixima correlacién entre entre una variable del tipo oY y
otra del tipo 8'Z, si imponemos la condicién

o[ (5) (5] o=

Pues bien , en las condiciones anteriores se dice que (U, Vi), ..., (Uy, V), es la serie

) )

de pares de variables candnicas. Los coeficientes p1, ..., py, cuyos cuadrados son los
b primeros autovalores de la matriz (13.4), se denominan coeficientes de correlacién
canénica. Lo que hemos hecho pues es reorganizar de una manera natural (candnica)

la estructura de correlacién inicial, tal y como se ilustra en la figura:

Z i\ & (U Y3
N el B S el I
Z, v, | & \1, Y,

En el caso p = 1, tendremos una unica correlacién canénica p;, de manera que, si
By = (0yz1, -, 0yz,),
~1
2 Eyzzzz EZ?J
] = ——",

P 2
Ty
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Es decir, p1 = py.z,..z,- Por lo tanto, los coeficientes de correlacién canénica su-
ponen una generalizacién del coeficiente de correlacién multiple. Asi, py.z,.. z, debe
entenderse como la méxima, correlacién® entre la variable Y y una variable del tipo
('Z. Puede demostrarse sin dificultad (cuestién propuesta) que dicha correlacién se
alcanza en

B = Ez_zlzzyv

es decir, en los coeficiente de regresiéon multiple. En consecuencia, se verifica que,
en el caso general, p; es el méaximo coeficiente de correlacion miltiple entre una
combinacién lineal de las Y's y todas las Z's, que se alcanza con .

Ademés, teniendo en cuenta (13.8), puede demostrarse (cuestién propuesta) el
siguiente resultado:

Teorema 6.2.
p? es la maxima correlacién miiltiple entre una variable aleatoria real de la forma 'Yy

el vector aleatorio Z, que se alcanza con « € (). Se denota Uy = /Y. Sii =2,...,b,
p? es la méxima correlacién miiltiple entre una variable aleatoria real de la forma 'Y
incorrelada con U;, j =1,...,i — 1, con el vector aleatorio Z, que se alcanza en (q;).

Por dltimo, en el caso p = ¢ = 1, se tiene que
2
Tyz 2

2 _ _
P1= =p-
0220yy

6.2. Inferencias

Supongamos que partimos de una muestra aleatoria de tamafio n de un modelo
de distribucién con dimensién p + g. Se trata pues de dos matrices de datos, Y, de
dimension n X p y Z, de dimensién n X ¢. Podemos estimar los coeficientes de correla-

cién canodnica poblacionales, py, ..., pp, mediante los coeficientes ry, ..., m, tales que
r2,...,72 son los b primeros autovalores de la matriz
-1 -1
Syy Sy2S5, Sz (6.3)
donde Sy, Sz ¥ Sy, son las matrices de covarianza totales muestrales. Se verifica

también que los autovalores positivos de ésta matriz coinciden con los de la matriz
-1 -1
S5z SaySyy Syz- (6.4)

Bajo la hipétesis de (p + ¢)-normalidad, r;, serd positivo con probabilidad 1 y el
estadistico (r?,...,r2), serd el EMV de (py, ..., o).

3Nétese que queda pues demostrada la igualdad (6.1).
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Seguidamente, para cada i = 1,...,b se consideran los autovectores a; y b; co-
rrespondientes a los autovalores r? para las matrices (6.3) y (6.4), respectivamente,
sujetos a la condicién de que los vectores ya; v zb;, de R®, tengan varianza 1 *. Por un
razonamiento completamente andlogo al que se efectia en la seccién (B) del Apéndi-
ce, obtenemos una una interpretacién de los coeficientes s 71, ..., 7, y de los vectores
a;’s y bis equivalente, en términos muestrales, a la que se expresa en el teorema 6.1
para los parametros probabilisticos. Es decir, r; es la maxima correlacién entre una
transformacién lineal del tipo Zb, donde b € R, con otra del tipo Ya, donde a € RP,
que se alcanza con a; y by; 79 es la maxima correlacion lineal entre una transformacion
del tipo Ya y otra del tipo Zb sujetas a la condicién de que rvqya, = 72,2, = 0, etc.
Adems4s, en el caso p = 1, se tiene que el tnico coeficiente de correlacién candnica
muestral, 1, coincide con el coeficiente de correlacion multiple muestral R. Se de-
notan por (u;,v;), ¢ = 1,...,b los pares (candnicos) de vectores de datos obtenidos
mediante

ui:Yai, Ui:Zbi, Z:L,b

En todo caso, la independencia entre los vectores de variables dependientes e inde-
pendientes implica que el primer coeficiente de correlacién canénica (y, por lo tanto,
todos) es nulo. Ademads, bajo la hipdtesis de (p+q)-normalidad, basta considerar la
distribucién condicional para probar la implicacién reciproca.

Asimismo, si partimos de la hipétesis de normalidad , podemos conocer® la dis-
tribucién asintética de los coeficientes de correlacion candnica muestrales. Concreta-
mente, si p; es de multiplicidad 1, se tiene

Va(r? = p2) =5 N (0,4p2(1 — p?)?) .
Si todos los coeficientes poblacionales son distintos, entonces
i =i il = pi)? 0
Va ; LN, |04 "
T = i 0 pp(1 = pp)?

Por otra parte, puede comprobarse (cuestién propuesta) que, si p; = 0, entonces el

b
-n Z In(1 —r?)
i=1

4Aqui sf influye (mfnimamente) el hecho de dividir por n o por n—1 en las matrices de covarianzas

muestrales.
5Cf. Bilodeau (1999).

estadistico
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sigue una distribucién asintética X,Z)q 6. Asf mismo, se verifica para cada k = 1,...,b,
que, si pry1 = ... = pp = 0, entonces
b
-n Z In(1 —7?) (6.5)
i=k+1

sigue una distribucion asintotica X(Qp—k)(q—k)' También podemos encontrar en Rencher

(1995) aproximaciones a la distribucién F-Snedecor. Todos estos resultados generali-
zan a los ya comentados sobre el coeficiente de correlacién multiple. Ademds, se han
obtenido” distribuciones asintéticas de los coeficientes de correlaciéon candnica bajo
ciertas hipotesis mas débiles que la de normalidad.

6.3. Relacidon con el test de correlacion

Como se vio en la seccién 3.1, los coeficientes r2, . .., rZ, constituyen un estadistico
invariante maximal en el contraste de independencia entre los vectores aleatorios Y
vy Z. Por lo tanto, todo test invariante para resolver el contraste de independencia
puede expresarse en funcion de los coeficientes de correlacion candnica muestrales.
Por su parte, py, ..., p, constituye un estadistico invariante maximal para el espacio
de parametros. Luego, la distribucién del estadistico de contraste correspondiente a
un test invariante depende exclusivamente del valor de los coeficientes de correlacion
canonica poblacionales. De hecho, asi sucede con el test de la razén de verosimilitudes
(3.8). La hipdtesis inicial de independencia equivale a p; = 0.

En particular, si p = 1, es decir, si sélo existe una variable dependiente (es el caso
de la correlacién multiple), el test para contrastar la independencia de ésta respecto
a las variables explicativas dependera de la muestra exclusivamente a través del coe-
ficiente de correlacion multiple al cuadrado. Concretamente, se reduce a comparar el
valor del estadistico®

n—q¢—1 R?
q 1—R?

o En el caso de la correlacién simple (p = ¢ = 1), se confrontaran

gn—gq—1
el cuantil FY,_, y el estadistico

con el cuantil

7”2

(n—2)1_r2.

5De aqui se obtienen, en particular, la distribuciones asintéticas del coeficiente de correlacién
multiple R y del de correlacién simple, r, bajo la hipdtesis nula de independencia, suponiendo
normalidad.

"Bilodeau (1999).

8Cf. Anderson (1958).
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6.4. Relacién con regresiéon y manova

Como vimos en el capitulo anterior, si ty,...,%, es el invariante maximal corres-
pondiente al contraste 5; = 0, entonces

r
t’i = ! )
Co1—r?
0, equivalentemente,
2 ti
ri = .
1+t

Por lo tanto, los test de Wilks, Lawley-Hotelling, Roy y Pillay pueden expresarse en
términos de las correlaciones candnicas. Por ejemplo,

MY)(2) =TTa =)

i=1

Por su parte, el test de Pillay puede expresarse asi:

Noétese, que el valor del coeficiente 72 ha de estar comprendido entre 0 y 1, que se
corresponden, respectivamente, con los casos t; = 0 y t; = +00. El hecho de que los
coeficientes de correlacién candnica estén acotados supone una gran ventaja respecto
a los autovalores ty, ..., ¢, lo cual otorga sentido al test de Pillay.

Ademiés, dado que un manova puede considerarse como una regresién multivarian-
te sobre variables explicativas ficticias, el estadistico de contraste del manova puede
expresarse también mediante las correlaciones candnicas entre las variables respues-
tas y las explicativas, lo cual serd de gran importancia en el andlisis discriminante
(capitulo 9), donde (a1), ..., (ap) serdn los ejes discriminates y los coeficientes de co-
rrelacién canénica 77, ..., rZ determinardn el poder de discriminacién de los mismos.

Por la misma razdn, el test F' para la comparacién de r medias univariante (anova)
lleva asociado el coeficiente de determinacién R? de la tnica variable respuesta res-
pecto a las r — 1 variables ficticias asociadas.

6.5. Reduccion de dimension en correlacion lineal

La principal virtud de los coeficientes de correlacién canénica es que explican la
estructura de de correlacion lineal entre p variables dependientes y ¢ variables pre-
dictores. En ese sentido, hemos de establecer en primer lugar la verdadera dimension



ANALISIS

del problema de correlacién, es decir, el numero de pares de variables candnicas que
presentan una correlacién (candnica) realmente significativa. Posteriormente, hemos
de interpretar dichas variables canénicas para determinar la relevancia de cada una
de las variables observadas, tanto dependientes como predictores, en la relacion lineal
entre ambos grupos de variables.

Si se verifica que py+1 = ... = p, = 0, cabria pensar en una reduccién a dimensién
k del problema, considerando tan sélo los pares de variables candnicas asociadas a
los k primeros coeficientes de correlacion, es decir

(u17U1)7 ) (uk7vk)'

Bajo la hipétesis de (p 4 ¢)-normalidad, se conoce la distribucién asintética del es-
tadistico (6.5) en el caso pgr1 = ... = pp = 0, lo cual nos permite proponer un test
de hipotesis a nivel « para resolver esta cuestion. No obstante hemos de advertir dos
aspectos: en primer lugar, insistimos en que se precisa del supuesto de normalidad
v que la muestra sea de gran tamano; por otra parte, y contrariamente al espiritu
del andlisis de correlacién canénica (eliminar pares de variables candnicas con corre-
laciones pequenias), se pretende probar en este caso la hipdtesis inicial, lo cual nos
obliga a considerar un nivel de significacién mayor de lo habitual. Por todo ello, en la
préctica, suele prevalecer sobre el test el método descriptivo consistente en analizar,
para cada j = 1,...,b, el cociente

23:1 7"2'2
==
Zi:l 7

Si k es el primer valor tal que p, ~ 1, lo cual equivale a a afirmar que ri,; es el primer

b=

coeficiente préximo a 0, cabré pensar en la nulidad de py41 y, con mayor razén, de los
coeficientes siguientes, lo cual implicaria considerar inicamente los k primeros pares
de variables canodnicas.

Una vez resueltos a analizar los & primeros pares de variables canonicas, dispone-
mos de tres métodos distintos para tal fin.

(a) Ponderaciones candnicas: consiste en analizar, para todo j = 1,...,k, la
magnitud y el signo de las p componentes del vector a; (correspondiente a la
variable candnica u; dependiente considerada) y de las ¢ componentes del vec-
tor b; (correspondiente a la variable canénica predictor). En ese sentido, una
ponderacién pequena para la variable Y;, se interpreta como una pobre apor-
tacion de dicha variable a a la correlacion lineal entre los grupos de variables.
Lo mismo puede decirse de las variables explicativas. No obstante, las ponde-
raciones deben ser interpretadas con mucha cautela pues estan sujetas a gran
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variabilidad, especialmente ante la presencia de multicolinealidad (ver capitulo
6). Ademds, es conveniente, a la hora de interpretar estos coeficientes, tipificar
todas las variables observadas. Razonemos esta tltima afirmacién:

Es evidente que una traslacion de las variables no afecta al andlisis de correlacion
canodnica. Veamos qué sucede al realizar un cambio de escala: consideremos las
matrices diagonales Dy = diag(dy, ..., d,) y Dy = diag(dy, ..., d;), y realicemos
los cambios de escala y* = yDy y z* = 2D, (es decir, multiplicamos los datos
correspondiente a cada variable dependiente Y; por d; y los correspondientes a
Z; por d}). Se verifica entonces

-1 -1 -1 -1
b Syese STL. oy = D1S; 1S, S8, Dy,

cuyos b primeros autovalores son (cuestién propuesta) r2, ..., rZ, asociados a los
autovectores Di Yag, ..., Dy 'ay. Tgualmente sucede con los b’s, obteniéndose los
autovectores Dy'by, ..., Dy'h,. Por tanto, el cambio de escala no afecta a las

correlaciones candnicas pero si a las variables candnicas, lo cual ha de tenerse en
cuenta a la hora de analizar las ponderaciones. Asi, por ejemplo, si las variables
dependientes expresan medidas en metros, el hecho de pasar a centimetros la
primera variable no afecta a los coeficientes de correlacion pero si supone dividir
por 100 la ponderacién (y por lo tanto la importancia) de dicha variable. Por
ello, es conveniente que las variables del estudio sean conmensurables, y una
manera artificial de garantizar este requisito es tipificarlas. Podemos tipificar
todas o solo las variables respuesta, segiin convenga. En el caso de la regresion
respecto a variables ficticias sélo se tipificaran las variables respuesta. Tras la
tipificacion, la componente j-ésima de los autovectores i-ésimos quedan de la
forma siguiente

Q;; = Sy, g, bi; = s2,;bij

La tipificacion tiene como ventaja el conseguir un mismo grado de dispersion
para todas las variables. No obstante, supone en todo caso una alteracion de
los datos originales y de la distribucién de los mismos, lo cual ha de tenerse en
cuenta si se desea aplicar métodos de inferencia estadistica. La disyuntiva de
tipificar o no tipificar se nos presentard en numerosas ocasiones y, por desgracia,
no estamos en condiciones de proponer un criterio general para resolver este
dilema.

Cargas candnicas: consiste en analizar las correlaciones entre cada variable
respuesta observada Y;, i = 1,...,p y cada variable canénica U;, j = 1,...,p,

asi como las correlaciones entre las variables explicativas observadas, Z;, i =
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1
contamos con muestra aleatorias simples de tamafio n (vectores de R?) de dichas

...-,q, y las variables candnicas V;, j = 1,...,b. Teniendo en cuenta que

variables, que se denotan por yg), 2@:), u; ¥ v;, respectivamente, estimaremos
las correlaciones anteriores mediante los coeficientes de correlacion muestral,
calculados a partir de dichos vectores. Estas correlaciones pueden obtenerse
(cuestién propuesta) mediante

Pyt = (0, 1,0 0) Ryya; (6.6)

Toyw; = (o,..., 1,...,0)R,.b; (6.7)
Dado que el coeficiente de correlacion simple es invariante ante cambios de
escala, el hecho de tipificar las variables no afecta en absoluto el andlisis de
las cargas, de ahi que sea el método mas extendido a la hora de interpretar las
contribuciones de las variables dependientes y predictores a la correlacién lineal

conjunta.

Cargas cruzadas candnicas y andlisis de redundancia: las cargas canéni-
cas cruzadas son las correlaciones entre cada variable repuesta observada y cada
la variable candnica explicativa, asi como las correlaciones entre las variables
explicativas observadas y las variables candnicas respuesta. El andlisis de las
cargas cruzadas ha sido sugerido como una alternativa al de las cargas candnicas
convencional.

Por otra parte, los coeficientes de correlacién candnica al cuadrado pueden
entenderse como medidas de la proporcién de variabilidad de cada variable
canoénica respuesta U; explicada por la correspondiente variable canénica ex-
plicativa Vj, j = 1,...,b, o, dicho de otra forma, son medidas del grado de
redundancia existente en cada par (U;, V;). Cuando estos son altos los pares
de variables canonicas se seleccionan para su posterior estudio. No obstante,
conviene también que se dé un alto grado de redundancia entre las variables
respuesta observadas Y;, i = 1,...,p y las variables candnicas explicativas V},
j=1,...,b., es decir, que éstas ultimas sean realmente tltiles a la hora de ex-
plicar las primeras. Igualmente, conviene un alto grado de redundancia entre las
variables observadas explicativas y las variables candnicas respuesta. Ello puede
determinarse mediante el andlisis de cargas candnicas cruzadas al cuadrado. No
obstante, contamos con otro método denominado anélisis de redundancia. Con-
siste en definir los indices de redundancia j-ésimos poblacionales , j =1,...,b
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mediante
D P, P,
RA(Y|V) = SN RA(Z|U) = SR g
Se estiman, respectivamente, mediante
. P . 7.2
RA(Y|V;) = =520 02 RA(Z|U;) = S5 2

El primer coeficiente del producto, denominado proporcién® de varianza expli-
cada, es una media aritmética de las correlaciones al cuadrado entre cada va-
riable respuesta (respectivamente explicativa) observada y la variable canénica
respuesta (respectivamente explicativa) j-ésima, y pretende expresar la propor-
ci6én de varianza del vector de variables observadas respuesta (resp. explicativas)
que es explicada por la variable candnica respueta (resp. explicativa) j-ésima. El
segundo coeficiente de la expresion es el cuadrado la j-ésima correlacién candni-
ca, es decir, del coeficiente de correlacién entre la j-ésima variable candnica
respuesta y la j-ésima variable canénica explicativa. En definitiva, el indice de
redundancia pretende expresar la proporcion de varianza del vector observado
respuesta (resp. explicativo) que es explicada por la variable canénica expli-
cativa (resp. respuesta) j-ésima. Por cierto, existe un test para contrastar la
nulidad de los distintos indice de redundancia aunque su uso es poco frecuente.

Cuestiones propuestas

. Demostrar que en el modelo de correlaciéon lineal la hipétesis G = 0 equivale a
p1=0.

. Demostrar que, si p; = 0, entonces el estadistico

b
—n Z In(1 —r?)
i=1

sigue una distribucion asintética X?)q‘ Indicacién: considerar el test de la razén
de verosimilitudes (Wilks) para contrastar 3; = 0.

-1

. Demostrar que los autovalores positivos de la matriz X13,.X71%. coinciden
yy Y 2z Y

con los autovalores positivos de ¥!'%., ¥ 1%, ..

9En la cuestién 8 se explica en qué sentido puede hablarse de proporcién.
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Demostrar el teorema 6.2.
Obtener (6.6) y (6.7).

Demostrar que los autovalores de DlSy‘y1 kS”yZ‘SVZ_ZlSzyDl7 sonri, ..., rZ, y sus au-

tovectores Dflal, R Dflab.

Consideremos los vectores aleatorios Y = (Y4,...,Y,) v Z = (Z1,....Z,),
donde las ¢ ultimas son incorreladas. Probar que

2 _ 2 2
iz = Priz Tt Yz,

Probar también que, si existe una matriz A p x ¢ tal que

Y1 Z
Yy Zq
se verifica que p%q,z =1, paratodoi=1,...,p.

Demostrar que, si p < ¢, se verifica

P
Z P?@,U] =p

,j=1

Luego, en ese caso, la suma de las proporciones de la varianza para las distintas
variables canénicas dependientes es 1.

Suponiendo normalidad multivariante, construir un intervalo de confianza asin-
t6tico a nivel 1—a para el primer coeficiente de correlacién candnica p;. Asi mis-
mo, construir una regién de confianza asintética para el vector (p1,..., )"

A partir de resultados obtenidos en este capitulo, demostrar que, en una re-
gresion miultiple, el coeficiente de correlacién miltiple es la maxima correlacion
simple entre la variable respuesta y una combinacién lineal de las explicativas,
y que esta combinacion resulta de multiplicar escalarmente las mismas por sus
respectivos coeficientes de regresién.

Razonar en qué medida puede afectar un cambio de escala de cualquier variable
en el calculo de los coeficientes de correlacion canodnica.
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12. Se realiza un estudio de regresion multiple de una variable respuesta Y respecto
de g variables explicativas Z,. .., Z;. Razonar si puede disminuir el coeficiente
de correlacién multiple R? al introducir una nueva variable predictor Z,,;.

. Qué tendria que suceder exactamente para que R? permaneciera en ese caso
invariante?
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Capitulo 7

Analisis de componentes
principales

En este capitulo continuamos la linea iniciada en el analisis de correlacion canéni-
ca consistente en el estudio de valores tedricos (sumas ponderadas de las variables
originales). Nos proponemos ahora transformar los datos de manera que la matriz
de varianzas y covarianzas quede expresada de una forma candnica (diagonal), to-
do ello con el objeto de lograr una reduccion en la dimensién de las observaciones
cuando se dé una fuerte correlacion entre las variables. La reduccion de la dimension
tiene interés en si misma. No obstante, en capitulos posteriores consideraremos otras
aplicaciones, més concretas, del andlisis de componentes lineales, como pueden ser el
estudio de multicolinealidad en regresién, el analisis de correspondencias o el analisis
factorial.

La primera seccién se encuadra en un marco probabilistico. En el mismo se defi-
nen las componentes principales y se pretende razonar geométricamente por qué las
componentes con menor varianza son las de menor interés probabilistico. En la si-
guiente seccion se realiza un estudio analogo desde un punto de vista muestral, es
decir, partiendo de los datos, y se establece también un resultado que sera clave para
el andlisis de correspondencias. Se proponen distintos contrastes de hipétesis de es-
pecial interés que, no obstante, podrian haber sido estudiados sin ningiin problema
en el capitulo 3. En la ultima seccion, se analiza la relacién entre las componentes
principales y las variables originales.
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7.1. Punto de vista probabilistico

Consideremos un vector aleatorio X : (€, 4, P) — RP, cuyas componentes son
Xi,...,Xp, con media p y matriz de covarianzas ¥X. El procedimiento a seguir con-
sistird en proyectar X sobre una subvariedad afin de la menor dimensién posible,
k, siempre y cuando el error consiguiente (en términos de la distancia euclidea) se
mantenga dentro de unos margenes que consideremos aceptables. Esta proyeccion
quedara entonces determinada por un nuevo vector k-dimensional. Posteriormente
veremos que esta técnica equivale a eliminar las proyecciones con menor variabilidad.

Nuestra teorfa se basa en el teorema (13.4) del Apéndice, que denominaremos
teorema de diagonalizacién. En lo que sigue y dada una matriz de covarianzas po-
blacional ¥ € M,y,, 01,...,0, denotaran sus autovalores ordenados, mientras que
M1, ---,7Yp denotard una base de autovectores asociados a los mismos. Por tanto, si se
denota I' = (1 ...7) v A = diag(dy, ... Jd,), se verifica

Y =TAI'

Anélogamente, dada una matriz de covarianzas muestral S, di,...,d, ¥ g1,...,9p
denotaran, respectivamente, sus autovalores ordenados y una base de autovectores
asociados, de tal forma que, si se denota D = diag(dy,...,dp) y G = (g1...9p), se
verifica

D =GDG

Dado k < p, Pi denotard el conjunto de todas las proyecciones ortogonales sobre
cualquier subespacio k-dimensional de RP. Asimismo, se denotard por I'y y G}, las
matrices p X k compuestas por las k primeras columnas de I' y GG, respectivamente.
El siguiente lema es consecuencia del teorema de diagonalizacién.

Lema 7.1.
Sea A € M,,, simétrica, siendo sus autovalores ordenados X;, i = 1,...,p, y h;,
1=1,...,p, sus respectivos autovectores. Entonces

k
max tr AP = Z Ais
i=1

PePit

P
min tr A(Id— P) = Ais
Pepi- ( ) i:Xk;—l z

. k
alcanzéndose ambos extremos en P =" | h;hl.



ANALISIS

Demostracion.

Sea P € Pty A= (a;...a;) una matriz p x k cuyas columnas constituyen una base
ortonormal de ImP, de tal forma que P = AA’. En consecuencia, si H y A denotan
respectivamente las matrices (hy ... h,) y diag(A1 ... \,), se verifica

trAP = ttHAH' AA" = ttA(H'A)(H'A)".

Nétese que las columnas f1,..., fr de la matriz F = H'A constituyen un sistema
ortonormal. Por lo tanto, aplicando el teorema de diagonalizacién a la matriz A se
deduce que

k k
tr AP = trA Y fifi =D fIMfi
=1 =1
k

k
< méax f'Af + max fIAf = i
Ifl=1 2 =S €ty fim1) t 2N

=2 i=1

k
alcanzdndose los maximos anteriores en los vectores (1,0...0),...,(0,...1...0),
respectivamente. Despejando se deduce que el maximo se obtiene cuando A es la
matriz (hy ... hg), en cuyo caso P = Zf;l h;h%. Dado que

min tr A(Id — P) = trA — méx tr AP,
PeP;- PeP;-

se sigue que el minimo se alcanza para el mismo valor de P, siendo su valor Y 7_, 1 A

La siguiente proposicién resulta interesante a la hora de interpretar las compo-
nentes principales desde un punto de vista probabilistico.

Proposicion 7.2.
Dados un vector aleatorio p-dimensional X no degenerado y k < p, se verifica

P
min {E[||X — (CBX +a)|’]: a €R?, B,C" € My, r8(B) =k} = Z &,

i=k+1

alcanzandose cuando CB =T'\I'} y a = Id — C'Bp.

Demostracién.
Empezaremos suponiendo o = 0 y consideremos fija una matriz B en las condiciones
del enunciado. En ese caso, se tiene que el vector (X', X’B’)" posee media 0 y matriz

Y B
BY BYB )’

de varianzas-covarinzas
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Luego, se sigue de (1.27) que

min _ E[[|X — (CBX +a)|?]
CEMpXk,(IEIRP

tr [¥ — XB/(BYB') 'BY]

= tr ¥[1d — ¥Y2B/(BYB')'BxY]
= tr E(Id - ]DB)7

donde Pp = XY2B/(BXB)"'BX'/?, alcanzandose dicho extremo en a = 0 y en
la matriz C' = (XB)~'(BXB’)~l. Puede comprobarse que Pp es una matriz p x p
idempotente de rango k. De hecho, se sigue del corolario 13.5-(vi) que Pt = {Pp :

B € My, rg(B) = k}. Por lo tanto, se deduce del lema anterior que tr (Id — Pg)

P
i=k+1

buscado se alcanza en cuando a =0y B y C verifican

toma un valor minimo > 0; en Pg = I',I',, de lo cual se sigue que el minimo

»2B(BYB)'BEY? =TI, C=(YB) Y(BYB)™".

Por consiguiente, teniendo en cuenta que %'/2 = TAY?TY, se concluye que CB =
I'vT,. En general, para cualquier u € RP, se obtiene la tesis razonando con el vector
aleatorio Y = X — pu.

1

Como hemos indicado en la introduccién del capitulo, nuestro propésito es reducir
al maximo la dimension del vector aleatorio p-dimensional X, siempre y cuando ello
suponga un error aceptable. Para ello, reemplazaremos en un primer paso el vector
aleatorio original X por otro contenido en una subvariedad afin Hy de dimensién k,
X*. Proponemos como medida del error cometido en esta reduccién el siguiente

E[flx — X7, (7.1)

XP* denotara, el vector aleatorio contenido en una subvariedad afin k-dimensional que
minimiza dicho error (probaremos a continuacién su existencia). Desde luego, dada
una subvariedad afin Hy, el vector X* contenido en la misma que minimiza dicho
error ha de ser la proyeccién ortogonal sobre ésta, Py, X. La cuestién a dilucidar es
pues, dado k, sobre qué subvariedad hemos de proyectar para minimizar el error. El
siguiente resultado nos ofrece la respuesta.

Teorema 7.3.
Dados un vector aleatorio p-dimensional X, de media ;1 y matriz de varianzas-covarianzas
%,y k < p, se verifica que ming, E[|| X — Py, X||*] = >V, . &, alcanzéndose en

H} = p+Vj, donde V' es el subespacio generado por los k primeros autovectores de 3.
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Demostracion.

Dada un subvariedad afin k-dimensional Hy C RP, existen un vector z € R? y un
subespacio lineal Vj, tales que Hy = y + Vi. En ese caso, si Fj, denota una matriz
p X k cuyas columnas constituyen una base ortonormal de V%, se tiene que

Aplicando la proposicién anterior, se deduce que el minimo buscado es, efectivamente,

> 41 0i, alcanzandose cuando Fi.Fy = Py y p—y = Py (u—y). La tltima igualdad

Una vez ha quedado patente la trascendencia de los autovectores y autovalores
de X en el problema de reduccion de la dimensién, estamos en condiciones de definir

equivale a afirmar que p —y € V7, luego, por (13.3), acabamos.

las componentes principales. El vector aleatorio p-dimensional
U=T'(X - p) (7.2)

se denomina vector de componentes principales, mientras que sus distintas compo-
nentes U;, i = 1,...,p, que se obtienen mediante U; = v/(X — w;), ¢ =1,...,p,
serdn, respectivamente, las i-ésimas componentes principales!. Se verifica entonces

Cov[U] =T"ST' = A, E[U]=0.

Luego, las componentes principales U;’s son incorreladas entre si y con varianzas d;’s,
respectivamente. El vector X se recuperaria, por tanto, mediante X = p+1'U. Hemos
de tener en cuenta que la transformacién (7.2) no es sino una traslacién (la media
pasa a ser el origen de coordenadas) seguida de una rotacién (los ejes perpendiculares
determinados por los autovectores de X pasan a ser los ejes de coordenadas). La
grafica ilustra estas consideraciones:

X
U, Uy

Y2 71

X

IRealmente, es mas usual, dado que el problema sélo atafie a la matriz de covarianzas, suponer
centrado el vector aleatorio, en cuyo caso se definirfa U = I'X. De la misma forma, se tendria
— /
Ui = ’y7X .
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En el caso de que se verifique la hipétesis de p-normalidad del vector X, de-
berfamos dibujar una elipse 2 centrada en p cuyos ejes vienen determinados por los
autovectores de X, es decir, son los nuevos ejes rotados, dependiendo la magnitud de
los mismos de los autovalores correspondientes, es decir, que el eje principal queda
determinado por el primer autovector y asi sucesivamente. La hipdtesis de norma-
lidad no ha sido necesaria para obtener la tesis del teorema anterior. No obstante,
estd indirectamente presente en este estudio pues, recordemos, el objetivo planteado,
al menos inicialmente, es la reduccién de la dimensiéon cuando se observan fuertes
correlaciones lineales entre las componentes del vector aleatorio, situacién ésta es-
trechamente vinculada con el supuesto de normalidad del mismo. Por otra parte, se
sigue del teorema anterior que

Uy »
Xe=paro| 2| EIX - XEPI= ) 6 (73)
Uk i=k+1

Por lo tanto, X* se ha obtenido desechando las p—k tltimas componentes principales,
es decir, las p — k dltimas componentes de (7.2), de ahi que, para reducir a k la
dimension de X, resulte razonable considerar en un segundo paso el vector constituido
por las k primeras componentes principales. Ademads, (7.3) ofrece el error cometido
en esta reduccién, de manera que podemos, antes que nada, seleccionar el valor de k
adecuado (es decir, aquél que, dando lugar a un error aceptable, sea lo mas pequeno
posible) para después construir las componentes principales de interés.

Por otra parte, podemos analizar el problema desde otra perspectiva y llegar a
una conclusion andloga a la del teorema 7.3. Recordemos que, si « es un vector de
R? de norma euclidea 1, o/ X es una variable aleatoria real que se corresponde con
la longitud de la proyeccién del vector X sobre el eje que determina el vector o Se
verifica, trivialmente, que

var[d’ X] = o'Sa, cov[d' X, X]| =S5, Vo, R

En ese sentido, las componentes principales pueden interpretarse como las proyeccio-
nes de X — p sobre los ejes perpendiculares que determinan los autovectores de X.
El siguiente resultado precisa mas en linea de esta interpretacion.

Teorema 7.4.
Dado un vector aleatorio p-dimensional X de media p y matriz de covarianzas ¥ se

2Pues, si X ~ Np(u, 2), el lugar geométrico de los puntos de R? con verosimilitud constante es
un elipsoide con centro en p y cuya forma estd determinada por 1.
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verifica
o = sup{var[e/(X — p)]: [|af| = 1},

alcanzdndose dicho supremo en o = 1, es decir, con la variable real U;. Ademas,
6; = sup{var[e/(X — p)]: [lafl = 1, cov[d’'X,U;] =0, Vj <i}, Vi=2,...,p,

alcanzandose dicho supremos con v = ;, respectivamente®.

Demostracion.

La demostracién es consecuencia inmediata del teorema de diagonalizacién. No obs-
tante y respecto a la ultima afirmacion, téngase en cuenta que, dados j = 1,...,p—1,
vy a€RP,

covla!(X — ), U] = a/Sh; = 807,

Luego,
a Ly = cov[e/ (X — ), Uj] = 0.

Sid; > 0 el reciproco es también cierto. Si 6, = 0, con mayor razén lo son los sucesivos,

Por lo tanto, el eje (1) proporciona la mdxima varianza para las proyecciones,

luego la tesis se obtiene mas facilmente.

01. Sii € {2,...,p}, el eje (7;) proporciona la méxima varianza entre todos los ejes
perpendiculares a {7, ...,7v;—1). Podemos considerar como caso extremo aquél en el
cual 6; = 0,7 =Fk+1,...,p. Ello implicarfa que var[U;] = 0, es decir, /(X — u) =0,
para todo i = k£ +1,...,p. Lo cual equivale a afirmar que X = X* por lo que X
puede construirse enteramente sin tener en cuenta las p — k ultimas componentes
principales. Es decir, que la imagen de X estd contenida en una subvariedad afin
k-dimensional, concretamente

In(X) C Hj.

En este caso, se verifica para cada ¢ > 0 que P(|X — X¥||? > ¢) = 0, lo cual,
insistimos, es una situacién extrema. En general, dada una constante positiva ¢, se
sigue de la desigualdad de Chebichev que

d; .
P> S) < i (7.4)
p

3Nétese que en el enunciado puede sustituirse o/ (X — u) por o/ X, pues dicho célculo no afecta
al célculo de covarianzas.
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Luego, de la desigualdad de Bonferroni* se deduce que

P
p
P(||X — X*|? <= 5i- :
(BESSEDEL DY (7.5
i=k+1
Por lo tanto, si los autovalores d;, ¢ = k+ 1,...,p son lo suficientemente pequefios,

podemos considerar X; como una aceptable aproximacién a X, no sélo desde el
punto de vista del error medio expresado en (7.3), sino también en el sentido andlogo
expresado en (7.5). De esta forma, ambas ecuaciones invitan a considerar Zle 0;
como una medida de la pérdida que conlleva la reduccién éptima a dimensién k, que es
la que se consigue considerando tnicamente las k primeras componentes principales.
Luego, en definitiva, la dimensién k serd aquélla lo més pequena posible siempre y
cuando suponga un valor suficientemente proximo a 1 para

Zf:l 9
f:l di
Recordemos a su vez la varianza total de X, definida en (1.26), que puede calcularse
mediante vary[X] = Y7 §;, y cuya interpretacién se encuentra en el problema (19)

del capitulo 1. Por lo tanto el cociente anterior equivale a

Zf:l 0;

vary[X]

y se denominada proporcién de varianza total explicada®. Nétese que, en el extremos
opuesto al caso analizado anteriormente, si todos los autovalores son idénticos, en-
tonces ¥ es de la forma ¢02Id. Este caso es el menos apropiado a la hora de reducir
dimensiones. Desde un punto de vista geométrico y bajo la hipdtesis de p-normalidad,
la relacién entre los distintos autovalores determina la excentricidad del elipsoide. Asi,
si todos los autovalores son idénticos tendremos una distribucién normal esférica, es
decir, las regiones de RP con verosimilitud constante son esferas. Por contra y segin
hemos visto, si los tltimos p — k autovalores son muy pequenos, el elipsoide estard ca-
si contenido en la subvariedad afin k-dimensional que determinan la media y los &
primeros autovectores.

7.2. Punto de vista muestral

Obviamente, el método de obtencion de las componentes principales expuesto en
la seccién anterior no tiene viabilidad préctica, debido al desconocimiento de la matriz

iP(NA) >1-Y,P(4;)
5Se entiende que explicada por las k primeras componentes principales.
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de covarianzas poblacional . En la practica hemos de partir pues de una estimacion
de ¥ mediante una muestra aleatoria de P¥,

Supongamos que Y7, ..., Yy es una muestra aleatoria simple de P o, més general,
n vectores de R?. Como es costumbre, los expresamos matricialmente mediante ¥ =
(Y1,...,Yn) de dimensiones n x p. En ese caso, consideraremos la matriz de varianzas-
covarianzas totales muestral ¢

1
S==-|YY--Y'| : Y,

la cual serd diagonalizada utilizando la matriz diagonal de sus autovalores D y la
matriz ortogonal de sus autovectores G, mediante S = GDG'. Si la distribucién PX
es p-normal, entonces S y ”T_IS son los EIMV y EMV de ¥, respectivamente. Bajo
esas condiciones, podemos encontrar en Anderson (1958), cap. 13, las distribucién
del estadistico (di,...,d,). Si, ademéds, d; > ... > 6,, LD y G serdn los EMV de

n

A y T, respectivante’, verificindose también® la siguiente propiedad asintética:

dy — 6, 262 0
Val o SN, .
d,— 5, 0 20?2
Por tanto, se verifica®
log ‘;—1
n . ! d
= : — N,(0,14). (7.6)
2 d
log =

Este resultado permite construir intervalos de confianza para los autovalores si par-
timos de la hipétesis de p-normalidad y la muestra es de gran tamano (cuestién
propuesta). El hecho de considerar S o I‘T’lS no afecta asintéticamente a la matriz
de autovalores D, pues lim,, ., HT_l =1.

6Cosideramos aqui la divisién entre n. Ello no afectara al los autovectores aunque si a los auto-
valores. No obstante, éstos serdan porporcionales a los que se obtendrian dividiendo por n — 1, por lo
que este hecho no afecta al anélisis de componentes principales. La razén del mismo es puramente
estética y quedard patente, creemos, un poco mas adelante.

"Nétese que, sélo si la multiplicidad de todos los autovalores de ¥ es 1, podremos determinar los
autovectores correspondientes.

8Flury (1997).

9 Aplicando el conocido método Delta (ver el apéndice del primer volumen).
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A la hora de calcular las componentes principales suele suponerse que la media
aritmética de las observaciones es 0 19 lo cual se traduce en que las componentes
principales verdaderas son una traslaciéon de la que de hecho se construyen, que se
calculan de la siguiente forma!!: se considera

w=GY;, i=1,...,n

Sea entonces u la matriz n X p cuyas filas son, respectivamente, u}, ..., u!, es decir,
u=YG.
Si w[j], j = 1,...,p denotan las columnas de u, entonces u[j] = Yg;, es decir, se

trata del vector de R™ constituido por las j-ésimas componentes principales de cada
uno de los n datos. Por lo tanto, si se denota u = (u;;) € M,,xp, entonces u;; es la
j-ésima componente principal del i-ésimo dato, es decir, u;; = g;-YZ-. Anélogamente al
caso poblacional'? se verifica que

Si[ﬂ = dj7 Sulj]ulk] = 07 51] §£ k.
Ademas,
dy = sup{s¥, : [laf) =1},

alcanzdndose dicho supremo con o = gy, es decir, con el vector u[l]. También se
verifica

dj = sup{si,: ||| =1, Syau =0, Vk <j}, paratodoj=2,...,p,

alcanzddose dicho supremo con u[j]. Como en el caso poblacional, se define la varianza
total muestral mediante »_, d; = tr(S). Dado que estamos considerando los au-
tovalores y autovectores muestrales como estimaciones puntuales de los poblaciones,
el objetivo a perseguir serd, nuevamente, encontrar la dimensién k lo mas pequenia
posible para la cual sea suficientemente préximo a 1 el cociente

k
Z j=1 dj
D )
j=1 d;
que, en términos de la varianza total muestral s2 = tr[S] equivale a
k
Z j=1 dj

2 b
ST

10M4s atin, es bastante habitual e suponer, como veremos més adelante, que los datos estdn
tipificados.

18i no se supusiera nula la media aritmética de los datos, se tendria u; = G'(Y; — 7).

2Tener en cuenta que s%/a =a/Syay syays = &Sy, para todo «, § € RP.
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por lo que se denomina proporcién de la varianza total (muestral) explicada. Una vez
seleccionado, nos quedaremos unicamente con las k primeras componentes principales.

Como vemos, éste es un método puramente descriptivo. Seria interesante poder
hacer inferencias respecto al pardmetro poblacional

Zf:l 51‘
k= P k:17...7p—1.
En Mardia et al. (1979) se demuestra que, bajo la hipétesis de p-normalidad, el
estadistico i
\i,k _ Dim1 di.
tr S
sigue una distribucién asintética N(¥y, 72), donde
- Zf:l O
o 22‘:cr’ by
2 o= o D 5F (U2 — 2a¥;, + a),
DY
T ey
El principio de sustitucién propone, en este caso, reemplazar X, ¥y v §;, i = 1,...,p,
por S, \i!k yd;,i=1,...,p, de manera que obtendriamos una estimacién puntual 72

de 72. En ese caso, se verifica!®

U — 0,

~ N(0,1),

lo cual puede servir tanto para construir un intervalo de confianza para ¥, como para
resolver un contraste del tipo

21‘1151'
Hy: ==—=Y k=1,....,.p—1 1. .
0 tr Y 0, ) , D ) 7'¢)€}07 [ (7 7)

También bajo el supuesto de p-normalidad podemos contrastar la siguiente hipé6tesis
inicial

Hy:61>...20, > 041 =...=0p, k=1,...,p—1. (7.8)
Téngase en cuenta que, si la distribucién es no degenerada, no tiene sentido contrastar
una hipétesis del tipo 041 = ... = 0, = 0. El test para resolver el contraste consiste
en rechazar la hipétesis inicial cuando

1 D )
D DR

n(p — k)log T > Xpmk) (k1) /21
(T i)

13 Aproximadamente, se entiende.
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Se entiende que este test tiene validez asintética y, recordamos, precisa del supuesto de
normalidad multivariante. En Bilodeau (1999) podemos encontrar también inferencias
respecto a los autovalores de la matriz de correlaciones.

Las componentes principales, vistas desde un punto de vista muestral, admiten
una clara interpretacién geométrica en la linea del teorema 7.3, que veremos a con-
tinuacion. Dado k < p, se trata de sustituir los datos originales Y;, i = 1,... n, por
otros vectores Y;*, i = 1,...,p, contenidos en una subvariedad afin de dimensién k,
Hy, de tal manera que el error que implica la sustitucion sea razonable, en el senti-
do de que, si Y* denota la matriz cuyas filas son Ylk k =1,...,n, sea pequena la
distancia

d(Y,Y*) = Z [Y; — V|12

Resolveremos el problema desde un punto dc vista mas general, lo cual facilitard enor-
memente las cosas a la hora de afrontar la seccién dedicada al anélisis de corresponde-
cias'. Ello nos obliga a introducir algunas definiciones. Concretamente, definiremos
distintas métricas en el espacio Mp,,. Primeramente, la distancia anterior, que puede
definirse mejor de esta forma:

d(X,V) = ltr[(x CYYX VY], XY € My, (7.9)

En este caso, si d denota la distancia en R y X/ v Y/, i 1,...1, denotan las
filas de X e Y, respectivamente, se verifica que d(X,Y) = %Zfil d(X;,Y;). Sea
Q = diag(wy, . ..,w,), donde w; > 0 para todoi=1,...,ny Y ,w; = 1. Sea a su vez
® una matriz definida positiva de orden p. En ese caso, para cada matriz X se define

n
=Y wkX; (7.10)
i=1

Se trata pues de la media aritmética ponderada por los pesos de 2. Si 1, denota el
vector constante 1 en R®, se denota

X7 = 1n(2?), (7.11)

el centroide

que es la matriz de Mpy, cuyas filas son todas iguales a la traspuesta de la media
aritmética ponderada. Definimos también la matriz de covarianzas mediante

oN/ oN/
Sop = O (Y - Y”) 0 (Y _ y“) P12

= iwi (qﬂ/zyi _ (Dl/QyQ) (@1/2}/i . (DWQQ)/.
i=1

Dicho capitulo puede considerarse en buena parte continuacién del presente.
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Es importante notar que el rango de la matriz Y — ?07 y por lo tanto el de Sq ¢, €s
igual al rango de Y menos 1. Definimos entonces las siguientes métricas sobre R™ y
RP:

da(a,b) = (a —b)Qa —b), a,beR" (7.12)

do(u,v) = (u — v)P(u — v), u,v € RP. (7.13)

la aplicacién lineal x € R? s ®'/2z supone una isometria de (R?,d) en (RP,ds). En
la seccién primera del Apéndice podemos encontrar diversos comentarios respecto
al concepto de proyeccién ortogonal utilizando la métrica euclidea d, que pueden
generalizarse a la métrica dg teniendo en cuenta la isometria anterior. De esta forma,
sia € RP y V es un subespacio k-dimensional de RP, Pf+v denotara la proyeccién
ortogonal sobre la subvariedad afin a + V' considerando dg, que se obtiene mediante

Ply(x)=a+® 2Pppy, (/(x—a)), z€R (7.14)
Definimos la siguiente distancia en My ;:
doo(X,Y) =tr[QUX - Y)P(X - YY), XY € Myy;. (7.15)

Se verifica entonces

do.o(X,Y) = deo(X",Y'), (7.16)
I
doo(X,Y) =) wida(X;,Y;). (7.17)
=1
Ademas,
1
—doo(X,Y) =d(QV2X D2 QY $l/2), (7.18)
n
d(X,Y) =di14, 14,(X, V). (7.19)
Por dltimo, se tiene que
g=yuldn g= S11dy1d,

Teorema 7.5.

Sean {dy,...,d,} los autovalores ordenados de Sq ¢ y {h1,...,h,} sus respectivos au-
tovectores. Dado k& < p, la minima distancia dqs(Y,Y*) cuando las filas de Y* se
encuentran en una subvariedad afin k-dimensional vale -7, ., d;, y se alcanza cuando,
paracadai=1,....n, Y} = Pjj.(Y;), siendo H} = 7+ (O 2hy, @72y

2

bt
=]
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Demostracion.
Dada una subvariedad afin k-dimensional Hy = a+ Vj, e Y* una matriz n x p tal que
Y} € Hy, paratodoi=1,...,n, se verifica

n
dQ,@(Y,Yk) = quzd@(y;ayik)
i=1

(Y

n
> wids (Y, PRY7)
2?11
= w2 (vi- PRy’

i=1
n

= Y Wi [|®V3(Y: — a) — Py, @3 — a)||”
=1

n 2
= Zwi P(@l/zvk)ﬂb]/z(yi - a)
i=1
n 2
Q0 —Q
= Zwi P((DI/ZW)@I/Q (Yi -7 ) + P((Dl/QVk)Lq)l/z (y — a)
i=1

. n — A . , .
Teniendo en cuenta que >, w; (Y} — yQ) = 0, el dltimo término puede descompo-
nerse asi

2
L02 (57— a)

n
>
i=1

El segundo sumando es, en todo caso, mayor o igual que 0, siendo 0 sii 7> € Hy, es

)iq)l/Q (1/2 _ yQ)

+|7

P(@l/QVk @1/2Vk)

decir, que la subvariedad afin que minimice dp ¢ debe contener a la media aritmética
ponderada por §2. Supuesto que eso sucede, veamos en qué subespacio V}, se alcanza
el minimo. El primer sumando es igual a

n

Z [wih (v - ?Q)}ICI)UQP(@MV,C)L(DW [@}/2 (v @Q)} 7

i=1

0, lo que es lo mismo,

L o\
tr [91/2 (v -v7) V2P gy, @ (v -7 Q”Q} :
k

que equivale a
tr [Squ) (Id - P<I>1/2Vk)] .
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Se deduce entonces del lema 7.1 que el valor minimo buscado es > 5, 1 di, al-

El siguiente resultado, que es el que realmente interesa en este capitulo, se deduce

canzandose cuando ®V/2V,, = (hy,..., hy).

directamente del teorema anterior.

Corolario 7.6.
Sean {di,...,d,} los autovalores ordenados de S'y {hy,...,h,} sus respectivos auto-
vectores. Dado 0 < k < p, la minima distancia d(Y,Y”*) cuando las filas de Y* se
encuentran en una subvariedad afin k-dimensional vale anzldi, y se alcanza cuando,
paracadai=1,...,n, Y = Py:(Y;), siendo Hy =7+ (hy,... hy).

Este resultado da pues una justificacién geométrica de las componentes principales
muestrales. El grafico siguiente ilustra la idea anteriormente descrita:

X
Hy

X1

Asf pues, a la luz del teorema 7.3 y del corolario 7.6, entendemos que, a la hora
de reducir la dimension, las proyecciones de menor varianza resultan ser las de menor
interés estadistico.

El siguiente resultado, que suele denominarse teorema de la descomposicién en
valores singulares (singular value descomposition, abreviadamente SVD), se obtiene
como corolario del teorema de diagonalizacién de una matriz simétrica.

Teorema 7.7.

Dadas A € M,,, de rangory 'y ® como antes, existen una matriz D = diag(Ay, ..., A,
con elementos positivos y ordenados de mayor a menor, y otras dos matrices N € M,
y M € M,y,, verificando

_ plo\.,
(i) A_N<T‘T>M

(i) M'®M =14,
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(i) N'QN =1d,

Demostracién.
Sea A = diag(ds, . .., d,,0) la matriz diagonal de orden p de los autovalores ordenados
de A’A 'y H una matriz p X p cuyas columnas hs, ..., h, constituyen una base orto-

normal de autovectores respectivos. El teorema de diagonalizacion permite afirmar
afirma que
AA=HAH'

Consideremos A, y H, las submatrices de A y H constituidas respectivamente por
los r primeros autovalores y sus correspondientes autovectores. Definamos

G, = AH,AY2,

Se verifica entonces que GG, = Id,. Por lo tanto, sus columnas pueden completarse

hasta obtener una matriz ortogonal de orden n que se denota por G. En ese caso, si
1/2 .

se denota D = AT/ , se tiene que

¢ - (%) ,
A-a (%) i

Por lo tanto, la tesis queda demostrada en le caso 2 = Id, y ¢ = Id,. En el caso

de lo cual se sigue que

general bastaria considerar la descomposicion

O2AY? = @ D10 H
0lo

en las condiciones anteriores. En ese caso, si definimos N = Q~'V2G y M = &~'/2H,

La expresién (i) en las condiciones (i) y (iii) se denomina descomposicién SVD

se verifican (i), (i) y (iii).

de A para la métrica do . Nétese que las columnas de M, myq,...,myp, y las de N,
ni,...,Ny, constituyen sendas bases ortonormales respecto a las métricas dg y de,
respectivamente. Si se denota F' = ND (siendo f;; sus componentes), y Af,..., A,
son las filas de A, se tiene entonces que

K
A; :Zfijmj’ 1=1,...,n. (7.20)
j=1
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Por lo tanto, la matriz F' estd constituida por las coordenadas de las filas de A respec-
to a la base ortonormal M. Igualmente, dado que A’ = M DN’, la matriz F* = M D
estda constituida por las coordenadas de las columnas de A respecto a la base or-
tonormal N. Respecto a la unicidad de las descomposicién SVD, podemos afirmar
trivialmente que la inica matriz diagonal D en las condiciones del teorema es la com-
puesta por las raices de los autovalores de ®/2A’QA®Y/2. Si la multiplicidad de todos
ellos es 1, las columnas (autovectores) de M quedan univocamente determinadas sal-
vo reflexiones. En general, se verifica que los subespacios generados por las columnas
asociadas a un determinado autovalor son tnicos'®. Lo mismo puede decirse de N,
razonando en este caso con QV2ZADA'Q/2. En ocasiones la descomposicién SVD se
presenta de la forma

A=NDM, donde N € Myy,, M € Myy,, NQON=DMOM=1d,. (7.21)

Se trata simplemente de eliminar los autovectores asociados a autovalores nulos que,
a la postre, no tendran utilidad practica alguna. Todo lo dicho anteriormente acerca
de la unicidad de la descomposicién sigue siendo igualmente valido aqui. Estamos ya
en condiciones de enunciar el resultado clave en el andlisis de correspondencias.

Teorema 7.8.

Dada una matriz de datos ¥ € My, de rango r + 1, existen una matriz D =
diag(A1,...,\.) con elementos positivos y ordenados de mayor a menor, y otras dos
matrices N € Muyn y M € M, verificando

() vY=Y"+ N(%‘%) M

(i) M'®M =14,

(i) N'QN = Id,p

. —Q »

(V) doo (Y. V") =S N

(v) Si0<k<r, Ddenota la submatriz diagonal de D formada por los k primeros
valores de ésta, y Ny, y M), denotan las submatrices constituidas por las k& primeras
columnas de N y M, respectivamente, se verifica que la matriz Y** de My, que
minimiza do 5 (Y, Y'*) entre todas aquellas cuyas filas pertenecen a una subvariedad
afin k-dimensional RP?, es

YR =V 4 NoDy M.

15Que, en definitiva, serd lo que interese.
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Se verifica ademds

k

dog (Y, V) = Z N doe (Y’“*Y”) -3

i=k+1 i=1

Demostracion.
Se trata de seguir el mismo razonamiento de la demostracion anterior, pero aplicado
a la matriz de rango r

QL2 (Y _ ?9) P2,

es decir, considerando la matriz diagonal A de los autovalores de S ¢, la matriz H
de sus respectivos autovectores y, por ultimo, la matriz

G, = Q2 (Y — ?“) OV, ATV,

que se completa hasta conseguir una base ortonormal G. Haciendo D = A2, se

verifica
G'OYV? (y _ YQ) PY2H = <£‘i>
0o/’

de lo cual se sigue que

L (Y f?“) 2 = ( lo) 8 ) H

Con lo cual, basta considerar M = ®~/?H y N = Q~Y2G para obtener (i), (i) y
(iii). Para obtener (iv) considerar la definicién de dg e teniendo en cuenta (i), (i) y
(iii). Respecto a (v), basta sustituir para obtener

Yk* _ ?SZ + (Y B ?ﬂ) (D1/2HkHI/€(D71/2.
Es decir, para cada i = 1,...,n, se verifica

Y;-k* — gQ + @71/2HkH]/€‘1)1/2 (Y;, _ yQ)
_ D
- Pymr(‘1>’1/2h1,-m,<1>*1/2hk> (V7).

. . . . .« =0 .
La tesis se sigue entonces del teorema 7.5. La distancia entre Y*" e Y se obtiene

como en (iv).
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Al igual que sucediera antes, las columnas de M constituyen una base ortonormal
de (R?,dg). Ademds, si F'= N D, se verifica

K
Vi=g?+ Y fgm,  i=1..m (7.22)
j=1

Por lo tanto, la matriz F' esta constituida por las coordenadas de las filas de Y — i
respecto a la base ortonormal M. La submatriz compuesta por las k primeras co-
lumnas de F' determinan pues la proyeccion de las filas de Y — v en el subespacio
generado por el sistema reducido {my, ..., mg}, lo cual permite, como sabemos, mi-
nimizar la distancia dg . Respecto a la unicidad de la descomposicién, podemos
afirmar que la inica matriz diagonal D en las condiciones del teorema es la compues-
ta por las raices de los autovalores de So e, y que los subespacios generados por las
columnas de M asociadas a un determinado autovalor son unicos. En el problema de
reducciéon a dimension k es esto es lo que en definitiva importa, dado que el objetivo
que se persigue es proyectar sobre dichos subespacios. No obstante, encontrariamos
un serio problema si se diera el caso dy = diy1. Las columnas de M se denominan
ejes principales de las filas de Y.

7.3. Relacién con las variables originales

Aunque el anélisis de componentes principales pueda ser correcto desde un punto
de vista matematico, la interpretacion estadistica del mismo puede verse seriamente
falseada si las variables en juego no son conmensurables. Ilustremos esta afirmacion
con un ejemplo.

Supongamos que se miden dos variables, una correspondiente a la medida de una
longitud en metros y otra correspondiente a una anchura en metros. Si pasamos a
considerar la longitud en centimetros, la varianza de dicha variable se multiplicara por
10.000, con lo cual, en términos relativos, la variable anchura serd préacticamente
constante (y, por tanto, sin interés estadistico) en relacién con la longitud (desde un
punto de vista geométrico, los ejes de la elipse coincidiran, practicamente, con los
ejes de coordenadas, y su excentricidad serd enorme).

Por ello, hemos de analizar previamente la naturaleza de las variables antes de
buscar una reduccién de dimensiones mediante componentes principales. El problema
es complejo y, evidentemente, no siempre se resuelve expresando los resultados en
las mismas unidades pues las distintas variables pueden corresponder a diferentes
magnitudes. Proponemos dos soluciones a este problema:
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(a) Considerar una transformacién que conduzca a la homocedasticidad. Puede
darse el caso de que dicha transformacion genere también normalidad; de es-
ta forma, estarfamos en condiciones de aplicar los métodos inferenciales de la
seccion anterior.

(b) Dado que, en la mayoria de los casos, los andlisis se resuelven de manera mera-
mente descriptiva, el método mas comun consiste en tipificar las variables (se
obtendria una matriz Z de variables tipificadas), o equivalentemente, trabajar
con la matriz de correlaciones R en vez de la de covarianzas. Se tiene entonces

R=GDG', u=ZG.

Esta es la opcién que suele tomarse mas a menudo. El programa SPSS la asume
por defecto.

Cuando se ha reduce la dimension del vector por el método de componentes prin-
cipales, las variables perdidas no son, en principio, variables originales, sino combi-
naciones lineales de éstas. Al igual que sucede en el analisis de correlacion candnica,
existen distintas formas de evaluar la influencia de las variables originales en las
componentes que permanecen o en las que se eliminan. La més inmediata puede ser
analizando la matriz de ponderaciones GG, cuyas columnas determinan las direcciones
de las distintas componentes principales. No obstante, es mas extendido el estudio de
la matriz de cargas principales o de componentes . Se trata de una matriz A € My,
cuya columna j-ésima, j = 1,...,p, estd compuesta por los coeficientes de correla-
cién entre cada variable original y u[j]. Si se ha procedido a una tipificacién previa de
las variables observadas, la relacién entre la matriz de ponderaciones y la de cargas
principales es la siguiente:

A = ZuD™V? (7.23)
= Z7'ZGD7\/? (7.24)
RGD™'/? (7.25)
GDG'GD™'/? (7.26)
= GDY2. (7.27)
Es decir, si A; denota la j-ésima columna de A,
1
L...,p. (7.28)

g] \/@]7]

Para acabar este capitulo veamos un ejemplo. Consideremos las cuatro variables

UEX

tipificadas (nos referimos a la longitud y anchura de pétalos y sepalos) para las
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especies vesicolor y virginica del conocido archivo irisdata de Fisher. Se ha excluido

la especie setosa pues su matriz de varianzas-covarianzas es netamente diferente.

Vamos a representarlas mediante un diagrama de dispersién matricial.

— ees 8 oo $o00
© . X .
3 . § 8ee
£ > T .&t"‘
= o of® »°. ® %
L] L] L X
—~ L L] .
© L)
23 i, B &
Sal o . .
a '3 °« ° BN % ° oet0 °
1 o’ . ®e
[] [] []
= 3, o8
© o ° . [ ]
= L[]
oo
4 o
Ry 71
—~ L]
S5 e .{
£2 .t '{-.‘
So
a g D
&
Puntua Puntua Puntua Puntua
(sepleng) (sepwidt) (petleng) (petwidt)

species

® vesicolor
® virginica

Cada observacién constituye pues un punto de R* que intentamos representar parcial-

mente confrontado por pares sus diferentes componentes. Supongamos que queremos
identificar cada observacién con un punto de R? desechando la menor variabilidad

posible. Para ello calculamos las dos primeras componentes principales que, en este

caso, presentan varianzas 2.958 y 0.555, respectivamente, con lo que vienen a explicar
el 87.82% de la varianza total. La matriz de componentes o cargas principales es la

siguiente.

| U] U]
long-sep | 0.872 | -0.164
anch-sep | 0.748 | 0.662
long-pet | 0.935 | -0.283
anch-pet | 0.874 | -0.100

Podemos apreciar que todas las variables originales participan en la construccion

de las componentes principales. Veamos la representacién de dichas"®fiponentes

mediante un diagrama de dispersién simple:
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Cuestiones propuestas

. Construir, a partir del resultado (7.6), un intervalo de confianza asintético al
95 % para el autovalor §;, partiendo de la hipétesis de p-normalidad. Construir
una regién de confianza asintética al 95 % para el vector (dy,...,d,) € RP.

. Demostrar que, si X sigue una distribuciéon p-dimensional con matriz de cova-
rianzas X, siendo J, el dltimo autovalor de la misma, existe una subvariedad
afin H de dimensién p — 1 tal que, para todo € > 0, se verifica que

Op
PA(X,H)<e)>1- =k
donde d denota la distancia euclidea. ; Qué corolario poderrié?isnaaeducir si ¥ es
singular?

. El anélisis de componentes principales estd enfocado a la reduccién de la di-
mension en el caso de que exista una clara relaciéon lineal entre las variables
observadas. jPuedes sugerir alguna forma de actuacién en el caso de que la
relacién exista pero no sea de tipo lineal?

. S1Y ~ Ny(p,X) y rg(E) = p — 1, demostrar que existe una tnica direccién en
RP tal que la proyeccion sobre la misma del vector aleatorio Y es una variable
real constante. ;Qué crees que debemos hacer exactamente ante una muestra
aleatoria simple de una distribucién normal multivariante degenerada?
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5. Demostrar que, si n > p, el p-ésimo autovalor d, es estrictamente positivo con
probabilidad 1.

6. Demostrar que que el ultimo autovalor de ¥ es la minima varianza de una
proyeccion de X sobre cualquier direccién.
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Capitulo 8

Aplicaciones de componentes
principales

En términos generales, podemos decir que el andlisis de componentes principales
sirve para reducir dimensiones en un problema multivariante. No obstante, conside-
raremos en este capitulo dos aplicaciones concretas de esta técnica: la solucién al
problema de multicolinealidad en regresiéon lineal y el analisis de correspondencias.
También consideraremos la aplicacion del andlisis de componentes principales a la
hora de resolver un anédlisis factorial, aunque eso serd en otro capitulo.

8.1. Multicolinealidad

Hemos visto en el capitulo anterior que la utilidad del andlisis de componentes
principales estriba en que nos permite reducir la dimensién de las observaciones cuan-
do se observa un fuerte grado de correlacion lineal entre las variables consideradas.
Aunque este hecho tiene por qué ser necesariamente perjudicial (es més, puede re-
sultar en algunos casos hasta positivo, segin Hair et al. (1999)), si que puede llegar
a tener un impacto negativo cuando se da entre las variables explicativas en el mo-
delo de regresién lineal miltiple o multivariante. A este problema hace comtinmente
referencia el término multicolinealidad. El anélisis de componentes principales puede
aportarnos en ocasiones la solucién al mismo. La seccién queda pues dividida en tres
partes: la primera se dedica a estudiar el impacto que puede tener el fenémeno de
multicolinealidad; la segunda, a establecermétodos de diagndstico de la misma; en la
ultima parte proponemos una posible soluciéon mediante el uso de las componentes
principales. Nuestro estudio se restringira al problema de regresién multiple, de tal
forma que ha sido ya estudiada con cierta extensién en el capitulo 4 del primer volu-
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men. De todas formas, volveremos a desarrollar el tema, en unas ocasiones de manera
mas sucinta y en otras, mas extensa.

Supongamos que estamos en las condiciones del modelo de regresién lineal multi-
ple, es decir, Y = X3 + £, donde € ~ Ny(0,0%1d), y

1 z[l] ... =l
X=1|: : ;
1 zfl] ... zlq]

de rango ¢ + 1. En ese caso, (X'X)™! € My11)(4+1) tendrd determinante no nulo y
sera invertible. Si embargo, si se da un alto grado de multicolinealidad, podemos de-
ducir, razonando por continuidad, que |X'X| tomara un valor préximo a 0 y, entonces,
la matriz (X'X) ™! puede tener valores muy altos. Ello afecta al estimador de 3, dado
que

B~ Nyt (8,0 (XX) 7).
Entonces, para todo j =0,1,...,q,

var[4,] = [(XX)1] 0%

donde [(X/X)’ILJ. denota el j-ésimo elemento de la diagonal de (X'X)~!. Por ello, la
varianza del estimador tomara un valor alto cuando dicho elemento sea elevado. De
esta forma, la varianza del estimador depende, en primer lugar, del error implicito al
modelo de regresién, expresado mediante la varianza residual o2, y en segundo lugar,
de la estructura de la matriz X de variables explicativas a través de de (X'X)~'. Para
entender mejor por qué la multicolinealidad incrementa esa varianza, basta demostrar
(cuestién propuesta) que

R 1 1 1 .
var[ﬂj]za2~;-g“'1_7my ]:17"'7(]7 (81)
J J

donde R; denota el coeficiente de correlacién miltiple de z[j] respecto al resto de
variables explicativa. Como podemos observar, una fuerte correlacién entre las va-
riables explicativas repercutird en un incremento de la varianza de los estimadores.
De hecho, el término (1 — R?)’l suele denominarse factor de inflacién de la varianza,
FIV.

El extremo opuesto a la multicolinealidad es la incorrelacién (es decir, perpen-
dicularidad entre las variabilidades totales) de las variables o vectores explicativos.
En ese caso minimizamos las varianzas de los estimadores. Presentamos una vision
geométrica que puede terminar de aclarar el problema:



ANALISIS

X5

La interpretacién de los gréficos es la siguiente: las observaciones de los datos estén
sometidas a un cierto grado de variabilidad que viene determinado o2. Las compo-
nentes del estimador de ( seran las coordenadas de la proyeccion de la observacién Y
sobre el subespacio generado por las columnas de X. Podemos observar que, cuando
se da la perpendicularidad entre las columnas, pequenas variaciones en la observa-
cién se corresponden con pequenas variaciones en las componentes del estimador.
Sin embargo, conforme nos vamos aproximando a la dependencia lineal, una pequena
variacion en la observaciéon puede suponer una gran variacién en la estimaciéon de (3,
es decir, que el estimador de [ esta sometido a una fuerte variabilidad.

Que las varianzas de los estimadores sean elevadas podria considerarse, por prin-
cipio, perjudicial para el estudio de regresién, pues se traduce en una escasa fiabilidad
de las estimaciones obtenidas. No obstante, esta afirmacién mereceria diversas mati-
zaciones. Desde luego, puede resultar especialmente danino si el propésito del anélisis
de regresion es evaluar el grado influencia de cada variable explicativa en la variable
dependiente, es decir, si se trata de un estudio de “causa-efecto”. Un problema de
multicolinealidad puede llevarnos a sobreestimar la influencia de ciertas variables o
subestimar la de otras. Mas ain, en muchas ocasiones se utilizan métodos de seleccion
de variables explicativas que eliminan aquellas cuyo coeficiente no difiere significa-
tivamente de 0. Una varianza elevada del estimador de un coeficiente entorpece el
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estudio pues resta potencia al test de significacién, lo cual puede suponer la elimi-
nacién de variables realmente influyentes. De todo ello se sigue la importancia de la
deteccion y solucién del problema de multicolinealidad.

El problema de multicolinealidad puede resolverse, como veremos a continuacién,
mediante la eliminacién de componentes principales, siempre y cuando las compo-
nentes desechadas no desempenen un papel relevante en la regresion lineal. Hemos
de recalcar pues que el andlisis de las componentes principales no tiene por qué solu-
cionar necesariamente un problema de este tipo.

Insistimos: el uso de componentes principales en un problema de regresion lineal
estd orientado a facilitar un estudio de causa-efecto, donde se pretende determinar la
trascendencia de cada variable predictor en la variable respuesta a través de la magni-
tud del correspondiente coeficiente de regresion, pues este expresa la razén o cociente
entre el incremento de la segunda y el de la primera. Desde luego, la importancia
de cada variable explicativa no deberia depender de la escala utilizada ni del valor
0 de referencia para la misma. Respecto al segundo punto, notar que los coeficiente
de regresién de las variables explicativas (no asf el del término independiente) son
invariantes ante traslaciones de las mismas (es decir, que, el sumar una constante a
cualquiera de estas variables no afecta a los correspondientes coeficientes). Sin em-
bargo y respecto al primer punto, hemos de tener en cuenta que un cambio de escala
de cualquier variable explicativa repercute de manera inversa en el coeficiente corres-
pondiente. De todo ello puede deducirse la conveniencia de utilizar una trasformacion
de las variables explicativas invariante ante traslaciones y cambios de escala. Por ello,
es usual trabajar con las variables explicativas tipificadas. Asi pues, nuestro modelo
queda de la forma siguiente

Y = foln +ZB +E, £ ~ N(0,0%1d),

donde By € R, 8 € R?, y Z es una matriz n X ¢ de rango ¢ cuyas columnas son
linealmente indegendientes con media muestral 0, varianza muestral 1, y perpendi-
culares al vector 1,. Centraremos por lo tanto nuestro anélisis en la matriz Z'Z, que
es igua a la matriz R de correlaciones entre las variables explicativas, multiplicada
escalarmente por n. En virtud de (5.6), se verifica

By =7, é = R7'Sg,. (8.2)

El diagnéstico de multicolinealidad consiste en la busqueda de indicios de un fuerte
impacto en la varianza de los estimadores de los 3;’s derivado de una fuerte multico-
linealidad entre las variables explicativas z[1],...,z[q]. Una de las més extendidas es
el andlisis de los FIV asociados a cada variable explicativa, de modo que la presencia
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de algin FIV alto (mayor que 10) suele asociarse a un problema de multicolineali-
dad. No obstante, este procedimiento no arroja luz sobre el nimero de dimensiones
redundantes en e problema.

Otro método de diagndstico consiste en considerar la diagonalizacion de la matriz
de correlaciones :

R=GDG, (8.3)
siendo D = diag(dy,...,dy), con di > ... > dg, y G = (g1,...,94), donde g; =
(91j5---+945), 7 =1,...,q. Estando las variables explicativas tipificadas, se verifica

10
XX = : 8.4
(o 1) (8.4)

En ese caso, la varianza total del estimador [5’7 cuya interpretacion podemos encuen-
trar en el problema (19) del capitulo 1, es la siguiente

varr [[}} = %2 <1 + zq:djl> (8.5)

Por lo tanto, una inflacién de la varianza total se asocia a la existencia de autovalores
pequenos. Dado que la suma de los mismo es en todo caso ¢, ello equivale a una gran
desproporcién entre el primero y alguno o varios de ellos. Esto nos lleva a considerar
los denominados indices de condicionamiento, definidos mediante

]C]: ? _]:1,]€

<

Obviamente,

Teniendo en cuenta que

Zdj =trR =g,

j=1
y, por lo tanto, d; > 1, valores altos (suele entenderse por alto un valor mayor de
30) de ICy41,...,1C, se corresponden, necesariamente, con valores muy bajos de
dit1, - - -, dg (de hecho, IC; > 30 implica d; < 1/900), lo cual es signo de fuerte mul-
ticolinealidad y podra repercutir negativamente en las varianzas de los estimadores.
Analicemos individualmente los estimadores. En virtud de (8.3), se verifica

N 70'2R71 7(72 qg]?/g . 8.6
Var[ﬁj]_?[ :Ijj_? d7k7 J=454...q9. ()
k=1
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Hemos de tener en cuenta que Y &_, g]?k = 1, y, por lo tanto, g?k < 1, para todo
j, k. Asi pues, la existencia un al menos un autovalor d; no es condicién suficiente
para garantizar un valor alto de la varianza del estimador de (3;, pues dicho autovalor
puede corresponderse con un valor también bajo de g?k Lo importante pues, para que
exista un impacto un la varianza del estimador de (3;, es que el cociente de ambos sea
grande. Una forma de medir la magnitud de dicho cociente es considerar la proporcién
de la varianza , definida mediante
(]Jzk/ dy, .
PV, = W, L k=1,...,q.

De esta forma, PVj;, debe entenderse como la proporcién de la varianza del estimador
de f3; debida a la k-ésima componente principal u[k] de las variables explicativas. Se
conviene que una componente principal responsable de mds del 80 % de la varianza
de dos o méas estimadores' es candidata a ser eliminada de la regresién. Todos los
PVj;,’s constituyen una matriz ¢ x ¢, donde el indice j denota la columna y k la fila.
Obviamente, la suma de la columna j-ésima, donde j = 1,... ¢, vale, en todo caso,
1. Se trata pues de detectar filas con al menos dos componentes mayores que 0.80.

En definitiva, a la hora de diagnosticar multicolinealidad con impacto en las va-
rianzas de los estimadores, debemos analizar los IC’s y la matriz PV y calibrarlos
respecto a unas cotas convencionales (sobre las que no existe unanimidad). Asi, si
ICh44,...,1C, > 30y, para cada k € {r +1,...,¢} se verifica que existen al menos
dos PVj;,’s mayores que 0.80, entenderemos que existe un problema de multicolineali-
dad con repercusiones en las varianzas de los coeficientes de regresion, que nos invita
a reducir a dimension r.

Vayamos entonces con la tercera parte del estudio dedicada a la solucién del pro-
blema. Supongamos que los autovalores dy, k = r+1, ..., g, presentan valores elevados
de IC y al menos dos valores altos de PV} cada uno. El método en si consiste en
transformar los datos de manera que los factores de inflacién de la varianza desapa-
rezcan en favor de las varianzas de las vectores explicativos, que aumentan. Para ello,
debemos encontrar una transformacién en las variables explicativas (rotacién) que
las haga incorreladas. Ello nos lleva a calcular las componentes principales

u=2G,.

Esta transformacién puede deshacerse mediante Z = uG’. La ventaja que presen-
tan las componentes principales es que son incorreladas. Concretamente, S, = D

IEsta condicién se establece para marcar diferencias con un disefio ortogonal, en el que no cabe
mejora posible.



ANALISIS

Asi pues, la regresion lineal respecto a Z puede convertirse en una regresién respecto
a u si consideramos el parametro v = G’

Y = 501n+zﬁ+5
= 501H+UG+87

donde € sigue un modelo de distribucién Ny(0,0%1d). El EIMV de v es
4= (u) WY = G/@

de manera que el estimador de 3 puede reconstruirse mediante

B =GH. (8.7)
Sin embargo,
N o’ -1
y o~ Ny (% —D ) ~
n
En consecuencia, los estimadores v;, 7 = 1,..., ¢ son independientes, siendo su va-
rianza
. o2
var[9;] = — d;. (8.8)

Ademaés, puede comprobarse que los estimadores 4; coinciden con los que se ob-
tendrian en cada caso con una regresion simple. Un disefio de este tipo, en el que los
vectores explicativos tienen media aritmética nula y son incorreladas, se denomina
ortogonal. Podemos observar que la varianza del estimador es inversamente propor-
cional a la varianza de la correspondiente componente principal, sin que en este caso
exista un factor de inflacién de la varianza. Esto no debe inducirnos a pensar que
hemos conseguido reducir la matriz de varianzas-covarianzas de los estimadores. De
hecho, puede demostrarse facilmente que, tanto la varianza generalizada? como la
varianza total®, permanecen invariantes cuando se consideran las componentes prin-
cipales.

Consideremos una divisiéon de D en dos submatrices diagonales A; y Ay, lo cual
induce una divisién andloga en la matriz G, en vector v y en su estimador. De esta
forma, se verifica
1

2 - !
~ g D1 0 Gl
Cov = — (G1Gs 8.9
o? 1 o? 1
= G\D{'G) + . G2 D5 ' GS,. (8.10)
2Nos referimos al determinante de la matriz de varianza-covarianzas.
3Es decir, la suma de las varianzas de (3, ... ;B4 0, lo que es lo mismo, la traza de la matriz de

varianzas-covarianzas.
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Mas concretamente, la varianza total de 8 puede expresarse mediante

2

vary [ﬁ} - % [tr(Dy) + tr(Dy)] (8.11)

Ademss, g descompone en
B3 = Giii + G-

Ak
Si consideramos un nuevo estimador 3 de [ que se obtiene depreciando los coefi-

cientes correspondientes a las componentes principales asociadas a D, es decir,
. .
B =G, (8.12)

se verificara lo siguiente:

A%

Sesgo [17] = G, cov [§7] = cov [3] - & a3,

. 2

vary [ﬁw} = varyp [ﬁ*] — %tr(D;l).

Asi pues, si Dy contiene los ¢ — r autovalores menores (que son las varianzas de las
dltimas componentes principales), detectados en el diagndstico, al considerar este
nuevo estimador de 3 conseguiremos una gran reduccién en la matriz de varianzas-
covarianzas. Por contra, el estimador obtenido serd sesgado. Este procedimiento re-
sultard rentable cuando el sesgo introducido es pequeno en relacién con reducciéon en
las varianzas, cosa que sucede cuando vy, es proximo a 0. Por lo tanto, la estrategia
consiste en despreciar las componentes principales de menor varianza siempre y cuan-
do su correspondiente coeficiente sea préximo a 0. Una decisién de este tipo puede
basarse en los resultados de los test parciales. Mucho autores coinciden en considerar
un nivel de significacién mayor de lo habitual, por ejemplo 0.20, a la hora de aplicar-
los. Por desgracia, no podemos garantizar que los tests parciales aporten resultados
no significativos para las componentes principales de menor varianza, pero si esto su-
cede, cabra confiar en una sustancial reduccién de la matriz de varianzas-covarianzas
y, por lo tanto, en una clara mejoria del anélisis.

8.1.1. Ejemplo

Para ilustrar en qué medida puede llegar a afectar la correlacién lineal entre los
vectores explicativos a las estimaciones de los parametros de regresion, asi como la
utilidad del uso de componentes principales a la hora de mejorar la precisién de las
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estimaciones, haremos uso de un ejemplo extremo con datos simulados mediante el
programa SPSS.

Concretamente, generamos n = 100 datos correspondientes a dos variables, Z1
y Z2 ya tipificadas que presentan un coeficiente de correlacién lineal r=0.969, lo
cual supone un factor de inflacién de la varianza de 385.42 si actiian como variables
explicativas en un problema de regresién. Respecto a las componentes principales, la
primera de ellas, que se obtiene proyectando sobre el eje {(1,1)), presenta varianza
1.999, lo cual supone el 99.9% de la varianza total (recordamos que se trata de un
caso extremo).

Generamos una variable respuesta Y mediante la férmula

Y =1.98-Z1 420222+, (8.13)

donde e ~ N(0,1). En ese caso se obtiene R2=0.938 y, tras ejecutar la regresién lineal,
obtenemos 6%'=1.027, /5’1:1.08 no significativo y B2:2.83 no significativo. Obsérvese
que, aunque los coeficientes de regresién estimados distan mucho de los verdaderos,
si obviamos los resultados de los test parciales la ecuacion obtenida es muy valida
para predecir Y.

El diagnéstico de multicolinealidad se puede basar en la no significacién de ambos
coeficientes, en la presencia de FIV altos y también en el anélisis de los IC y de las
proporciones de la varianza que presentamos a continuacién:

Dimensién | Autovalor | IC PV-z1 | PV-Z2
1 1.999 1 0 0
2 0.001 39.239 1 1

Todo parece indicar que resultaria conveniente eliminar, si es que es posible, el efecto
de la segunda componente principal de la regresion. Para ello efectuamos la regresion
respecto a las componentes principales Ul y U2, obteniendo, efectivamente, un resul-
tado en absoluto significativo para el coeficiente de U2. El coeficiente para la primera
componentes resulta ser 1.95. Luego, la ecuacién quedaria de la forma Y ~ 1.95 - U;.
Segtin (8.12), obtenemos la siguiente ecuacién de regresiéon en términos de las varia-
bles originales, mucho més ajustada a la realidad del modelo (8.13):

Y =195-721+1.95-72 + e, var[e] = 1.08

Nétese que, dado que el primer eje principal ha resultado ser en este caso ((1,1)), los
estimadores de 3; y 2 han de ser necesariamente iguales. Estamos pues imponien-
do una restriccién lineal sobre la solucién que permite una gran disminucion de la
varianza del estimador, a cambio de un pequeno sesgo.
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8.2. Analisis de correspondencias

Esta disciplina relativamente moderna y de caracter eminentemente geométri-
co consiste en la reduccién dimensional de una tabla de contingencias? mediante las
técnicas del andlisis de componentes principales. El objetivo final es la representacion
bidimensional de sus filas y columnas de manera que puedan identificarse claramente
los distintos perfiles y la relacion entre los mismos. Esta teoria se basa fundamental-
mente en los teorema 7.7 y 7.8.

El punto de partida es pues la denominada tabla de contingencia, con el niimero
de observaciones computadas en cada una de las v x w categorias posibles.

(I xJ)[ Wi |...] Wi | Total |
Vi [Ow]...]0] O
‘/1 01,1 [N O]'J OIA

‘ Total ‘ 0.1 ‘ ce ‘ O.J ‘ n ‘

Se denotara
0=(0;), 1<i<I 1<j<lJ

La matriz de valores esperados en el caso de independencia se construye mediante

Oij

Ei' = 5 A
17 0,0,

1<e<I,1<5<
En ese caso, se define la matriz de proporciones observadas mediante
P=-.0

n

y las sumas de sus filas y columnas son, respectivamente,

I‘:PlJ, Czpll]:s.
Si se denota r = (r1,...,r7) y ¢ = (c1,...,¢cy), se verifica
I E
dori=> c=1 (8.14)
i=1 j=1

4Nos limitaremos aqui a estudiar el anlisis de correspondecia simple. El caso muiltiple podemos
encontrarlo en Greenacre (1984).
5117 y 13 denotan los vectores de R! y R”, respectivamente, cuyas componentes son todas 1.
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Asimismo, se denota

Dy = diag(r), D¢ = diag(c).

Se supondrd por hipétesis que r; > 0, para todo ¢ = 1,...,I, y ¢c; > 0, para todo
j=1,...,J. En ese caso, se construyen las matrices
R= Dy'P,
cuyas filas, denominadas perfiles de fila, se denotan por R}, i =1,...,1,y
C=D:'P,
cuyas filas, denominadas perfiles de columna, se denotan por Cg-, j=1,...,J. Preci-

samente y teniendo en cuenta las notacién (7.10) y (7.11), se obtienen los siguientes
centroides de Ry C

R = 1/, ¢’ = 1,r.

El primer centroide es la matriz de perfiles filas constante que cabria esperar de P en
el caso de que V' y W fueran independientes. Lo mismo puede decir del segundo: su
traspuesta es la matriz de perfiles columna constante que cabria esperar de P en el
caso de que V' y W fueran independientes. Los perfiles observados R;’s y C;’s pueden
considerarse puntos de R’ y R’ respectivamente. Se van a considerar las siguientes
métricas, siguiendo la notacién (7.17):

I

dp, per (X.X) =Y ri(Xi = %) D' (X - X))
i=1
- 7 ~ _
dp.pt (1.9) = 3 e, =1, D (Y, - 1))
j=1

donde X y X son matrices I x J de filas X y i;, respectivamente. Igualmente, Yy Y
denotan matrices J x I de filas Y, y ?2, respectivamente. Utilizaremos dichas métricas
para evaluar las distancias de R y C a sus respectivos centroides. De esta forma,
obtenemos las siguientes sumas, denominadas inercias:

ri(Ri — C)ch_l(Ri - C)7 (815)

M~

in(I) = dp,_p1 (R,EDT) -

i=1

Cj(Cj — I‘)lDr_l(C]‘ — I'). (816)

M-

in(J) = dp_p, (€.€7) =

j=1
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Desde luego, cuanto mayor es la inercia, mas se diferencian los perfiles observados
en filas y columnas de los que cabria esperar si V' y W fueran independientes. La
inercia 0 se corresponde con la independencia. Se trata, por lo tanto, de un concepto
con reminiscencias de la Fisica que pretende ser una medida del grado de correlacion
existente entre las variables V' y W. De hecho, puede demostrarse facilmente (cuestién
propuesta) que

in(I) = in(J) = —x?, (8.17)
donde

s\ (04— By)*

el cual se utiliza como estadistico de contraste en el test de correlacion. Este término
puede entenderse en términos intuitivos como la distancia entre la tabla de contingen-
cias obtenida y la que corresponderia en el caso de independencia, multiplicada por
el tamano de la muestra. Su relacién entre las inercias y el coeficiente de contingencia
de Pearson es la siguiente
02

C1-0%
Nuestro objetivo es proyectar tanto los perfiles fila como columna en sendas subva-
riedades afines de baja dimensién de manera que se minimizen las distancias entre

in(I) = in(J) (8.18)

los perfiles originales y los proyectados. De esta forma tendremos una visién gréfica
conjunta de todo el estudio. Para ello y siguiendo las directrices marcadas por el
teorema 7.8, hay que considerar los ejes principales y las coordenadas de los perfi-
les respecto a los mismos. Consideremos primeramente los perfiles fila. Se trata de
encontrar una nueva matriz cuyas I filas sean vectores de la menor dimensién posi-
ble, siempre y cuando la distancia d D, D, & la matriz original sea suficientemente
pequena. Aplicando pues el teorema 7.8 se obtiene

R_RDT+L<%” 8)M’, (8.19)

donde L y M son matrices verificando
I'D,L = 1d;, M'D,*M = 1d,.

Dg denota una matriz diagonal de elementos positivos y de orden rgP — 1. En ese
caso, M es la matriz de ejes principales para las filas y la matriz de coeficientes serd

()
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Si pretendemos reducir a dimensién k < rg(P)—1, la distancia entre la matriz original
y la proyectada coincidird con la suma de los tltimos rg(P) — (k + 1) elementos de la
diagonal de D,. La inercia correspondiente a la matriz proyectada serd, por contra,
la suma de los k primeros elementos de la diagonal. Se procede andlogamente para

c—cPiy ( % g ) N, (8.20)

Y'D,Y =14, N'D,7'N = 14,.

las columnas, y se obtiene

donde Y y N verifican

En ese caso, N es la matriz de ejes principales para las filas y la matriz de coeficientes

y<%0)_

Si pretendemos reducir a dimension k, la distancia entre la matriz original y la pro-
yectada coincidird con la suma de los tltimos rg(P)— (k+1) elementos de la diagonal

sera

de D,, y la inercia correspondiente a la matriz proyectada sera la suma de los & pri-
meros elementos de la diagonal. Ahora bien, multiplicando en (8.19) a la izquierda

P—rc’—(DTL)(DOd’ 8>M’,

(D,LYD, " (D,L) =1d;,  M'D, "M = 1d;.

por D, se obtiene

donde

Asf{ mismo, multiplicando en (8.20) a la izquierda por D. y trasponiendo se obtiene

P—xd=N < 137 8 > (D.YY,

donde
(D.YYD, (DY) = 1dy, N'D,™'N = 1d;.
Entonces, dada la unicidad de la descomposicién SVD 6, se verifica que Dy = D,

(dendtese dicha matriz por D = diag(d, . .., drgr)-1)), ¥

pose - (Bf8) ar 821

STener en cuenta la unicidad en sentido débil de la misma, segiin se comenté en el capitulo

anterior.
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donde
N'D,'N = 14, M'D. "M =1d;. (8.22)

Es decir, los ejes principales sobre los que hemos de proyectar para obtener soluciones
lo mas proximas posibles a los perfiles originales se obtienen de la descomposicion
SVD de P — rc’ para la métrica dj—1 1. Las coordenadas de las filas y columnas
respecto a dichos ejes se obtienen, respectivamente, mediante

. D0 I D10

Podemos ofrecer una expresién alternativa de F'y G. Segtn (8.19), se verifica que
D,7'P -1, = FM'
Luego, multiplicando a la derecha por D, ' M y teniendo en cuenta (8.22), se verifica
F=(D,'P—1:c\D, ' M. (8.24)
Siguiendo un argumento andlogo, se tiene que
G=(D.,'P —1;r)D,”'N. (8.25)

Multiplicando en (8.24) y (8.25) a la izquierda por ¢’ y ¢/, respectivamente, y teniendo
en cuenta (8.14), se deduce que

r'F=0, G =0, (8.26)

es decir, que las medias aritméticas de las filas de F' y G, ponderadas por D, y D.,
respectivamente, son nulas. En lo que sigue, M, N, F y G denotarén las rg(P) — 1
primeras columnas de M, N, F'y G, respectivamente, que, al fin y al cabo, son las
tnicas que interesan. En ese caso, consideramos (8.23) y tenemos en cuenta (8.26) se
deduce fécilmente que

LM =0, N =0, (8.27)
es decir, que las medias aritméticas de las filas de M y N son nulas. Segin el teorema

7.8, las distancias entre las matrices originales y las proyecciones vale

rg(pP)-1

Z di7

i=k+1

y la inercia de las proyecciones
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tanto en el caso de los perfiles fila como en el de los perfiles columnas. Este tltimo
sumando se denomina parte de inercia explicada por los k primeros ejes principales,
dado que la inercia total es, segin el teorema 7.8,

rg(p)—-1

Z d;.
i=1

El término d;, i = 1,...,rg(P) — 1, se denomina parte de inercia explicada por el
i-ésimo eje principal. Teniendo en cuenta cudl es nuestro objetivo final, el nimero de
ejes principales a seleccionar coincidird con el nimero de elementos suficientemente
grandes de la matriz diagonal D. Es asi como se realiza la reduccién de la dimensién.
Una vez decidido el valor de k, podemos analizar graficamente bien los perfiles de fila
o bien los de columna, de manera que la proximidad de dos perfiles en la grafica se
entienda como un similar patrén de comportamiento de ambos niveles del cardcter
respecto a la otra cualidad estudiada. No obstante y en rigor, la métrica a considerar
en este caso no es euclidea sino las métrica d—1 en el caso de los perfiles fila y d, -
en el caso de los perfiles columnas.

También pueden representarse conjuntamente los perfiles filas y columnas e inter-
pretar el gréifico teniendo en cuenta lo siguiente. Si trasponemos (8.21) y multiplica-
mos a la izquierda por D, ! se obtiene

D. P —cr')=D, M ( lo) g ) N

Lo cual, segiin (8.23), equivale a

D. P — 1, = GN'.

D0
Si multiplicamos a a la derecha por D, ' N (T‘T) y tenemos en cuenta (8.22) y

(8.23), se verifica
- D0
D PF—-1UYF=G (ﬁ) .

Segtin (8.26), el segundo sumando del primer término es nulo y, despejando, obtene-
mos por consiguiente

G =CFD™. (8.28)

Un razonamiento completamente andlogo nos permite afirmar que

F=RGD™. (8.29)
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Estas expresiones pueden resultar bastante utiles. De no ser por la presencia de la
matriz D!, podriamos afirmar que, si dos niveles de los caracteres estudiados suelen
presentarse simultaneamente, entonces tendrian unas coordenadas muy parecidas a
la hora de proyectarlos sobres los correspondientes ejes principales, de manera que si
se proyectaran los perfiles filas y columnas sobre los mismos ejes, podriamos entender
la proximidad entre un perfil fila y otro columna como una asociacién positiva entre
ambos niveles. Por desgracia, los autovalores dy, ..., d; deforman esta interpretacion
grafica, aunque en una magnitud inversa al valor de los mismos y, por ende, a la
importancia del eje correspondiente. Por ello, este tipo de representacion grafica,
denominada biplot, puede ser de utilidad en una primera exploracion acerca de la
relacion entre los caracteres cuando se presentan muchos niveles en los mismos, pero
no es aconsejable en fases mas rigurosas del estudio.

Veamos a continuacién una forma maés sencilla, desde un punto de vista opera-
cional, de obtener los ejes principales y la proporcién de inercia explicada por los
mismos. Se trata de considerar la descomposicién SVD tipo (7.21) de P

P =NAM, (8.30)

y eliminar las partes triviales. En efecto, se sigue de (8.21) que

P = (z[N) ( e ) (<[ (3:31)

Ademis, de (8.14) se sigue que r'D,'r = ¢/D.'c = 1, y de (8.27) deduce que
v'D,"'N =0y ¢/’D,”*M = 0. Es decir, que, por la unicidad de la descomposicién
(7.21), (8.30) y (8.31) coinciden. Por lo tanto, la matriz de autovalores D resulta de
eliminar el término 1 de A, que coincide, segin probaremos a continuacién, con el
mayor de los autovalores, y las matrices M y N resultan de eliminar en M y N,
respectivamente, las columnas asociadas al mismo, que son c y r. Los matrices de
coordenadas I’ y G se obtienen entonces automéaticamente. Vamos a probar entonces
que el resto de los autovalores han de ser iguales o inferiores a 1.

Lema 8.1.
Sean Z = (zig)ix € Mpxn ¥ S = (Sk)rj € Myx, cuyas componentes son todas no
negativas y tales que

Z'Zik = 17 Vi = 17"'7p7 (832)
k=1
Zskf =1, Vk=1,...,n. (8.33)
j=1
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Entonces, para cada vector z = (z1,...,2,)" € R?, se verifica que todas las componentes
del vector ZSz son menores o iguales que ||z||pax = méx{|z;|: j=1,...,p}.
Demostracion.

Efectivamente, si 1 > i > p, dendtese por (ZSz); a la i-ésima componente de ZSz.

Entonces,
n P n
(ZSz); = Z Zike Z Skt < Z Zik Z Skil ;]
k=1 j=1 k=1
n
S Zzzk (Z Sk]) |‘THmax == (Z sz) ||-THmax
k=1 j=1 k=1
= Hl'Hmax
1
Lema 8.2.
Sea X = (z;7);; una matriz n X p de términos no negativos y definamos A y B co-
mo las matrices diagonales de términos {a1,...,a,} y {b1,...,b,}, donde ay,...,a, y
b1, ...,b, son, respectivamente, las componentes de los vectores a=X1,yb=X1,,

que supondremos todas estrictamente positivas. En ese caso, los autovalores de la matriz
B'X'AT'X (8.34)

se encuentran todos en el intervalo [0,1], siendo 1 el mayor de ellos, que se alcanza en el
autovector 1,,.

Demostracion.
En primer lugar, tener en cuenta que, trivialmente, los autovalores de la matriz (8.34)
coinciden con los de la matriz simétrica semidefinida positiva

BY2X'ATYV2X B2, (8.35)

y que e € RP es un autovector de la matriz (8.34) sii BY/?¢ lo es de (8.35). En
consecuencia, los autovalores es son reales y no negativos, y también son reales las
componentes de los correspondientes autovectores. Que 1, sea autovector asociado al
autovalor 1 se sigue directamente de las definiciones de A y B. Veamos que se trata
del méximo autovalor, que se denota por A. Por el teorema (13.4), sabemos que

N y/B—l/QX/A—l/QXB—lﬂy
yeRP\{0} y'y
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Teniendo en cuenta que las componenetes de la matriz (8.35) son todas no negativas,
se sigue trivialmente que el méximo anterior se alcanza en un vector y (autovector)
cuyas componentes tengan todas el mismo signo. Podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que todas las componentes de dicho vector son positivas y, por ende,
lo son también las componentes del autovector de (8.34) asociado a A, que se deno-
tard por €. Supongamos también que ||€||nax Se alcanza en la componente i-ésima de
€, ¢, para cierto 1 < i < p. Dado que las matrices A™'X y B~ X’ verifican las con-
diciones (8.32) y (8.33), respectivamente, se verifica por el lema anterior que \e; < g;

y, en consecuencia, A < 1.

Teorema 8.3.
Las partes de la inercia explicadas por los distintos ejes principales son siempre menores
o iguales que 1.

Demostracién.
Se sigue de (8.31) que

N N/
D, V2 P'D, P, Y2 = DVl -2 | (DA (e[
0|D?

siendo D, 2(c|M) una matriz ortogonal, de lo cual se deduce que 1 junto con los
elementos diagonales de D? son los autovalores de la matriz simétrica

Dcfl/QP/Drfl-PDcfl/Z,

que coinciden con los de la matriz D, ' P’D, ! P. Por el lema anterior, dichos auto-
valores estan comprendidos entre 0 y 1 y, en consecuencia, también lo estan

d17 L) drg(P)717

que son las partes de la inercia correspondientes a los distintos ejes principales.

Este resultado nos permite, entre otras cosas, acotar los términos in([) y in(J).

Corolario 8.4.
in(I) = in(J) < min{l,J} — 1

Demostracion.

,L-r:gl(m*l d;. El teorema anterior concluye

Basta tener en cuenta que in(/) = in(J) = >
la prueba.
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Ademads, es fécil disenar una tabla de contingencia de manera que dicha cota
superior se alcance. Por ejemplo, considerar el caso I = J y construir una tabla
diagonal. Por tultimo, teniendo en cuenta la cota anterior para las inercias junto
con la igualdad (8.18), podemos obtener una cota superior para el coeficiente de
contingencia de Pearson en funcién min{l, J}, que puede llegar a alcanzarse por el
mismo razonamiento. Concretamente

min{/,J} —1
< il Sl S
<yl {1, J} (8.36)

En una cierta especie animal los espermatozoides se clasifican, en virtud de su

8.2.1. Ejemplo

motilidad, en cinco variedades diferentes. Nueve sementales de dicha especies apor-
taron entre todos una muestra de n = 176692 espematozoides que fueron asignados
a sus respectivas variedades, resultando una tabla de contingencia de dimensiones
9 x 5. El objetivo es determinar si existe correlacién entre ambos caracteres, es decir,
si los diferentes sementales presentan un mismo patrén de distribucién (perfil) o, por
el contrario, la distribucién de las variedades de espermatozoide varian en funcién del
semental. En ese caso, seria interesante dilucidar en qué radica exactamente dicha
correlacién. El problema puede plantearse de manera simétrica y equivalente desde
el punto de vista de los tipos de espermatozoides, es decir, nos planteamos si to-
dos los tipos de espermatozoides se distribuyen de igual manera entre los diferentes
semantales o no.

En este caso se obtuvieron las siguientes medidas del grado de asociacién, todas
ellas relacionadas directamente en virtud de (8.17) y (8.18):

in=0,032 x*=5723,6 C=0,177

Dado que, segin (8.36), el coeficiente dde contingencia C' debe estar comprendido
entre 0 y 0.89, podemos considerar que en la muestra se observa un grado de correla-
cién medio-bajo que, dado el enorme tamano de la misma, es, no obstante, claramente
significativo. Para determinar las claves de esta sutil asociacién seria interesante pro-
yectar los perfiles semental y los perfiles tipo de espermatozoide sobre sendos espacios
bidimensionales, de manera que quede explicada la mayor parte de la inercia. Concre-
tamente, la proyeccién sobre el plano generado por los dos primeros ejes principales
explica (en ambos caso, por supuesto) un 94.2% de la inercia total, lo cual es muy
satisfactorio. De esta forma obtenemos en primer lugar el siguiente grafico para los
perfiles sementales:
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0,57
| 8

0.0 e

Dimension 2

-0,57

([ )
]

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1.0
Dimension 1

Observamos que, salvo el niimero 2, todos los sementales aparecen relativamente
cercanos’. La proximidad entre dos sementales ha de interpretarse como una similar
distribucién respecto a las variedades de espermatozoides, mientras que la lejania
se corresponde con patrones de distribucién opuestos. El semental responsable de la
mayor parte de la inercia es sin duda el niimero 2. De ello puede deducirse que el
perfil, es decir, el patron de distribucion de este semental, es claramente diferente al
del resto. De no ser por él, la inercia y, por lo tanto, el grado de correlacién, serian
mucho menores.

Respecto a los perfiles tipo de espermatozoide, sucede algo similar a lo que ocurria
con los sementales, pues todos los tipos se distribuyen en similares proporciones
entre los diferentes sementales, excepto el tipo D, que aparece més distante, siendo
responsable de la mayor parte de la inercia. Podemos apreciarlo en el siguiente grafico:
Pagina 1
"Hemos de ser precavidos al realizar una afirmacién de este tipo pues, segin hemos visto, la

distancia que rige en la interpretacién del gréfico no es la euclidea, sino dj-1 en el caso de los
perfiles fila y dD;l en el caso de los perfiles columna.
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00

Dimension 2

-0,57

-1,0 -0,5 0,0 0,5 1.0

Dimension 1

Todo esto nos induce a analizar la relacién entre el semental 2 y el tipo D, pues
puede ser la clave de la relacién. Lo mas aconsejable es acudir a la propia tabla de
contingencia.

Segtin hemos comentado con anterioridad, puede resultar muy aventurado® com-
binar las proyecciones de filas y columnas en un tnico grafico denominado biplot. No
obstante, la practica es bastante habitual. El biplot se interpreta asi: la proximidad
entre un semental y una variedad de espermatozoide se corresponde con la afinidad
entre ambos, mientras que la lejania se interpreta como la repulsién. En el gréfico
que presentamos a continuacion, queda bastante patente la afinidad existente entre
el semental 2 y la variedad D, es decir, que en el semental 2 abundan mas los esper-
matozoides del tipo D, en detrimento del resto de tipos, claro estd, y en este hecho
radica posiblemente la correlacién observada entre ambos caracteres. pagina 1

8Debido a que los autovalores d; y da correspondientes a la descomposicién SVD de P — rc’
deforman, por asi decirlo, la interpretacién gréfica.
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Dimensién 2

1

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Dimension 1

Cuestiones propuestas
8.4).
6).
1)
8)

1. Demostrar la validez de (
(

3. Demostrar la validez de (8.1).
(
(

2. Demostrar la validez de (8.6
1.8).

4. Demostrar la validez de

5. Demostrar la validez de (8.17).
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Capitulo 9

Analisis discriminante I

En lo que se refiere a este término hemos encontrado diferentes acepciones segin
la bibliografia consultada. Entendemos que en sentido estricto se refiere al estudio
de técnicas para distinguir o discriminar diferentes grupos de datos. Sin embargo, en
muchas ocasiones se utiliza para hacer referencia al problema de decisién consistente
en clasificar una observacion p-dimensional en un determinado grupo entre r posibles.
Es el caso, por ejemplo, del diagndstico médico pues, basandonos en la observacion
en el individuo de determinadas variables sintométicas (un andlisis de sangre y orina,
por ejemplo) debemos determinar la enfermedad que padece el mismo (considerar
una enfermedad como una grupo humano que padece unos sintomas comunes). Esta
ambigtiedad del término no es casual, dado que para poder clasificar una observacion
respecto a r grupos debemos establecer primeramente criterios para diferenciarlos cla-
ramente. Queremos pues decir que el problema de clasificacién consta de dos etapas, y
hemos optado, siguiendo como en otras ocasiones el esquema de Rencher (1995), por
dedicar un capitulo diferente a cada una de ellas. Ademads, dedicamos unas secciones
adicionales a comentar otros métodos alternativos de clasificacion que no guardan
relacién con las puntuaciones discriminantes.

Por lo tanto, en este primer capitulo se estudia la manera de discriminar r grupos.
Este estudio guarda una estrecha relacion con la comparacién de r medias, denomi-
nado manova (de hecho, puede considerarse una continuacién del mismo) y, por lo
tanto, con el anélisis de correlacién candnica. Al igual que los capitulos precedentes
se basa en el calculos de ciertos valores tedricos que, en este caso, nos permitirdn
distinguir (si es que es posible) las distribuciones. Es aqui donde esperamos compren-
der definitivamente el significado de los autovalores que se obtienen en el manova. Se
considerara como caso particular la discriminacién de dos distribuciones y se anali-
zara por ultimo la influencia de cada una de las variables originales en la discrimi-
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nacion. Los métodos que estudiaremos se basan en los mismo supuestos del manova:
p-normalidad e igualdad de matrices de covarianzas, lo cual no significa que hayan
de ser descartados si estas hipdtesis no se cumplen.

9.1. Ejes discriminantes

Consideremos, para cada i = 1,...,r, sendas muestras aleatorias simples e inde-
pendientes, Yji,. .., Yin,, de una distribucién N,(p;, X), v supongamos que se desea
contrastar la hipdtesis inicial

Hglulz...:/,bf.

Notese que son los supuestos del manova de una via, es decir, se trata de un modelo
lineal con un subespacio V' de dimensién r y una hipétesis inicial W de dimension 1.
Sea n =) n; y considerense las matrices n x p siguientes

Yi My

Yin, 1y

Y = : ,op=]
Y Ho

", iy

se verifica entonces
Y ~ Nn,p(,u? 14,%).

Consideremos las matrices So = Y'Py1)Y vy S5 = Y'Py.Y (nos referimos, en es-
te caso, a las matrices (4.16) y (4.19), respectivamente) y t1,...,t, los autovalores
positivos de S3'S,, donde b = min{p,r — 1}, que constituye, como ya sabemos, un
estadistico invariante maximal. En esta seccién interpretaremos el significado exacto
de cada uno de estos autovalores.

Si consideramos dos vectores a,b € RP, tal que ||al] = 1, el producto escalar
a’b € R es la longitud de la proyeccién del vector b sobre el eje que determina a. Para
contrastar la hipotesis inicial

a . ./ _ — 4
HY :dp =...=dp,,

podemos considerar, cada todo i = 1,...,r, los conjuntos a'Yjy, . .., a'Yn,, que consti-
tuyen sendas muestras aleatorias simples de tamano n; de cada distribucién N (a'p;, a’>
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respectivamente. El contraste que proponemos se resuelve entonces mediante una
anova de una via. Por ejemplo, si a = (1,0, ...,0)’, estaremos contrastando la hipéte-
sis inicial de igualdad de la primera componente de la media, a partir de la primera
componente de los datos de la muestra (o lo que es lo mismo, el primer vector columna

de la matriz de observaciones Y'). El vector de datos (proyectados) es
Ya~ N, (pa, (a'Sa) - 1d).

El test F', que es UMP-invariante a nivel o y de razén de verosimilitudes, consiste,
recordemos, en comparar el valor

n—7r HP\/‘WY(IHQ
r—1 ||Py.Yal?
n—7r a/Y/PV‘WYCL
r—1 aY'PyiYa
n—7r daSa

F(Y) =

r—1 a'Ssa’

con el cuantil F}* ; ;.. Dado que, si a y a son vectores proporcionales, los estadisticos
F, y Fj coinciden, deberfa denotarse mas bien F,). Busquemos el méximo valor de
Fioy(Y) para todos los posibles ejes de proyeccién, es decir, buscamos

ix Fioy(Y),
Jnax Fla(Y)

que es equivalente a buscar
n—r

max a'Ssa.
r — 1 a’Sza=1

Como {a :€ RP : a’S3a = 1} es compacto, el maximo existe. Supongamos que se
alcanza en un vector a; o, mejor dicho, en el eje (a1). Situémonos en las condiciones
del el teorema 13.3. Se trata de maximizar la funcién
¢ :ar a'Ssa
bajo la condicién f(a) = 0, donde
fraw a'Ssa—1.

Entonces, existe necesariamente un tinico nimero real ¢ tal que

V(¢ —t-f)(a) =0.
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Luego, considerando las derivadas parciales, debe verificarse (S — tS3)a; = 0, es
decir,
S§ISQG1 = tal. (91)

Por lo tanto, ¢ es un autovalor de S5 18, ¥ a1 es un autovector asociado verificando que
aySsay = 1. Teniendo en cuenta (9.1), se sigue que el valor del méximo es =1t y t es
el primero de los autovalores, ¢1, pues en el caso contrario incurririamos, trivialmente,
en una contradiccién. Es decir,

n—r
X Fiy(Y) = t;.
aerﬂgpa\}fo} () r—1"

Hemos obtenido pues el eje sobre el cual debemos proyectar si queremos obtener una
maxima discriminacién entre los grupos. En consecuencia, el test F' correspondiente
al contraste univariante relativo a la proyeccion sobre dicho eje tiene como estadistico
de contraste el primer autovalor ¢; 1. El eje {a;) se denomina primer eje discriminante,
que tiene una intima relacion con los intervalos de confianza simultaneos obtenidos
en la seccién 2.5 y, por lo tanto, con el test de Roy (cuestién propuesta). El vector
de R™
wp = Yal,

que contiene las proyecciones sobre el eje (a;) de los n vectores de R? considerados,
se denominard primer vector de puntuaciones discriminantes.

El proceso de obtencién de ejes discriminantes puede proseguir. El paso siguiente
es encontrar el eje que determine una proyeccion incorrelada con w; que maximice
Fiq). Supongamos que t; > 0, cosa que sucede con probabilidad 1, y consideremos
cualquier a € R?. Se sigue de (9.1) que

1
a' Ssa; = —a'Ssa,.
t

Luego,

LLIS:),(ll =0 a'32a1 =0. (92)
Por otro lado, la covarianza muestral entre los vectores de datos Ya y w; puede
descomponerse (cuestién propuesta) de la siguiente forma

1
Syauw, = — (0 —7)a'Ssa1 + (r — 1)a’Sza,]. (9.3)
n
Entonces, se sigue que Ya y w; son incorrelados si, y sélo si, a’Ssa; = 0. Luego,

estamos buscando
méx { Fiq)(Y): a'Ssa; = 0},

1Salvo la constante (n —r)/(r — 1).
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o0, equivalentemente, buscamos
max {a'Sga: a'Sza=1 A d'Sza; = 0}.

Este se alcanza en algtin vector as. Aplicando nuevamente el teorema 13.3 con

f.a'_>(a/53a71>

(1’53@1
se deduce que existe un tnico par (¢, ) € R? tal que
SQ(LQ - tS3(L2 - 933(11 =0.

Si multiplicamos a la izquierda por a; y tenemos en cuenta las restricciones impuestas
a ay junto con la equivalencia (9.2), se deduce que 6 = 0. Por tanto, razonando andlo-
gamente al primer paso se obtiene que el valor del maximo es t,, que se alcanza en el
autovector ay correspondiente. El eje (az) se denomina segundo eje de discriminacion.
El vector n-dimensional

Wy = YG,Q

se denomina segundo vector de puntuaciones discriminantes. Por lo tanto, se verifica
que el test F' correspondiente al contraste para la proyeccion sobre el segundo eje
discriminante tiene como estadistico de contraste el autovalor ¢, (salvo cte.).

El proceso puede continuar hasta agotar todos los autovalores positivos ti, .. ., t,
obteniéndose b ejes de discriminacién (a1), ..., (a) y b vectores de puntuaciones dis-
criminantes wy, . .., wy. La matriz

w=(wy...wp) € Mnxsp

se denomina matriz de puntuaciones discriminantes. En conclusién, hemos probado
el siguiente resultado:

Teorema 9.1.
En las condiciones anteriores se verifica

(a) E=rty es el valor méximo de Fi,)(Y'), alcanzandose en el eje (a1).

(b) Sii=2,...,b, I=t; es el valor maximo de Fi,)(Y’) si nos restringimos a los ejes
tales que la proyeccién sobre los mismos es incorrelada con la proyeccién sobre los
ejes (a1), ..., {a;_1). Dicho maximo se alcanza en el eje {(a;) 2.

2Relacionar con el teorema 13.7.
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Por lo tanto, la capacidad en la discriminacion viene dada por el correspondiente
autovalor y va, en consecuencia, en orden decreciente: un autovalor ¢; préximo a 0
indica que la proyeccién sobre el i-ésimo eje discriminante no evidencia diferencias
entre los r grupos. En ese caso, dicho eje aportara poca informacién a la hora de asig-
nar una observacién a alguno de los grupos. Entonces, los ejes asociados a pequenos
autovalores pueden ser despreciados en un problema de discriminacién.

Respecto a la relacién entre los distintos ejes discriminates, hemos de recordar que
los autovalores de S5 18, coinciden con los de Z5S; %, en los términos establecidos en
el capitulo 2 (recordemos: Sy = Z,Z,). No obstante, se verifica que a es un autovector
asociado a un autovalor ¢ de la matriz S35, si, y sélo si, Z»a es un autovector
asociado al mismo autovalor para la matriz simétrica Z5537%. Entonces, si @, y G
son autovectores de S5 1S, asociados a dos autovalores distintos, debe verificarse que
Zoa, y ZaGss son ortogonales, es decir,

al Sya,, = 0.
Luego, se sigue de (9.2) que

Por lo tanto, no se trata, en principio, de ejes perpendiculares, a menos que S3 = Id.
Por otro lado, recordemos que los autovalores t,...,t, son pardmetros muestrales
que estiman, respectivamente, a 61, ..., 60, los autovalores de la matriz ¥4, donde
d = ' Pyjwp. Estos autovalores y sus respectivos autovectores gozan de una in-
teresante interpretaciéon, analoga por completo a la que hemos visto anteriormente
(cuestién propuesta). Puede ser interesante realizar un test previo de significacién de
los mismos, es decir, contrastar una hipétesis inicial del tipo®

H0393+1:...:9b:0.

El contraste se resuelve comparando el estadistico de contraste

b
M=n Y In(l+t;) (9.4)
Jj=s+1
con el cuantil

2,a

4
X(p—s)(r—1-s) -

3Expresiones de este tipo sélo tienen sentido si r > 3.
4Se trata del test de la razén de verosimilitudes. Recordemos que la hipdtesis 0; = ... =60, =0

se resuelve comparando nlnA\; =n Z?:l In(1+¢;) con Xz’([;—n'
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Tiene validez asintdtica y requiere de la hipétesis de normalidad. Si el resultado no es
significativo, consideraremos tnicamente las proyecciones sobre los s primeros ejes,
es decir, las s primeras columnas de la matriz w. No obstante, en la mayoria de las
ocasiones habremos de contentarnos con un analisis meramente descriptivo de los
autovalores muestrales ty,.. ., .

Nétese pues que, en definitiva y al igual que en el anélisis de componentes princi-
pales, estamos hablando de un problema de reduccién de la dimensién. No obstante,
en componentes principales se eliminan ejes tales que las proyecciones sobre los mis-
mos aportan poca variabilidad intragrupo; sin embargo, en el analisis discriminante,
se eliminan ejes que aportan poca variabilidad intergrupos, en relacién con la varia-
bilidad intragrupo. Nétese también que si todos los autovalores salvo el primero son
pequenos, la capacidad de discriminacién intergrupos es practicamente exclusividad
del primer eje discriminante, lo cual nos aproxima a una situacién univariante. En
tales casos el test de Roy® se impone en la comparacién de medias a los demds test
considerados®.

9.2. Analisis discriminate y correlacion candnica

El andlisis discriminate guarda una intima relacion con el andlisis de correlacién
canonica. Recuérdese que un problema de comparacién de r medias puede conside-
rarse un problema de Regresién Lineal de Y respecto a un grupo de r — 1 variables
ficticias Z. En ese caso, tiene sentido hablar de los coeficientes de correlacién candnica
72, que se relacionan con los s del manova de la siguiente forma:

En ese caso, sabemos que se verifica

Sz = Syy—Sstz_éSZyv
Sy = SyzSz’éSzy,

vy que, por lo tanto, los autovectores de S?;/lS?,ZSgéSzy asociados a los autovalo-
res 72,...,r2 coinciden con los autovectores de S;'S, asociados a los autovalores
t1,...,t, respectivamente. Luego, los ejes discriminates (a1), ..., (a) coinciden con
los que se obtienen en al andlisis de correlacién candnica con las variables ficticias
como explicativas. Por ello, el primer eje discriminate es aquel sobre el cual hemos

5Recordemos: A3 = t;.
SWilks, Lawley-Hotelling y Pillay.
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de proyectar para obtener una maxima correlaciéon multiple con las variables ficticias
(que, recordemos, son las que determinan el grupo de pertenencia); el eje segundo
aporta una maxima correlacion multiple entre todas aquellas proyecciones incorrela-
das con la primera, etc... En definitiva, los ejes discriminantes no son sino ejes canéni-
cos y los autovalores se relacionan con los coeficientes de correlacién canénica median-
te la biyeccién creciente de [0, 1] en [0, +00] definida mediante f(x) = (1 —x)'x. Por
lo tanto, todo lo dicho hasta ahora podria encuadrarse perfectamente en el analisis
de correlacién candnica.

Tener en cuenta que si 77 ~ 1, el i-ésimo eje tendrd un elevado poder de dis-
criminacién. De esta forma, r? expresa el poder de discriminacién del i-ésimo eje
principal, i = 1,...,b. Por contra, una escasa correlacién entre el eje i-ésimo y las va-
riables ficticias supone una escasa capacidad discriminante de dicho eje. Por tanto, el
coeficiente de correlacion candnica i-ésimo puede considerarse una medida del poder
de discriminacion del i-ésimo eje discriminante, al igual que ¢;, pero con la ventaja de
que, mientras que ¢; puede tomar en principio cualquier valor positivo, r? estd aco-
tado entre 0 y 1. De esta forma, pueden ser desechados aquellos ejes discriminantes
que aporten un coeficiente de correlacién candnica proximo a 0. Bajo la hipétesis
de normalidad y con una muestra de gran tamao, el estadistico de contraste (9.4)
del test de la razén de verosimilitudes para contrastar una hipdtesis inicial del tipo
Hy : 0501 = ... =6, = 0 puede expresarse mediante los coeficientes de correlacién
canénica segin (6.5).

Esta idea de identificar la capacidad de discriminacién con el grado de correlacion
con las variables ficticias serd también de utilidad a la hora de eliminar variables
observadas (lo veremos en la seccién dedicada a la seleccién de variables).

9.3. Caso de dos grupos.

Aunque hemos obtenido un método general que engloba este caso, analicemos
no obstante de manera aislada el caso r = 2, es decir, cuando se comparan dos
grupos. Se tiene entonces que b = 1, es decir, existe un tinico autovalor y un inico
eje discriminante. Recordemos’ que en tal caso el test consistia en contrastar el valor

T*(Y) = ﬁ(i —Y,)S; (Y1 = Y))

7Cf. Aplicaciones del modelo lineal normal.
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. 2 . . ., .
con el cuantil T; 7 5. Si consideramos la proyeccién sobre un eje {a), el contraste de

la igualdad entre las medias g a y jza se realiza® comparando el valor

iy (¢Y —a')?

np + ny CLISCCL

T(2(L)(Y) =

i

con el cuantil Fy, . El estadistico Tfa> (Y) coincide, salvo una constante, con Fig) (Y).

s , 2 . .
Téngase en cuenta, ademds, que Fy n_o = (tn—1)" . Es decir, el test equivale a comparar
|CLIY1 — a’Y2|
’ 141
a'S.a (m + n2)

con el cuantil t3_; de la distribucién ¢ de Sudent. Existe, por compacidad, el maximo

twy(Y) =

de T<20,>(Y) cuando a recorre RP. Puede comprobarse (cuestién propuesta) mediante
el teorema 13.3 (o bien mediante el cdlculo del autovector), que éste se alcanza en el
eje

(STH(Y1 = Y2)).

Ademas,
2 2
[t<5;1(?1—72)>(y)} =T(Y).
Por lo tanto, al proyectar sobre el eje discriminante, se obtiene en el correspondiente
estadistico #? (univariante) el mismo valor que corresponde al estadistico T2 (multi-

variante). Es decir, que comparar las proyecciones sobre el eje discriminate es similar
a comparar los datos en dimension p.

9.4. Variables observadas y discriminacion.

Proponemos a continuacién distintas formas de evaluar la importancia de cada
variable observada en la discriminaciéon de los grupos. En ocasiones, puede suceder
que la presencia de variables originales con escaso poder de discriminacién entorpez-
ca estudios posteriores, como puede ser la clasificacién de observaciones, de ahi que
sea interesante contar con criterios para optimizar nuestro modelo eliminando las
variables originales inttiles. Esta seleccién de variables originales se une a la selec-
cién de ejes discriminantes efectuada en virtud de la magnitud de los coeficientes de
correlacién canénica asociados.

En primer lugar, podemos optar por la observacién de las ponderaciones, es decir,
de las componentes de los distintos vectores discriminantes. También contamos con

8Test de Student.
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el andlisis de la matriz de estructura, compuesta por las correlaciones entre los p
vectores n-dimensionales observados (las columnas de la matriz de observaciones Y))
y los b vectores de puntuaciones discriminantes (las columnas de la matriz de puntua-
ciones discriminantes w). Obviamente, tanto una ponderacién como una correlacién
alta respecto a una variable observada indica una participacién importante de dicha
variable en la discriminacién de los grupos. En ambos caso, el dato més importante
es el que corresponde al primer eje discriminate, y la trascendencia de los demas ejes
depende del tamafio de los respectivos coeficientes de correlacién candnica.

No existe unanimidad acerca de cudl de estos dos métodos resulta mas apropiado.
No obstante, hemos de notar lo siguiente: supongamos que los ejes discriminates co-
rrespondientes a una matriz de datos Y son (a1), ..., (ap), asociados a los autovalores
t1,...,ty. Es decir, Sy = Y'Py Y y Sy = Y'PywY, t1,..., % son lo autovalores de
S:1Sy v ay, ..., ay los respectivos autovectores. Consideremos un cambio de escala en
las p componentes, es decir, una nueva matriz ¥ = YD, donde D = diag(ds, ..., dp),
con dy,...,d, > 0. Sean S, y S5 las matrices Y/PVWV}} e Y/PvLY, respectivamente,
t1,...,1, los autovalores de 33_15'2 y as,...,a los correspondientes autovectores. Se
verifica entonces que

Sy = DS3D, Sy = DS,D.

Por un argumento de invarianza se deduce

Por otra parte, la relaciéon entre los autovectores es la siguiente:
a;=D7'a;, Vi=1,...,b.

Efectivamente,
g:;lSzDilai = tinla,-.

En consecuencia, no varian los autovalores pero si lo ejes discriminantes. De esta
forma, si se multiplicara por k la primera variable observada, la primera componente
de cada eje discriminante quedaria dividida por k. Asi, por ejemplo, si la primera
variable es una medida expresada en metros, el hecho de pasarla a centimetros suponer
dividir por 100 el peso de dicha variable en cada eje discriminante.

De todo ello se deduce la conveniencia de tipificar las variables si pretendemos
ponderar el peso de cada una de ellas en la discriminacién de los grupos. Es pues
practica habitual comenzar un anélisis discriminate con la tipificacion de todas las
variables observadas (que no afecta a los autovalores t1,...,%,). De esta forma, los
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ejes discriminates tipificados a;, . .., a; se relacionan con los no tipificados mediante

A/S11 0

(Nli: - A, Z:].,,b
0 vV Spp

No obstante, ni la matriz de estructuras ni las puntuaciones discriminantes se
ven afectada por la tipificacién, pues las proyecciones de las vectores observados
tipificados sobre los ejes discriminantes tipificados coinciden con las proyecciones de
los vectores observados originales sobre los ejes discriminantes originales.

Sucede con frecuencia en la préctica que pueden deducirse implicaciones muy
dispares respecto a las trascendencia de las variables originales en el problema de
discriminacién segiin analicemos la matriz de ponderaciones o la de cargas, de ahi que
hayamos de ser muy prudentes a la hora de establecer conclusiones. No obstante, si
nuestro propésito es suprimir variables que no intervengan de manera decisiva en
la discriminacion, es mas frecuente, dado que el manova de una via no es sino un
problema de regresién multivariante respecto a veriables ficticias, hacer uso de algun
algoritmo de seleccién de variables. Disponemos de varios, aunque solo comentaremos
el denominado método de la Lambda de Wilks.

Se trata de un método stepwise de seleccién de variables respuesta, considerando
las r variables ficticias de asignacién al grupo (recordemos que las variables ficticias
toman valores 0 o 1 en funcién del grupo de pertenencia) como variables explicati-
vas y las p variables observadas como respuesta. Se entiende pues que las variables
originales mas correlacionadas con las ficticias serdn las que mejor discriminardn los
grupos. Ademds, y con el fin de evitar multicolinealidad entre las variables obser-
vadas, podemos imponer la condiciéon de que, si la entrada de una nueva variable
en un paso determinado conlleva la presencia de un valor excesivamente bajo en la
tolerancia de alguna de las variables en el nuevo modelo, la introduccién de variables
queda abortada. Puede demostrarse (cuestién propuesta) que la primera variable in-
troducida por este método es la que maximiza el valor F' de los p anovas posibles;
que la segunda maximiza el valor A; de Wilks de los p — 1 manovas en dimension 2
que puedan considerarse si se combina la variable ya introducida con cada una de las
restantes, etcétera.

Cuestiones propuestas

1. Relaciona el primer eje discriminante con los intervalos de confianza obtenidos
en la seccién 2.5
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. Demostrar la igualdad (9.3).

. Demostrar que

S3 = Sy — 8255 Say,
Sy = 8,.5..'5.,,

y que los autovectores de S, 'S,.S;.'S., asociados a los autovalores r7,..., 7}
coinciden con los autovectores de S5 1S, asociados a los autovalores t1,. .., 1,
respectivamente.

. Demostrar mediante el teorema 13.3 o mediante el cdlculo de autovectores que

el valor maximo de T<2a>(Y) cuando a recorre R?, se alcanza en el eje
(571 (Y1 —Y2)).

Ademés, dicho méximo vale T2(Y).

. Clarifica la importancia de la tipificacion a la hora de evaluar el peso de cada

variable observada en la discriminacién de los grupos.

. Qué ventaja presentan los coeficientes de correlacién candnica a la hora de

determinar el poder discriminante de los ejes?

. (Han de ser perpendiculares los ejes discriminantes? Si no fuera asi, qué condi-

cién habria que imponer a la matriz S3 para que ello sucediese? ;Como inter-
pretar dicha condicién en términos de las p variables observadas?

. Demostrar que en el método de la Lambda de Wilks, la primera variable intro-

ducida es la que maximiza el valor F' de los p anovas posibles; que la segunda
maximiza el valor \; de Wilks de los p — 1 manovas en dimension 2 que pue-
dan considerarse si se combina la variable ya introducida con cada una de las
restantes, etcétera.

. Recordemos que, en el contraste de la media para el modelo lineal normal mul-

tivariante, 61, ..., 0, denotan los b primeros autovalores ordenados de la matriz
simétrica 15X 7114, que coinciden con los b primeros autovalores ordenados de
71§, La distribucién del estadistico (¢i,...,%,) depende de p y X tinicamen-
te a través de 61,...,0;, y la hipdtesis inicial W se corresponde con el caso
0, = ... =0, =0. Interpretar de la manera més clara posible los autovalores y
autovectores de la matriz ¥ 710 en relacién con el problema de discriminacién
de r grupos.
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10. Continuando con la cuestion anterior, interpreta de la forma maés clara posible
el significado del 1inico autovalor poblacional € que se obtiene en la comparacion
de dos medias.

11. ;Qué trasformacién lineal debemos aplicara los datos para que os ejes discrimi-
nantes sean perpendiculares?

UEX

209






Capitulo 10

Analisis discriminante 11

La segunda parta del andlisis discriminante estd dedicada a la clasificacion de
observaciones. Consideremos p caracteres cuantitativos observados en r poblaciones
distintas (es decir, r distribuciones p-dimensionales). Nuestro objetivo es asignar un
individuo cualquiera (observacién) a alguna de las r poblaciones (distribuciones) me-
diante el andlisis del valor que toman los p caracteres cuantitativos en dicho individuo.
Se trata pues de un problema de decisién que resolveremos mediante una estrategia
no aleatoria. Estas estrategias pueden justificarse en virtud de distintos criterios. En
la primera seccién del capitulo demostramos que, bajo débiles condiciones de regu-
laridad, distintos criterios coinciden en seleccionar la estrategia que asigna a cada
observacién el modelo probabilistico que la haga méas probable o verosimil. Es decir,
que en ultima instancia, se decide siguiendo el principio de maxima verosimilitud.

En este capitulo se estudia exclusivamente la clasificacién partiendo inicialmente
de modelos probabilisticos p-normales. Bajo este supuesto distinguiremos dos casos:
el de matrices de covarianzas distintas, que dard lugar a regiones de clasificacion
cuadraticas, y el de matrices de covarianzas iguales, que dara lugar a una estrategia de
tipo lineal atribuida al propio Fisher (se denomina método de clasificacién de Fisher).
Estos estudios (en especial el tltimo) se relacionan muy estrechamente con los ejes
discriminantes estudiados en el capitulo anterior. Por supuesto que la aplicacién de
la técnica no debe supeditarse al estricto cumplimiento del supuesto de normalidad.
Mas bien hemos de intentar garantizar que el riesgo asociado a la misma es bajo,
lo cual puede ser analizado a posteriori una vez disefiada. De hecho, en muchas
ocasiones, el fracaso de la estrategia no se debe tanto a la violacién de los supuestos
como a la escasa diferencia entre las distribuciones consideradas. No obstante, si
entendemos que el fracaso de la estrategia puede atribuirse al incumplimiento de la
hipdtesis de normalidad, contamos con otros métodos de clasificacion alternativos,
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que abordamos en las ultimas secciones. Empezaremos estudiando el caso r = 2.
Posteriormente generalizaremos al caso general.

10.1. Dos grupos: planteamiento general.

Consideremos dos probabilidades Py y P, sobre (R?, RP) dominadas por la medida
de Lebesgue, siendo p; v po sus respectivas densidades. Nuestro problema consistira en
decidir por uno de los dos modelos probabilisticos posibles a partir de una observacién
x € RP. Asi pues, se trata del siguiente problema de decision:

{(R”,R",{Pg 10 ¢ @}),A}, 0=A=1{1,2.

Para solucionar este problema nos restringiremos a estrategias no aleatorias, es decir,
funciones medibles de (R?, R?) en A. Estas se identifican con los elementos de R? de
la siguiente forma: dada una estrategia no aleatoria S, se denota

§=57({1}),

es decir, la regiéon medible de RP que determina la aceptacién de P;. En ocasiones, nos
permitiremos el abuso de notacién consistente en hablar de & como una estrategia
no aleatoria. Consideraremos una funcién de pérdida

W:0xA—[0,400]

verificando
W(11) = W(2)2) =0, W(1]2),W(2/1) > 0.

Recordemos que, dada una estrategia S y una funciéon de pérdida W, se define la
funcién de riesgo asociada a S de la siguiente forma:

Rs(1) = W(12)Pi(S =2)
= W(Q12)P(S)
= W(1]2) Scpl(x) dx
Rs(2) = W(21)B(S =1)
— W(21)P(S)
— weph / palz) da

En el problema de clasificacion de una observacién vamos a adoptar un tipo de
estrategia que veremos a continuacién, intimamente ligado al principio de maxima
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verosimilitud. El propésito de esta seccion es justificar tales estrategias. Para ello,
debemos considerar los tres criterios a seguir a la hora de seleccionar una estrategia:

(a) Se dice que S; = Sy cuando Rg, (0) < Rg,(0) para 6§ = 1,2. La relacién > es
un preorden. Se dice que S; = S5 cuando S; = Sy y alguna de las anteriores
desigualdades es estricta. En ese sentido, se dice que una estrategia S es ptima
cuando es maximal para el preorden > . Este requisito peca, en general, de
ambicioso. Se dice que S es admisible cuando no existe ninguna otra estrategia
S* tal que S* > S. Una familia F de estrategias se dice completa cuando, para
toda estrategia S* fuera de F, existe una estrategia S € F tal que S > S*.
Asi mismo, F se dice completa minimal cuando es completa y no posee ninguna
subclase propia completa.

(b) Criterio minimax: se dice que una estrategia S,,, es minimax cuando minimiza
el méaximo riesgo, es decir, verifica que

méx{Rs, (1), Rs,,(2)} < max{Rs(1), Rs(2)}, VS

(c) Criterio bayesiano: cualquier distribucién a priori () sobre el espacio de paré-
metros
({1,2},P({1,2})) se identifica con un nimero ¢ € [0,1] de la forma Q({1}) = ¢
(y, por tanto, Q({2}) = 1 — ¢). Entonces, si suponemos que el espacio de
parametros estd, efectivamente, dotado de una distribucién a priori @ (es decir,
q € [0,1]), se define el riesgo de Bayes de la forma

R - /@Rs(e) dQ(0) = qRs(1) + (1 — q)Rs(2)

V02 [ ) de+ (=W [ pale) do.

Se dice que S es la estrategia ¢-Bayes cuando R}, es minimo. Veamos cudl es la
estrategia ¢-Bayes: dada una estrategia S, se tiene

WaRa [ pie) do+ [ WEIDA - gpala) - W(URiapi ()] do =
RP s
= W(1[2)q - / (W (L[2)gpi(x) — W(2[1)(1 = g)p2(2)] da.
S
Entonces, R es minimo y, por tanto, S es ¢-Bayes si, y sélo si, se verifica

@211 = gpa(2) >0} € S
@)1~ g)pa(x) <0} S€

UEX

{z e RP: W(1]2)gp:(z) —
{x eRP: W(1|2)gp:(x) —

I =
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De esta forma, una estrategia ¢-Bayes viene dada por la region
S, = {w e R : W(1R)gp(x) — W(2[1)(1 - g)pala) > 0.

Si se verifica la hipétesis

m@mm%m:mmm—mmozae:m, (10.1)

entonces la estrategia g-Bayes es esencialmente tnica, es decir, dos estrategias g-
Bayes se diferenciardn en un suceso nulo. Ademas, la estrategia puede expresarse
de esta forma, mads intuitiva:

o epe. @) S 1-g W
Sq_{ @ T W(1|2)}'

Noétese que dicha estrategia concuerda con la idea de méxima verosimilitud,

pues clasifica la observacién z en el modelo 1 cuando p;(z) es grande en re-
lacién con po(z). Este tipo de estrategias serd el que utilicemos para resolver
nuestro problema. Para justificar esta eleccion, demostraremos que, bajo ciertas
condiciones de regularidad, la familia de las estrategias ¢-Bayes, donde ¢ recorre
[0, 1], es completa minimal, y que toda estrategia minimax es de Bayes.

Teorema 10.1.
Consideremos una distribucién a priori ¢ € [0, 1] y S, una estrategia ¢-Bayes. Supongamos
que se verifica la hipdtesis

Pi({p2 = 0}) = P({p1 = 0}). (10.2)
Entonces S, es admisible.

Demostracion.

Consideremos una estrategia S tal que S = S;. Tenemos que demostrar que la de-
sigualdad no puede ser estricta. Supongamos primeramente que ¢ € (0,1). Como S,
es g-Bayes, se verifica que Rqsq < R%, es decir,

q[Rs,(1) — Rs(1)] < (1 = q)[Rs(2) — Rs,(2)].

Luego, si Rg(2) < Rg,(2), tendriamos que Rg,(1) < Rg(1), lo cual es contradictorio.
Por un razonamiento simétrico concluirfamos.

UEX

Si g =0y S, es g-Bayes, se verifica necesariamente que

S; C {z €eR": W(L2)gpi(z) — W21 — g)pa(x) = 0} = {p2 = 0}.

214
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Luego,
RSQ(Z) = / pa(x) dz = 0.
S

q

Entonces, por hipdtesis,
0=Rs(2) = /pg(x) dz,
s

lo cual equivale a afirmar que S C {py = 0}, es decir, {p» > 0} C S° que, como
Py ({p> = 0}) = 0 (es decir, P, ({p> > 0}) = 1), implica P (S%) = 1, es decir,

/ pi(x) de =1,
SC

que serd, desde luego, mayor que fsc p1(x) dz. Por tanto, Rg(1) > Rg, (1). Razonando

simétricamente en el caso ¢ = 1 se concluye.

Una hipdtesis mas fuerte que (10.1) y (10.2) es la siguiente!

Py <p1(””) = k) =0, Vke[0,+00], VO=12 (10.3)
p2(z)

Bajo esta hipdtesis, si Fy denota la funcién de distribucién de la variable aleatoria

p1/p2 respecto a la probabilidad Py, donde 6§ = 1,2, se verifica que Fy es una biyeccién

de [0, +o0] en [0,1] continua y estrictamente creciente.

Teorema 10.2.
Si se verifica (10.3) y S es una estrategia cualquiera, existe ¢ € [0, 1] tal que la estrategia
g-Bayes S, verifica S, = S.

Demostracién.
Dado que P; (8¢) € [0, 1], existe un tinico ntimero k& € [0, +-00] tal que

P (5% = F <I<:W(2|1)) |

W(1[2)

1

L es decir, % = k. Consideremos

T+k°
entonces 9, la estrategia ¢-Bayes (Unica, pues se verifica (10.1), y admisible), es decir,

e ) Lmg WO [ () W
Sq‘{”ER D) Z g W<1|2>} {"eR () Z’“W(lm}'

1Se considera la siguiente aritmética: si a > 0, G =too,y % = 1 No obstante, ambos casos son
despreciables, pues sélo se verifican en un suceso nulo.

Entonces, existe un tinico ¢ € [0,1] tal que ¢ =
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Entonces se verifica que

Rs,(1) = P (S5)
- A (50 <Hrae)
- ()

Al ser S, admisible, debe verificarse que Rg,(2) < Rg(2). Por tanto, S, > S.

Corolario 10.3.
Bajo la hipétesis (10.3), se verifica que toda estrategia admisible es g-Bayes para algiin
q€[0,1].

Demostracion.
Si.S es admisible y Sy es la estrategia de Bayes en las condiciones del teorema anterior,
se verifica que Rqsq = R%. De (10.1) se sigue la unicidad de la estrategia Bayes y se

concluye.

Corolario 10.4.
Bajo la hipétesis (10.3), la familia B = {S,: ¢ € [0, 1]} de las estrategias de Bayes es
completa minimal.

Demostracion.
En virtud del teorema anterior, se tiene que si S ¢ B, entonces no es admisible. Por
tanto, existe otra estrictamente mejor que ella que, segin el teorema anterior, puede
ser seleccionada entre las estrategias de Bayes. Por tanto, B es completa. Ademés,
si excluimos cualquier estrategia S, g-Bayes, con ¢ € [0, 1], al ser ésta admisible, no
podremos encontrar ninguna estrictamente mejor en B\{S,}. Luego, B es minimal.
1
Por tanto, hemos demostrado que existe una fuerte concordancia entre los criterios

> v Bayes. Relacionemos, por tltimo, el criterio Bayes con el criterio minimax bajo
la hipédtesis (10.3). Consideremos las siguientes aplicaciones definidas sobre [0, 1]

TRy
g W(1)2)

hi(q) = Fy (

h()_l_Fg(qu W(Qll))

W (12)
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Se tiene pues que hy y hy son biyecciones continuas de [0, 1] en [0, 1], decreciente la
primera y creciente la segunda. Por tanto, existe un dnico valor ¢, € [0, 1] tal que

hy (Qm) = h2(Qm)'

Teorema 10.5.
Bajo la hipétesis (10.3), se verifica que la estrategia minimax es dnica y es la estrategia
qm-Bayes, es decir, aquella tal que Rg, (1) = Rs, (2).

Demostracién.
Se verifica, en general, que

L (m@)1-g WEDY
mio = n (20 0 ) — R
o (ml) _1mg wemy
) = (B0 <7 i) = R

donde S es la estrategia ¢-Bayes. Luego, S, verifica que Rg, (1) = Rg, (2). Si S
es otra estrategia tal que max{Rg(1), Rs(2)} < Rg, (1), entonces S,,, no serfa admi-
sible, lo cual es contradictorio, pues es de Bayes. Por lo tanto, S,,, es una estrategia

am

minimax.

Por otro lado, si S es minimax distinta de S, , se verificard necesariamente

m )

Rs(1) # Rs,, (1) V Rs(2) # Rs,, (2)

pues, de lo contrario, S serfa g,-Bayes y, por unicidad, S = S,,, . Por tanto, si se
verifica que méx{Rs(1), Rs(2)} < Rs,, (1), entonces min{Rs(1), Rs(2)} < Rg,, (1)
y S, no seria admisible. Luego llegamos a una contradiccion.

1

En consecuencia, dada la consistencia con los demaés criterios de seleccion, busca-
remos estrategias de Bayes a la hora de solucionar nuestro problema de decision: si
suponemos conocida la probabilidad a priori g en el espacio de pardametros, considera-
remos la estrategia Sy, que serd admisible. Si no la suponemos conocida, buscaremos
entre las estrategias de Bayes aquella que sea minimax. Nétese que las estrategias de
Bayes son las de la forma

S = {x ERP: p;g; > k} k € [0, +00],

relacionandose estrechamente con el principio de méxima verosimilitud.

3
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10.2. Dos normales con covarianzas comun

Supongamos que Py = Np(1, X) y Py = Np(p2, X). En ese caso,

1 1 T
po(x) WQXP{—Q@—HG)E ( Ha)}a 0

Por tanto,

=1,2.

Zgi = exp {—% (& =) 27 @ — ) = (& = po) 27z — /‘2)]} :

Si k € [0, 4+00], se verifica

3

2) 5 4 10 213

> log k.
2(7) o) =8

~

3

Dado que log k recorre [—00, +00] cuando k recorre [0, o0], se deduce que las estrate-
gias de Bayes seran de la forma

S = {96 eRP: —% [(z—m) S e — ) — (x— ) S (@ — p2)] > a} ;

donde a € [—o0, +00]. Nitese que una estrategia de este tipo consiste en compara las
distancias de Mahalanobis

(l’ - MQ)/Eil(x - Mg)a 0= 172a

asignando la observacion z al grupo tal que la distancia correspondiente sea menor
(salvo la cte. a). Operando en la expresién de S se obtiene

1
St = {$ ERY: 'S (1 — po) — 5(#1 + p12) Sy — pi2) > a} .

Hemos de tener en cuenta que, dado k € [0, +o0], se verifica que

pi(x)
pa()

I 1 o
=ke oy 1(#1-#2):§(M1+N2)E Yy — p2) + logk,

lo cual sucede, en todo caso, con probabilidad 0 2. Por tanto, se verifica la hipétesis
(10.3). Luego, las estrategias de Bayes (que son unicas) se identifican con las admi-
sibles y constituyen una familia completa minimal, y la estrategia minimax es la de

2Se trata de una subvariedad afin de dimensién p — 1, cuya medida de Lebesgue p-dimensional
es 0. Recordemos que P; y P, estdn dominadas por la medida de Lebesgue.
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Bayes con ambos riesgos idénticos. En estos términos, S es la estrategia ¢-Bayes,
donde

_ €10,1]
7= JW2 4
1+ e fe
Reciprocamente, dado ¢ € [0, 1], S, = S*, donde
wW(2|1) 1- q}
a=1lo - —— ¢ € |—00,+00 10.4
\iw ) € oo (04

Nétese que, en el caso W (1]|2) = W(2|1) = 1 y si la probabilidad a priori considerada
es la uniforme, es decir, Q({1}) = Q({2}) = 0,5, entonces la estrategia de Bayes
queda determinada por la region

Sos = {w ERP: 2'Y7 (i — po) > %(m + )7 (i — uz)} :

lo cual equivale a asignar la observacion al grupo cuya media minimice la distancia de
Mahalanobis, es decir, al grupo que la haga mas verosimil. Si no suponemos conocida
ninguna probabilidad a priori, hemos de buscar la estrategia minimax. Recordemos
que ésta es la estrategia S, de Bayes donde tal que Rg, (1) = Rg,(2) o, equivalente-
mente, Rga(1) = Rg«(2), donde a y ¢ guardan la relacién anteriormente expresada.
Previamente debemos conocer las distribuciones de p;/ps (o, equivalentemente, de
log(p1/p2)) respecto a Py y P,. Consideremos pues la variable

U = log by
P2

1
= XS — ) - o+ 112)' S — paa),
que sigue un modelo de distribucién 1-normal, y dendtese
A% = (= p2)' S (1 — ).

Se trata de una distancia del tipo Mahalanobis, que expresa el grado de proximidad
entre los dos modelos probabilisticos. Se verifica entonces, trivialmente,

1
E[U] = =A%
2
Por otro lado, se verifica (cuestién propuesta)

vari[U] = Ei[(mn = p2) 71X — ) (X = i)' S (1 — p2)]
= A?
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Luego,
1
P/ =N <§A2, N) .
Anélogamente,

Py =N (%A{AQ) :

Volviendo a la busqueda de la solucién minimax, debemos encontrar a € R tal que
Rga(1) = Rsa(2), donde

S§*={U > a}.
En ese caso, Rge(1) = W(1|2)P/(U < a) y Rga(2) = W(2|1)Po(U > a). Debe pues
verificarse

@ 1 1 (zi%AQ)z oo 1 1 (”%AQ)Z
wap [ v L d:=we [ et

Mediante un cambio de variables (cuestién propuesta), si f(y) denota la funcién de
densidad de N(0,1), se obtiene

a—4a2

—+o00

wap) [ 5w di=we [ o) (10.5)

a

Si W(1|2) = W(2|1), la solucién es, por la simetria de f, a = 0, con lo cual se obtiene
como estrategia minimax

1
S = {I ER: 'Sy — o) > 5(#1 + 1)’ S (i — MQ)} :

Coincide con la estrategia Bayes en el caso ¢ = 0,5. En ese caso,

+o00
Rs, (1) = Rs,,(2) = fly) dy. (10.6)
ia
Luego, obviamente,
iR, (1)= Jim_Fs,(2)=0

Es decir, que cuanto méas grande es la distancia entre los dos modelos probabilisticos,
menos riesgo implica la clasificacién respecto a ellos.

Todo lo expuesto hasta el momento en esta seccién tiene un valor puramente
tedrico, pues las estrategias de clasificacién propuestas requieren del conocimiento de
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las medias y covarianza poblaciones. No obstante, marca el camino a seguir cuando
los parametros han de ser estimados.

Consideremos Xj1,..., X, ¢ = 1,2, sendas muestras aleatorias simples e inde-
pendientes de N,(u;, X), respectivamente. Sea Y la variable observada, que sigue un
modelo de distribucién N,(p1,%) o Np(po,3) (nuestro propdsito es decidir al res-
pecto) y es independiente de las muestras anteriores. Recordemos que, en el caso de
parametros conocidos, consideramos, a la hora de tomar la decisién, las estrategias
de Bayes, que eran de la forma

S:{xE]R”: z;gg >k}.

Recuérdese que este tipo de estrategias concuerdan con el principio de maxima vero-

similitud. En el caso de que los parametros poblacionales sean desconocidos, podemos
determinar la estrategia siguiendo el principio de sustitucién, es decir, reemplazando
los valores poblaciones desconocidos por estimadores de los mismos. Veremos, sin
embargo, que el principio de maxima verosimilitud conduce a la misma estrategia
que el de sustitucion:

Si i = 1,2, consideremos los siguientes parametros muestrales.

1 &
X, = fZXi]w
j=1

n;
1 &
Si o= = (Xy— X)Xy - X)),
n; =1
SC _ n1$1 +n2S2.
ny +ng

Si consideramos ambas muestras por separado, tenemos sendos modelos lineales nor-
males con dimensién r = 1. X; y S; son los EMV de y; v X, respectivamente, para
i = 1,2. Si consideramos conjuntamente ambas muestras tendremos un modelo lineal
normal con dimensién r = 2. En ese caso, S, es el EMV de X.

Supongamos que la observacién Y corresponde al modelo de distribucién N, (1, )
En ese caso, podemos agregarla a la muestra 1. No obstante, si consideramos con-
juntamente ambas muestras obtenemos un nuevo modelo lineal normal de dimensién
r = 2 con n; + ny + 1 datos y funcién de densidad p}um‘rz 3. Los nuevos EMV para

3Funcién de Mn, +14n,)xp €0 RF.
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p1, p y 2 son:

1 n1y1+Y

fn o=~
n; +1

iy = Xo,

1 =

o - Xqo— (X — oty Y — oY — abY
n1+n2+1[;( 1y = )Xy = )+ (V= i) (Y — i)
noy

+ > (Xyy — 13) (X5 — i3)]

j=1
nj; + np n; _ _

_ S, + Y - X)(Y - X))
n; +ng+ 1 (n1+1)(n1 +n2+1)( 1)( 1)

De manera simétrica se obtienen la funcién de densidad pu1 uo,x Y los los EMV a2,
a2y 32 , en el caso de que Y corresponda al modelo de distribucién N, (ug, ). El
cociente entre las maximas verosimilitudes es el siguiente:

. 1
SUD 3 o, 8 Ppia i, = ('rH’ <oy, y)

B .
SUPM,M,EPM,,‘Q,Z (Ilh <oy Tong, y)

RV =

Un valor grande del mismo nos invita a aceptar el primer modelo, y un valor pequeno,

4

el segundo. Los maximos se alcanzan? con (ﬂ}, il El) y (ﬂ%, 0z, 22) , respectivamen-

te, siendo entonces

n; 40,41 n,+n0,+1
2

(n1 +1y)S. + 7(}/ XQ)(Y — YQ),

no+1

=

RV =

El

(n; +102)S. + 2 (Y — Xl)(Y—Yl)’

n1+1

_ 1+m(Y—yZ)lsil(Y—YQ)
1+ (Y — X1)S; 1Y — X1)

n; +1)(111 +1n2)

NNyl
2

La ltima igualdad se deduce facilmente del lema 2.6. Dado que una funcién del tipo
g(x) = (1 + bx)™ es una biyeccién creciente, se trata pues de aceptar el modelo 1

cuando el cociente
(Y = X5)S;1(Y — X3)

(Y =Xy )SH (Y = Xy)

toma un valor grande, lo cual equivale a afirmar que que

. 1 .
Y,S;l(Xl_Xz)—i(X1+X2)/S§1(X1—X2)

4Cf. EMV y test de razén de verosimilitudes en el modelo lineal normal.
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sea grande. Asi pues, el principio de maxima verosimilitud nos conduce a considerar
estrategias del tipo

1 .
- 5(Xl +Xo)S; (X1 — Xo) >a}, a€R.

S = {l’ cRP: Y,Sgl(yl — Xg)
Notese la similitud con el caso de parametros conocidos. En esta ocasién, hemos
sustituido dichos pardmetros por sus respectivas estimaciones. Asf pues, los principios
de méxima verosimilitud y de sustitucién conducen al mismo tipo de estrategia. El
valor del parametro a dependera de la funcién de pérdida y de la probabilidad a priori
considerada mediante la ecuacién (10.4). Asi, en el caso ¢ = 0,5y W(1]2) = W(2|1), a
vale 0. Esta estrategia equivale a asignar la observacién a la distribucién que minimice
(salvo la constante a) la distancia de Mahalanobis con la observacién

Y -X))s; ' (Y -X,), i=12
Por analogia con la seccién anterior y con el objeto de calcular los riesgos asociados,
podemos definir la variable

. 1 .
Varn, = Y'ST (X1 — Xo) — 5 (X + X0)'S; N (X — Xo).
Se verifica® entonces la siguiente convergencia en probabilidad, con P, y P,

n1—><1<l>,rI1112—>oo (an’nQ N U) =0
Por tanto, se da también la convergencia en distribucion, con P, y P,. En consecuen-
cia, en el caso W(1|2) = W(2]1) la estrategia

. 1 — .
S= {x ER?: V'S HX, - Xy) > 5(X1 +Xo)' S X — XQ)}

tiene los mismos riesgos asintéticos que las correspondientes estrategias de Bayes
para el caso de pardametros conocidos. Concrétamente, en el caso a = 0, los riesgos
asintéticos son los siguientes

—+o00

Rs(1) = Rs(2) = / £(y) dy.

1
34

5Se estd aplicando la ley débil de los grandes niimeros para g, pz y 3. Tener en cuenta que el
determinante es una funcién continua y la expresién de la inversa de una matriz por adjuntos para
garantizar la convergencia en probabilidad de S~! a ¥~!. Tener en cuenta también que, para todo
€ >0, existe M > 0 tal que Py(||Y| >0) <e, 6=1,2.

bt
=]
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Desde el punto de vista Bayesiano, si consideramos que existe una probabilidad a
priori en el espacio de pardmetros ¢ y que la probabilidad de que los datos de las dos
muestras se obtienen conforme a dicha distribucién, podemos estimar ¢ mediante

n

1= ny + no
De esa forma y teniendo en cuenta W (1|2) y W(2|1), podemos calcular el valor a
correspondiente a la estrategia.
Por ultimo, supongamos que hemos obtenido ya los valores de las dos muestras.
Nétese entonces que estas estrategias consisten basicamente en, dado un valor obser-
vado Y, calcular el nimero real

(Y _ %(Yl + X2)>/ STU(X, = X)

y ver si es grande o pequeno. En el caso q=0.5 con pérdidas iguales se comparara con
0. Si se considera una probabilidad a priori o pérdidas alternativas, se comparara con
otro numero. En definitiva, estamos comparando las proyecciones de Y y %(71 +X5)
sobre el eje discriminate®

(STHXL = X))

De esta forma, la estrategia considerada asigna la observaciéon Y al modelo 1 cuando
la distancia de la proyeccién de ésta sobre el eje discriminate con la proyeccion de
X sobre dicho eje es menor que la distancia de la proyeccién de Y con la proyeccién
de Yz.

10.3. Caso general: r distribuciones p-normales

En este caso, debemos clasificar una observacion Y respecto a r distribuciones de
probabilidad. Tenemos pues r posibles decisiones. Mediante un desarrollo analogos
al caso de dos probabilidades, aunque logicamente més laborioso, y si se consideran
iguales todos los costes de clasificacién errénea, se obtiene” que las estrategias de
Bayes son aquéllas que asignan la observacién = al modelo P; cuando

BBy

3
&
S

5Es tinico en este caso, pues b = 1.
"No vamos a desarrollar aqui el mismo proceso. El lector interesado puede encontrarlo en An-
derson (1958), sec. 6.6.
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lo cual concuerda nuevamente con el principio de maxima verosimilitud, especial-
mente si se suponen iguales todas las probabilidades a priori, en cuyo caso estaremos
hablando de la estrategia minimax. Se prueba, igualmente, que las estrategias Bayes
constituyen una familia completa minimal.

Caso de que los modelos probabilisticos considerados sean p-normales con matriz
de covarianzas comun, las estrategias a considerar consistiran en asignar la observa-
cién X al modelo i-ésimo cuando se verifique

(X =)' SN X = ) < (X — p)'S7HX = py) + aj, Vi # 1,

donde a;; dependerd de las probabilidades a priori y funcién de pérdida consideradas.
Si son todas idénticas se tiene a;; = 0, lo cual encaja perfectamente con el principio de
maxima verosimilitud. Tener en cuenta que los términos anteriores son las distancias
de Mahalanobis entre la observacion y la media de cada distribucion. De esta forma,
la estrategia consiste en asignar la observacion a la distribuciéon més prozima. La
anterior expresion es equivalente a la siguiente:

XS (s — ) — %(Nz ) S (i — ) > @iy, Vi A
Pueden calcularse los riesgos implicitos a estas estrategias de manera totalmente a-
néloga al caso r = 2. No obstante, en la practica los pardmetros 1, ..., 1, y (n—7r)%
seran desconocidos y habremos de estimarlos mediante X,..., X, y Ss, respecti-
vamente. Andlogamente al caso r = 2, consideraremos estrategias consistentes en
asignar la observacién Y al grupo i-ésimo cuando

V'SHX — X)) — (X + X;5)8 (X — X)) > ayy

N | =

Si suponemos iguales probabilidades a priori, tendremos a;; = 0. Como en el caso
r = 2, pueden calcularse los riesgos asintéticos, que coinciden con los que se obtienen
cuando los parametros son conocidos. Ademads, por un razonamiento inverso al que
realizamos anteriormente, la expresién anterior equivale (suponemos a;; = 0) a la
siguiente

(Y = X)'S5 (Y = Xo) < (Y = X)S5' (Y = X)), Vi#i,

UEX

es decir, se asigna la observacién al grupo del que dista® menos.

8Estamos hablando, de nuevo, de una distancia del tipo Mahalanobis (eliptica) igual a la anterior,
salvo que esta se basa en los pardmetros muestrales.
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10.4. Relacion con los ejes discriminantes.

En este seccién se establece claramente la relacién entre los dos capitulos dedi-
cados al analisis discriminante. En el caso r = 2 quedd patente la relacién entre el
problema de clasificacién y la proyeccion sobre el eje discriminante (tinico). Lo mismo
sucederd en el caso general, donde tendremos b° ejes discriminantes, {a;), ..., (a),
asociados a tq,...,t, resp., que son los autovalores positivos de 53_152, Sip>0b,
el proceso puede completarse con los p — b autovalores nulos de S5 1S,, obteniendo

as{ nuevos ejes (ap+1), - - -, (ap), de manera que
atSsa; =1, a;Sqa; = t; = 0, i=b+1,...,p.

Consideremos entonces la matriz p X p invertible A = (ay, ..., a,), que verifica, segin
la construccion de los ejes discriminante,

ty 01]0 0
0 ty | 0 0
A'S3A =1d A'SyA =
3 ) 2 010 0
0 010 0

En el estudio de clasificacién de una observacién Y € RP se parte de r muestras aleato-
ria simples independientes Xjy, ..., Xjn,, j =1,...,r, siendo Yj la media aritmética
correspondiente a la muestra j-ésima. Consideremos el vectores W y Wj,, donde
j=1,...,ryk=1,...,nj, definidos mediante

W o= AY
Wiy = A'Xjp

Estamos pues proyectando los datos originales sobre los p ejes discriminantes, lo cual
no es sino un cambio de la base, es decir, W, Wiy, ..., Wy, son, respectivamente, las
coordenadas de los vectores Y, Xi1,. .., X,n, respecto a la base (A7!)" 10 (si S5 =
Id, estaremos hablando de una base ortonormal A). De la misma forma pueden

proyectarse tanto las medias aritméticas de los distintos grupos, X;, j =,...,r, como

99 = min{p,r — 1}.
0N6tese que los vectores fila Wj'k configuran la matriz de puntuaciones discriminantes que estu-
didramos en el capitulo anterior.
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la media aritmética de todos los datos, X, obteniéndose respectivamente

n;
w; AX;= L > Wi,
ey
r Dy
AX = 7rl Z Z Wik

w
Zj:l ny j=1 k=1

Descompongamos los vectores resultantes mediante

1 —1 —1
w B W, - W
W= : . W= : W= :
we wr w?
J
Entonces, para todo i = 1,...,p, se verifica (cuestién propuesta)
. —i =i\ 2
> (W, W) =t
j=1

Por tanto, sii > b,y j,h € {1,...,7}, se verifica que

W, =W, (10.7)
Ademss, si i < b pero t; es pequeno, entonces

W]'- ~ W; (10.8)

Recordemos que la estrategia a seguir en el problema de clasificacion se reduce a
seleccionar el grupo que minimice (salvo una constante) las distancias de Mahalanobis

Y - X,)SsHY - X;), j=1,...,m (10.9)
Dadoque Y = (A")"'Wy X; = (A")~'W}, la expresién anterior equivale a la siguiente
W —W,l% j=1,...,n (10.10)

Por tanto, la estrategia consiste en asignar la observaciéon Y al grupo que minimice
la distancia euclidea anterior. Tener en cuenta que éstas se obtiene de la forma
= =1\ 2 2 .
W — T, = (Wl—Wj) S (G 7 R T IO
En definitiva, proyectando sobre los ejes discriminantes hemos realizamos un cambio
de base que transforma las distancias de Mahalanobis (10.9) en las distancias euclideas
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(10.10). En estos términos, el problema de clasificacién se reduce a minimizar estas
ultimas, es decir, se trata de buscar el grupo cuya media Wj esté mds préxima (en el
sentido usual) a la observaciéon W. Las p—b ltimas coordenadas no influyen a la hora
de buscar el minimo, por lo que son eliminadas, lo cual puede suponer una primera
reduccién en la dimensién'!. Ademds, teniendo en cuenta (10.8) y con el objeto de
reducir ain mas la dimensién, se puede prescindir de las coordenadas correspondien-
tes a ejes asociados a autovalores pequefiost? (los tltimos). En la practica, es raro
encontrar mas de dos autovalores grandes, con lo cual la clasificacién queda funda-
mentalmente reducida a proyectar la observacion en el plano que determinan los dos
primeros ejes discriminantes y determinar el grupo cuyo centroide (media aritméti-
ca) proyectado diste menos. Estas proyecciones pueden ser representadas mediante
el grafico denominado mapa territorial.

Asi pues, el fin dltimo del andlisis discriminante I (construccién de los ejes discri-
minantes) es conseguir una reduccién de la dimensién en el problema de clasificacién
de una observacién, de manera que, a ser posible, podamos tener una vision gréafica
del mismo.

Veamos qué sucede si aplicamos una anélisis dicriminante a los datos del archivo
irisdata de Fisher. Se supone que nuestro propdsito es discriminar o distinguir las
tres especies de flores en funcién de las cuatro variables medidas (longitud y anchura
de sépalos y pétalos). En este caso, b = min{4,3—1} = 2, es decir, el manova presenta
2 autovalores, asociados a sendos coeficientes de correlacién canénica. Concretamente
t; = 32,192 con r; = 0,985 y t5 = 0,285 con ry = 0,471. Asi pues, la representacion
de los datos en el plano discriminante no supone en este caso pérdida alguna de
informacién en lo referente a la seperacion entre grupos.

El resultado del manova es, por supuesto, significativo, es decir, el primer auto-
valor es significativo. A pesar de la desproporcién existente entre los dos autovalores,
el segundo también resulta ser significativo, es decir, el segundo eje discriminante
también posee cierta capacidad de discriminacion, aunque despreciable respecto a la
del primero. Las matrices de estructura y ponderaciones son, respectivamente, las
siguientes:

| w| wl| [ (o) | (o)
long-sep | 0.223 | 0.311 long-sep | -0.427 | 0.012
anch-sep | -0.119 | 0.864 anch-sep | -0.521 | 0.735
long-pet | 0.706 | 0.168 long-pet | 0.947 | -0.401
anch-pet | 0.633 | 0.737 anch-pet | 0.575 | 0.581

118610 valida bajo la hipétesis de igualdad de las matrices de covarianzas.
12Ya hemos estudiado, en el anterior capitulo, un test de significacién de autovalores.
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En ambos casos podemos despreciar la segunda columna pues el 99 % de la ca-
pacidad de discriminacién recae sobre el primer eje discriminante. Del anédlisis de la
primera columna en la matriz de estructura se deduce que los parametros del péta-
lo son los que més correlacionan con la primera puntuacién discriminante, lo que
nos podria llevar a pensar que la diferencia entre las especies radica Unicamente en
el pétalo, pero esta conclusiéon es muy aventurada. De hecho, en la matriz de pon-
deraciones se otorga un peso similar a las variables del sépalo en el primer eje. La
proyeccion de los datos sobre el plano discriminante es la siguiente:

species
. @ setosa

IO vesicolor

o @ virginica

Il centroide de grupo

Segundo eje discriminante
T
°
i1
ol®

T T T T T
10 5 0 5 10

Primer eje discriminante

Se observa claramente una perfecta separacién de las especies, muy especialmente
de setosa, lo cual favorece sin duda una buena clasificacion. La estrategia que pro-
ponemos, denomina de Fisher, consiste pues en lo siguiente: dada una flor de especie
desconocida, se procedera a medir las cuatro variables y proyectar el punto de R* re-
sultante sobre el plano anterior, de manera que se le asignara la especie cuyo centroide
quede més préximo segun la distancia eucliidea.

10.5. Caso de matriz de covarianzas distintas

Hasta ahora hemos supuesto en todo momento la igualdad de las matrices de
covarianzas. Dicha hipotesis puede contrastarse, bajo el supuesto de p-normalidad,
mediante el test M de Box. Consideremos el caso mas general de clasificacion respecto
a las distribuciones de probabilidad N,(u;,%;), j = 1,...,r. Segin el criterio de
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Bayes, una observacion x se asignard al grupo i-ésimo cuando se verifique

1 _ 1 _ .
5(95 - uj)/zj Yo — py) — 5(35 — i)' S (e — i) +aig >0, Vj#i

donde la cte a;; depende de las probabilidades a priori y de los costes considera-
dos, siendo cero cuando las unas y los otros son iguales. Desarrollando la anterior
expresion, se tiene

1 1
ix’E;lx - 596'23;135 - (E;l,uj =57 ) + b >0, V)i

Por tanto, las regiones de clasificaciéon quedardn determinadas por formas cuadrati-
cas. Cuando las matrices de covarianzas sean idénticas, los dos primeros términos
se anulan y tendremos (como ya sabemos) regiones de tipo lineal (delimitadas por
semirrectas).

Cuando los pardametros poblacionales sean desconocidos se procederd, andloga-
mente a los casos anteriores, a sustituirlos por sus respectivos estimadores, de tal
forma que la expresion anterior se transforma en la siguiente:

1o, 1o, - - .
QY’SjlY—iY’Si WY (87X - S7TXG) by >0, VA

donde S, kK =1,...,r es, respectivamente, el EIMV de X, es decir,
1 &
Si= 7 > (X~ X)Xy~ X0, k=1...r

np — 1
k e

De esta forma, invirtiendo el proceso se deduce que las estrategias consideradas con-
sisten en asignar la observacién Y al grupo i que minimice (salvo cte.) la distancia
de Mahalanobis

Y -X)S;H Y - X,), i=1,...,m

Aunque en rigor no procede en este caso, el program SPSS resuelve el problema
mediante las puntuaciones discriminantes. A menos que p sea menor que 7, ello su-
pondra con toda seguridad un error (cuya cuantia dependerd de la diferencia entre las
matrices de covarianzas), dado que (10.7) no se verifica y puede que (10.8) tampoco.
De hecho, asi queda advertido en la propia salida del programa.

10.6. Validez de la estrategia.

En principio, el método de clasificacion lineal es tnicamente aplicable bajo las
condiciones de normalidad e igualdad de las matrices de covarianzas. Estos supues-
tos dificilmente se dan en la realidad. Sin embargo, el método lineal de clasificacién
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de Fisher manifiesta ser bastante robusto frente a violaciones moderadas de estas
hipdtesis. Por ello, en el caso (frecuente) de que no se verifiquen las mismas, no de-
bemos descartar la estrategia lineal sino que hemos de ejecutarla y evaluar su validez
a posteriori. Si los resultados no son satisfactorios, optaremos por otro tipo de clasi-
ficacién, como la cuadratica. Igualmente, la estrategia cuadrética tiene plena validez
bajo la hipétesis de normalidad (aunque las matrices de covarianzas no sean iguales),
lo cual no quiere decir que deba ser desechado cuando ésta no se verifica, sino que
debe evaluarse también a posteriori antes de buscar estrategias alternativas. Aunque
el método cuadrético (distintas matrices de covarianzas) exige menos condiciones de
validez que el lineal (misma matriz de covarianzas), merece la pena comparar en todo
caso la validez de ambos y elegir el mas satisfactorio.

Asi pues, hemos de resolver dos cuestiones: primero, jcomo podemos evaluar a
posteriori la validez de la estrategia de clasificacion? Y segundo, jcon qué métodos
alternativos al lineal y cuadratico contamos? La respuesta a la segunda cuestién in-
tentaremos darla en las proximas secciones. Respecto a la primera, la forma de evaluar
la validez de una estrategia de clasificacién es estimando la probabilidad de clasifi-
cacion correcta. La manera mas simple de hacerlo es considerar la muestra de datos
que se ha utilizado para construir la propia estrategia, cuya ubicacién conocemos de
antemano, y reclasificarlos en funcién de la misma. La proporcién de datos reubicados
en su grupo original es una estimacion de la probabilidad de clasificacién correcta o,
equivalentemente si multiplicamos por la funcién de pérdida, de los riesgos asociados
a la estrategia.

No obstante, dado que los datos ya han sido utilizados a la hora de determinar
las regiones de clasificacion, esta estimacion tiende a sobrevalorar la probabilidad de
aciertos. Para solucionar este problema puede dividirse la muestra en dos partes. Con
la primera se construye las regiones de clasificacién y con la segunda (se supone que
los datos son independientes) se estima la probabilidad de acierto Este método se
denomina con frecuencia jacknife. Otro método, denominado Holdout o método de
validaciones cruzadas, consiste en construir las regiones de clasificacién sin tener en
cuenta el primer dato y clasificarlo en funcién de dicha estrategia; el proceso se repite
con todos y cada uno y al final se calcula la proporcién de aciertos.

La cuestion que se plantea a continuacion a es la siguiente: jcudl es el minimo
valor permitido para la probabilidad de aciertos? Veamos un criterio convencional al
respecto, valido tinicamente si el grupo de pertenencia de cada dato de la muestra
es aleatorio, es decir, si los datos de la muestra han sido escogidos sin considerar
a qué grupo pertenecian. En ese caso, podemos estimar las probabilidades a priori
calculando las proporciones de datos correspondientes a cada grupo, ¢;. Una estrategia
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ficticia serfa clasificar cada observacién tras un sorteo donde al grupo i-ésimo le
corresponde una probabilidad ¢;. El riesgo de Bayes respecto a esta distribucién a

Z(Iz‘(l *Qi,) =1 *qu,%
i=1 i=1

Desde luego, es de desear que la estrategia que consideremos, si bien no es 6ptima

priori seria

(por no verificarse las hipétesis requeridas) sea al menos considerablemente mejor
que ésta, o equivalentemente, que la probabilidad de acierto sea considerablemente
mayor que Y_;_; ¢?. Se conviene una diferencia minima de 25 %. Si los resultados no
son positivos conviene buscar métodos alternativos de clasificacién. No obstante, el
hecho de obtener una probabilidad de clasificacion correcta baja no debe achacarse
tnicamente a la violacién de los supuestos. Segin queda de manifiesto en (10.6),
aunque éstos se verifiquen, si las distribuciones de referencia son muy proximas, las
probabilidades de error son, légicamente, altas. En el caso extremo de que todas las
distribuciones sean idénticas, la estrategia a seguir seria precisamente la estrategia
ficticia mencionada anteriormente.

10.7. Estimacién de densidades

Las técnicas estudiadas hasta ahora requieren del supuesto de normalidad mul-
tivariante. No obstante y en no pocas ocasiones, el fracaso, si es que se da, de este
tipo de estrategias, debe achacarse a una excesiva prozimidad entre las distribucio-
nes de referencia antes que a una violacién del supuesto de la normalidad. De todas
formas, si consideramos que la no normalidad de las distribuciones pude ser respon-
sable de la ineficacia de ambos métodos (lineal y cuadrdtico), es conveniente analizar
procedimientos alternativos, més robustos, que puedan proporcionar una estrategia
mejor. En este capitulo mostramos tres, siendo la primera de ellas la estimacién de
densidades.

Las estrategias lineal o cuadratica de Fisher se justifican mediante la aplicacién
del principio de maxima verosimilitud, pues consisten simplemente en asignar la ob-
servacién a la distribucién que la haga méas verosimil, es decir, aquélla que maximiza
el valor de la funcién de densidad. Pero siempre suponiendo la particularidad de que
las densidades correspondan a distribuciones p-normales, tengan o no la misma matriz
de covarianzas. Hemos de tener claro que, al margen de la relaciéon que pueda existir
con los ejes discriminantes (y, en consecuencia, con el resultado del manova), lo tinico
que necesitamos para construir la estrategia es concocer (o, en su defecto, suponer)
las densidades de las distribuciones. Ello indujo a Fix y Hodges, alla por el afio 1951,
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a iniciar el estudio de estimacién de dendidades (que se encuadra en el &mbito de la
estimacién funcional), estudio que a la postre vino a revolucionar la estadistica no
paramétrica. En esta seccién nos limitaremos a una descripcion heuristica del deno-
minado método del ntcleo y a algunos comentarios adicionales. Para un estudio mas
detallado remitimos al lector a Silverman (1986).

En el caso univariante, el método del nicleo funciona de la forma siguiente. Su-
pongamos que contamos con una muestra aleatoria xy, . .., xn, correspondiente a una
determinada distribucion continua con funcién de densidad p y queremos estimar el
valor de p en x, p(x). Para ello escogemos un nimero ¢ > 0, que denominaremos
ancho de banda, y consideramos el intervalo [x — 0, x + 0], de amplitud 20. Sea N(x)
la cantidad de datos de la muestra en el anterior intervalo. Entonces, si n es grande
se verifical®

P(x — 6,x+4]) = NIEX).

Por otra parte, si § pequefio se verifica'4
P([x —,x+ 5]) ~ p(x) - 24,
lo cual nos induce a considerar la estimacién

o) = T

Si queremos expresar p en funcién de los datos de la muestra, hemos de tener en

cuenta que un dato z; pertence al intervalo anterior si, y sélo si, 6 z; — x| < 1.
Definimos entonces la funcién (denominada ntcleo)

3 siful <1

. uweR
Osifu>1 " "

K(u) = {

De esta forma,

N 1 = X —Z;
p(x)—n(S;K( 5 >, x€R.

En el caso multivariante (dimensién p) no consideraremos intervalos de amplitud 2
centrados en x sino cubos de volumen 2P¢?; y el nicleo K? asigna el valor 277 a un
punto v cuando ||u]lx < 1. De esta forma, la funcién de densidad se estima como

1 & X —x;
3 — P i P
p(x)—nép iEZIK ( 5 )7 x € RP.

13Ley débil de los grandes niimeros.
MTeorema fundamental del célculo integral.

sigue:
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No obstante, la funcién de densidad estimada sera de tipo escalonado. Un procedi-
miento comunmente utilizado para suavizarla es considerar, en vez del nicleo anterior,
el siguiente:

1 1
K(u) = 7exp{—fu’S’lu}, ueR?,
(2m5)P/? 2
donde S es la matriz de covarianzas muestral correspondiente al grupo considerado.

Asi, la funcién de densidad se estima mediante

IS SRR < SRR S SRR PR
X)nap(%s)p”iz;cxp{ 2~ IZ)}'

Podemos comprobar que la funcién anterior se trata, efectivamente, de una densidad.
Una vez estimadas las densidades de los distintos grupos procederemos a establecer
las regiones de clasificacién segin el criterio de maxima verosimilitud. Otros nicleos
que aparecen en la literatura, amén de éste denominado gaussiano, son el triangular,
el del coseno, de Epanechnikov, etc.

Hay que tener en cuenta que la estimacién de las densidades, y por ende la es-
trategia de clasificacién, depende de la eleccién del nicleo K y del ancho de banda
0. Diversos trabajos vienen a convencernos de que la eleccién del nicleo no es dema-
siado determinante. No se puede decir lo mismo de la seleccién del ancho de banda.
No podemos hablar, desde luego, de un ancho de banda universal, sino que debe
depender del problema considerado. En la teoria denominada Lo, el ancho de banda
se escoge de tal forma que minimize el denominado error cuadrético integrado me-
dio®. La seleccién de un ancho de banda excesivamente grande tenders a estimar la
densidad demasiado plana, sobresuavizada, mientras que uno excesivamente pequeno
la estimard mas abrupta de lo que realmente es. Por desgracia, y como cabia espe-
rar, para obtener la expresion del ancho de banda éptimo necesitamos poseer cierta
informacién de la distribucién considerada, en concreto su curvatura (precisamente).
De esta forma, entramos uno de esos circulos viciosos tan frecuentes en Estadistica.

Otro inconveniente a tener en cuenta es la denominada maldicién de la dimen-
sién, que consiste en que el nimero de datos requerido para lograr una estimacion
satisfactoria de la densidad crece exponencialmente en relacién con la dimension
consideradal®. Por lo tanto, cuando tengamos un amplio niimero de variables preci-
saremos de una cantidad ingente de datos para obtener una estimacion fiable de la
densidad.

Otro importante método alternativo propuesto es la regresiéon logistica, al que
dedicamos la seccién siguiente.

15Ver Silverman (1986)
16Ver Silverman (1986), tabla 2.2.
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10.8. Regresion logistica

Este método de regresion aporta en muchos casos una estrategia bastante satis-
factoria cuando las distribuciones consideradas no son normales, e incluso cuando
algunas de las variables son discretas o cualitativas. En esta seccion nos limitaremos
a una breve descripcion del método. Para un estudio mas detallado, remitimos al
lector al capitulo 8 del volumen dedicado a los Modelos Lineales.

Efectivamente, un problema de clasificacién puede entenderse como un andlisis de
regresion en el cual, las p variables consideradas actiian como explicativas, mientras
que la variable cualitativa de asignacion al grupo, que es la que se pretende predecir,
desempena por lo tanto la funcién de variable respuesta. Por razones didacticas,
consideraremos el problema de clasificacién respecto a dos distribuciones, a las que
asignamos los valores 0 y 1, que se resolverd mediante la regresion logistica binaria.
Posteriormente, daremos la clave para pasar al caso general, que se resuelve mediante
la regresion logistica multinomial.

Pues bien, en el caso binario tenemos una variable dependiente dicotémica. Resul-
taria pues en todo punto descabellado intentar ajustar los datos observados mediante
una regresion lineal, dado que en ese caso el rango de la variable dependiente seria
toda la recta real. Debemos pues considerar funciones cuya imagen sea el conjunto
{0,1}, o mejor el intervalo [0, 1], de tal forma que si el valor resultante es inferior
a 0.5 tomamos el cero y si es superior el 1. De entre las funciones continuas de R
en [0, 1] destacamos la funcién de distribucién del modelo probabilistico N(0,1) y la
funcién logistica
62
Cl4er

El uso de la primera da lugar a los modelos probit y el de la segunda a los modelos

L(2) (10.11)

logit o de regresién logistica. Son estos ultimos los més utilizados y los que nos ocupan
en estos momentos. En el capitulo 8 del volumen dedicado a los Modelos Lineales se
razona la utilidad de esta funcién cuando se aborda un problema de discriminacion.

Para ser breves diremos que, si Z denota el vector aleatorio p-dimensional de
variables observadas e Y la variable (dicotémica en este caso) de asignacién a grupo,
que se supone también aleatoria, y se verifica!”

ZlY =i~ Ny(ui,2), i=0,1,

UEX

se sigue entonces de la regla de Bayes (cuestién propuesta) que, si X = —(1|2) y

1"Téngase en cuenta que en el modelo condicional consideramos los supuestos del manova y, por
lo tanto, de la estrategia lineal.
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B = (8o, B,
P(Y =1]Z) = L(XP) (10.12)

donde
— l—p I y—1 I -1
o = 10%7‘*‘#12 = P o,
Bo= 7o — ).

La estimacién de los pardmetros del modelo no se realizara por el método de minimos
cuadrados sino por el de maxima verosimilitud, es decir, se buscardn los valores de (3
v 1 que maximicen el logaritmo de la funcién de verosimilitud de la distribucion con-
dicional H?:l PYI2=% donde n es el tamaiio de muestra y z; el vector p-dimensional
de observaciones correspondientes al dato j-ésimo de la misma. Los detalles referen-
tes a los problemas de estimacién y contraste de hipétesis podemos encontralos en el
capitulo 8 del primer volumen.

Hay que recordar que el uso de la funcién logistica se ha argumentado partiendo
de los supuestos de normalidad e igualdad de las matrices de covarianzas, los mismos
de la estrategia lineal. No obstante, esta técnica tiene como principal ventaja su
robustez, siendo su &mbito de aplicacién bastante amplio.

Cuando se trabaja con una variable discreta tenemos la opcién de calcular la
media o media ponderada de los datos que coinciden en esa variable. Si se trabaja
con variables cualitativas, conviene especificarlas como tales para que el programa les
asigne las correspondientes variables ficticias.

En el caso de que la clasificacion se realice respecto a r grupos, la técnica a utilizar
es similar. Si suponemos ahora que la variable de asignacién al grupo Y toma valores
en {0,1,...,7 — 1} y sigue, no un modelo de distribucién binomial, como en el caso
anterior, sino un modelo multinomial, se sigue por razonamientos en todo analogos a
los anteriores que existen aq,...,a,_1 € Ry fy,...,0,_1 € RP, tales que

coitBiz '
= r—1 a;+0 2! t= 1
1+ ijl e b

Lo cual se relaciona nuevamente con la funcion logistica. La técnica a desarrollar, de-

pY=ilz=: R (10.13)

nominada analisis de regresion logistica multinomial, es andloga a la anterior aunque,
l6gicamente, més compleja.

10.9. k-proximidad

Este método podria considerarse una variante de las estrategia lineal. Recordemos
que ésta iltima consiste en asignar la observaciéon x a la distribucién que la haga més
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verosimil, lo cual equivale a adjudicarlo al centroide méas préximo segin la distancia
de Mahalanobis

& (2,7)) = (= 7))'S; (e =), j=1,...m
El método de la k- proximidad consiste en seleccionar un entero k y considerar, para
la observacién x, las distancias
d*(z, ;)
donde z; recorre todos los valores de las r muestras. Se considera entonces los k
puntos mas cercanos a x seglin esta distancia, de manera que tendremos k; puntos

correspondientes al grupo j-ésimo, de tamano nj, j = 1,...,r. Se verifica, por tanto,
T T
E kj =k, E n; =n.
=1 =1
Entonces, se asigna la observacién al grupo que maximice el cociente
k.
' .
=, J= 1,...,m.
nj

Al igual que sucediera en el caso de la estimacién de densidades, la estrategia se ve
sensiblemente afectada por la eleccién de k, y no se dispone de un criterio universal
para determinarlo. Se aconseja en todo caso probar con distintos valores y escoger el
que aporte el mejor resultado en la validacién posterior.

Cuestiones propuestas

1. Probar que var;[U] = A%

2. Probar (10.5).

—i i\ 2
3. Demostrar que >7_; n; (W — W)

j — tl

4. Consideremos un problema de clasificacion de una observacién respecto a dos
distribuciones con idénticas probabilidades a priori, donde la funcién de pérdida
verifica

W(11) =W (2|2) =0, W(1]2)=W(2[1)=1.
Si las distribuciones se ajustan satisfactoriamente a sendos modelos normales
con matrices de covarianzas idénticas y se utiliza la estrategia de clasificacion
lineal, la probabilidad de cometer error en la clasificacién o, equivalentemente,
el riesgo asociado a dicha estrategia, debe ser muy pequena. ;Puedes matizar
esta afirmacién en virtud de resultados ya conocidos?
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. Razona cémo y cuando se justifica la reduccién a dimensién 2 (mapa territorial)

en el problema de clasificacion de una observacién respecto a r modelos de
distribucién p-normales con matriz de covarianza comun.

. Relacionar la perspectiva de éxito en un problema de clasificacién con el resul-

tado del manova.

. Deducir detalladamente las expresiones de o y § correspondientes a la regresién

logistica binaria. Deducir asimismo los coeficientes que se obtendrian en el aso
multinomial.

. Obtener (10.12).

. Obtener las probabilidades PY1#=%({i}), i = 0,1,...,r — 1, en el caso de la

regresion logistica multinomial.



Capitulo 11

Analisis factorial

El analisis factorial tiene como objetivo la representacién de las p variables del
vector aleatorio como puntos de un espacio de la menor dimensién posible, de manera
que las variables con una fuerte correlacion lineal directa queden préoximas en el grafi-
co obtenido. Se trata pues, al igual que el andlisis cluster que veremos en el proximo
capitulo, de un método de formacién de conglomerados, con la diferencias de que,
mientras en este ultimo se agrupan datos por un criterio de similitud a determinar,
aqui agruparemos variables en virtud de un criterio de correlacion lineal. Agrupar las
variables partiendo de la mera observacion de la matriz R es francamente complicado
cuando su numero es grande, de ahi que precisemos, como paso previo, de una técnica
de simplificacion. Dicha técnica estd estrechamente ligada al anélisis de componentes
principales. Tanto es asi que con frecuencia se confunden ambas disciplinas, sin bien
el objeto final de las mismas es francamente dispar. No obstante, ambas se basan,
fundamentalmente, en la diagonalizacién de la matriz de covarianzas o correlaciones.
En lo que sigue, trabajaremos con las variables previamente tipificadas, como ya lo
hicimos en el andlisis de componentes principales, lo cual equivale a centrarnos en el
estudio de la matriz de correlaciones R en lugar de la matriz de covarianzas S.

El anélisis factorial es una técnica multivariante que no esta exenta de polémica.
Se debe a que el modelo estadistico de partida supone la existencia de unas varia-
bles no observadas o latentes denominadas factores, a partir de las cuales se obtienen
mediante una ecuacién lineal las variables realmente observadas, salvo errores inco-
rrelados entre si. Ademads, estos factores no estan univocamente determinados, sino
que cualquier rotacién permite obtener factores igualmente validos. Desde luego, no
parece éste un punto de partida que inspire confianza. No obstante, intentaremos
dejar claro hasta qué punto es estrictamente necesaria la asuncion de este modelo a
la hora de establecer los conglomerados de variables, que es nuestro objetivo final.
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Puede consultarse Rencher (1995) y Uriel et al. (2005) para ampliar la informacién.

11.1. Planteamiento del problema

En esta seccién intentaremos explicar qué ventajas comporta la representacion de
la matriz de correlaciones R a partir de otra matriz A de menores dimensiones.

Un ejemplo

Empezaremos con un ejemplo extremo para dejar claros nuestro objetivos. Con-
sideremos una muestra aleatoria simple de tamaino n de 5 variables que aporta la
siguiente matriz de correlaciones.

10 -10 1
01 01 0
R=]-10 10 -1
01 1 0
10 -10 1

Esta matriz simétrica de dimensiones 5 x 5 puede expresarse a partir de una matriz
A de dimensiones 5 x 2 mediante

R=AN

Podemos considerar, por ejemplo, la matriz

(11.1)

=

I

\

—
oOrRr o= o

No es ésta la tnica matriz 5 X 2 que nos permite reconstruir R. Podemos optar
también, por ejemplo, por la matriz

(11.2)

=
*
Il
—
R
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Decimos que se trata de un caso extremo porque dos variables cualesquiera son in-
correladas o presentan una correlacion lineal perfecta, ya sea positiva o negativa. No
hay posibilidad de término medio alguno.

Representacion de R en un espacio k-dimensional

En general, nuestro problema consiste en reproducir de la manera mas aproxi-
mada posible una matriz de correlacién a través de otra matriz A € My, con k
sensiblemente menor que p. Es decir, encontrar A € M, tal que

R~ AN (11.3)

Veamos qué beneficios se derivarian de semejante reproduccién: dendtese por Ay, ..., A,
los vectores de RF que constituyen, traspuestos y por ese orden, las filas de A. Es
claro que el vector \; estd asociado a la variable aleatoria i-ésima, pues la matriz R

se expresaria, aproximadamente, como sigue:

Al (A Ap)
R~ : : (11.4)
Ao A 1P
Dendtese por ¥ la matriz diferencia R — AN’ € M, es decir,
rij =N Ng) F iy, 1<4,5<p (11.5)

Si la aproximacién (11.4) es satisfactoria, podemos identificar, en lo que respecta al
problema de correlacién lineal, cada variable con su correspondiente punto A; € R”.
JEn qué sentido? En primer lugar, se siguen de (11.5) y de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz las siguientes desigualdades

T—riy < i+ + V10 [N = Al (11.6)
L4y < Jul + V149 - [ + Al (11.7)

Por lo tanto, si A; y A; son puntos préximos segun la métrica euclidea, es decir, si
A — Ajll = 0, se sigue de (11.6) que la correlacién lineal entre las variables i-ésima
y j-ésima serd préxima a uno, tanto mds cuanto mejor sea la aproximacién (11.4) y
cuanto mayor sea la cercanfa entre los puntos. Andlogamente, se sigue de (11.7) que,
si A; se aproxima al opuesto a A;, es decir, si [|A\;+ ;|| = 0, la correlacién entre ambas
variables serd préxima a -1. Por tltimo, si los puntos A; y A; se sitiian en direcciones
aproximadamente perpendiculares, es decir, si (A;, A;) = 0, se sigue directamente de
(11.5) que las variables correspondientes son practicamente incorreladas.
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Por lo tanto, mediante la observacién de p puntos en un espacio k-dimensional
podemos llegar a determinar, en el mejor de los casos, grupos o conglomerados de
variables, de manera que las variables de un mismo grupo presenten fuertes corre-
laciones lineales, ya sean positivas o negativas, mientras que las correlaciones con
las variables de otros grupos serd muy débil. Dado que esta clasificacion se realiza
atendendiendo a criterios de proximidad y perpendicularidad, el nimero de conglo-
merados no puede exceder en ningun caso la dimensién del espacio en cuestiones, es
decir, k.

Veamos un ejemplo grafico con ocho variables. Supongamos que la matriz de
correlaciones R puede reproducirse salvo pequenos errores mediante un matriz A de
dimensiones 8 x 2. Las fila se corresponden con puntos de R? que se representan como
sigue:

56

En este caso, la interpretacién es clara: las variables 1,5 y 6 correlacionan fuerte
y directamente entre si; lo mismo sucede con 3 y 7 que, su vez, correlacionan fuerte
pero inversamente con las primeras; por otra parte las variables 4 y 8 correlacionan
fuerte y directamente entre si e inversamente con 2; estas tres ultimas variables son
practicamente incorreladas con las anteriores. Por ultimo, la variable 9 presenta una
correlacién moderada con todas las demés. En consecuencia, pueden distinguirse
claramente dos conglomerados de variables y otra variable mas que queda en una
situacién intermedia.

Rotacién de la soluciéon

Se ha dado pues la circunstancia de que todos los puntos salvo uno, el 9, quedan
recogidos en dos direcciones perpendiculares. Una rotacién en R? que convirtiera esas
direcciones en ejes de coordenadas podria facilitar la interpretacion del resultado. Esta
podria ser la solucién:
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Como vemos, tenemos dos claros conglomerados de variables se identifica con uno
de los ejes de coordenadas. Hay que tener en cuenta que la aplicacién de una rotacion
I' € Okxi a los valores Aq,..., A, no afecta a la ecuaciones (11.5). Efectivamente,
si se verifica que R = AA’ + U, también se verificarda R = A,A, + U para A, =
AT, es decir, cualquier rotacién que apliquemos a una solucién A conduce a un
idéntica reproducciéon de la matriz de correlaciones. Una soluciéon que identifique
los conglomerados de variables con los ejes de coordenadas es mas comprensible,
en especial cuando k > 2, y ese serd, por lo tanto, nuestro objetivo. En definitiva,
buscamos una matriz ortogonal I' tal que las componentes de los vectores I'\; sean
proximas a £1 6 a 0, de manera que queden claramente asociados a un eje. Existen
diversas técnicas para intentar conseguirlo. Destacamos dos de ellas:

= Rotacién varimax: busca la méxima varianza entre las columnas de AT'. Por
lo tanto, pretende asociar a cada eje el menor ntiimero posible de variables.

= Rotacién cuartimax: busca la méxima varianza entre las filas de AT". Por lo
tanto, pretende asociar a cada variable el menor nimero posible de ejes.

Existen otros métodos, como el equamax, asi como otro tipo de rotaciéon denominada
oblicua asociadas a matrices no ortogonales que, por lo tanto no son rotaciones en
el sentido estricto de la palabra. Podemos encontrar més informacién al respecto en
Rencher (1995) y Uriel et al. (2005).

Fases en la resolucién del problema

Teniendo esto en cuenta, distinguiremos cuatro fases en la resolucién del proble-
mas

1. Analizar las condiciones.
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2. Buscar una matriz A que, con el menor niimero posible de columnas reproduzca
lo més presisamente posible la matriz de correlaciones R.

3. Una vez escogida A, comprobar que, efectivamente, proporciona una reproduc-
cién satisfactoria de la matriz de correlaciones.

4. Buscar la rotacién que acerque lo més posibles los puntos fila de A a los ejes de
coordenadas.

LA qué condiciones nos referimos en el primer apartado? Pues depende de qué pre-
tendemos conseguir exactamente, y la respuesta es simplificar el problema de corre-
lacién agrupando las variables en pocos conglomerados. Es decir, querriamos pocos
conglomerados y muchas variables en cada uno de ellos. La situacién que més se
aleja de esta simplificacién es la incorrelacién entre todas las variables, que se corres-
ponderia con una matriz de correlaciones igual a la identidad. Esta hipétesis podria
contrastarse mediante el test de Barlett, de manera que un resultado no significativo
abortaria el andlisis factorial pues no permitiria ninguna reduccién de la dimension
original.

También hemos de tener en cuenta que, con el esquema deseado, los coeficientes
de correlacién al cuadrado deben ser muy altos o muy bajos, mientras que las corre-
laciones parciales al cuadrado entre dos variables cualesquiera dadas las demas deben
ser muy bajas. jPor qué? Si las variables pertenecen a distintos conglomerados parece
relativamente claro; si pertenecen a un mismo conglomerado y éste es suficientemen-
te numeroso, el resto de las variables que lo configuran se encargaran de reducir la
correlacién parcial. Partiendo de esa idea se propone el coeficiente KMO!:

DT
Dl Th + D Ol

donde los rgjs denotan las correlaciones y los agjs., las correlaciones parciales dadas

KMO :=

las demés variables. Un valor alto de KMO invita al optimismo en lo que respecta a
la simplificacién del problema. En la practica, se considera que con KMO < 0,60 el
andlisis factorial no aportarda una simplificacién satisfactoria.

El tercer apartado lo hemos estudiado ya, aunque brevemente. El cuarto apartado
estd muy claro: una vez escogida la matriz A se calcula MCR = AA’ (matriz de
correlaciones reproducidas) y se evalia su diferencia con R, la cual se denomina
matriz residual, que ha sido denotada anteriormente por V. Se trata, obviamente, de
que sus componentes sean proximas a 0. Respecto al apartado 2, falta todavia por
concretar cémo se escogen k y A. Es lo que veremos en las siguientes secciones.

1Kaiser-Meyer-Olkin.
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En el primer ejemplo, se obtiene una matriz A (11.1) que proporciona dos con-
glomerados perfectos de variables: el primero compuesto por las variables 1,3 y 5
(3 correlaciona inversamente); el segundo estd compuesto por 2 y 4. Se trata, como
dijimos, de un caso extremo, pues las correlaciones dentro de los conglomerados son
perfectas, al igual que las incorrelaciones entre conglomerados distintos. En este caso,
KMO =1 y la matriz ¥ es nula (pues R es de rango 2). Ademds, esta solucién iden-
tifica el primer conglomerado con el eje OX y el segundo con OY. Por lo tanto, no
precisa ser rotada. No obstante, la solucién (11.2) es una de las infinitas soluciones
que pueden obtenerse a partir de la anterior mediante una rotacién. La configuracion
de los conglomerados no depende, como vemos, de la solucién escogida.

11.2. Meétodo de componentes principales

En esta seccién expondremos la manera méas natural de descomponer la matriz
de correlaciones en un producto del tipo AA', con A € M. Se trata pues de una
técnica para afrontar la segunda fase del estudio, segin vimos anteriormente.

Ya hemos comentado que, con frecuencia, se confunden los anélisis factorial y
de componentes principales, y habria que pensar hasta que punto se trata de una
confusién puesto que la aplicacién del analisis e componentes principales es la forma
mas natural reducir la dimensién original del problema y, por lo tanto, de configurar
los conglomerados de variables.

Diagonalizacion de R

La idea es muy simple. Sabemos que el andlisis de componentes principales se
basa en la descomposicion candnica de una matriz simétrica, que en este caso va a
ser la propia matriz de correlaciones

R=GDG'

donde D es la matriz diagonal de los autovalores ordenados de mayor a menor y G
una matriz ortogonal cuyas columnas son los respectivos autovectores. Razonando en
términos heuristicos, podemos distinguir entre autovalores grandes, los k primeros, y
pequenos los p — k restantes. El nimero k se determina de tal forma que p~! Zle d;
supere cierta cota a convenir. Tener en cuenta que, al tratarse de variables tipificadas,
p es la varianza total del vector aleatorio y, por lo tanto, la fraccién anterior se
denomina proporcién de varianza total explicada por las k primeras componentes
principales. Incidiremos un poco mas adelante en esta cuestion.
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Si los k primeros autovalores y autovectores se agrupan, respectivamente, en las
matrices D; y G; y hacemos lo mismo con los p — k restantes la descomposicién
anterior queda como sigue:

Dy| 0 G y y
R - (G1|G2) ( 01 D2 ) ( G/; > = G1D1G1 +G2D2G2 (118)
Denétese

A=G D) € Mpur, U =GaDyGh € My,

En ese caso, teniendo en cuenta que los autovalores de Dy se han escogido de manera
que sean proximos a 0 y que ninguna componente de G5 puede ser superior a 1 pues
sus columnas las constituyen un sistema ortonormal de vectores, se tiene que

R=AN+V, W~0 (11.9)

Asi pues, ya tenemos lo que queriamos.

Regresién respecto a las componentes principales

Analicemos el resultado en términos de las componentes principales. La matriz Z
de datos que corresponde a la observacion de las p variables tipificadas en los n indivi-
duos estudiados y la matriz U € My, correspondiente a las componentes principales
se relacionan mediante Z = UG'. Podemos expresar la matriz U por columnas de la
forma U = (Uy,Uz) de acuerdo con la descomposicién anterior de D y G. Entonces, si

se denota F = UDl_l/2 y E = UyGY, obtenemos la igualdad

Z=FA +E, (11.10)

Con E ~ 0. La matriz F, de media 0 y matriz de varianzas-covarianzas identidad,
recoge las k primeras componentes principales, salvo una homotecia. Nos permitire-
mos el abuso de denominarlas igualmente componentes principales. La matriz E tiene
también media 0 y es incorrelada con F.

Esto es en definitiva lo que ya sabemos por el corolario 7.6, es decir, que los datos
originales pueden reconstruirse de manera muy precisa partiendo de las k primeras
componentes principales. Concretamente, si Z, F; y E! denotan las i-esimas filas de
Z,FyE,donde i =1,...,n, la ecuacién (11.10) equivale a

Es decir, salvo los errores E;, tenemos una ecuacién lineal que relaciona las observacio-
nes Z; con las componentes principales F;, y al componer todos los datos obtenemos
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el modelo de regresién lineal multivariante (11.10). Los coeficientes de la ecuacién
son las componentes de A. Asi, el vector \; € RF cuya traspuesta es la j-ésima fila
de A contiene los coeficientes que han de multiplicarse por los distintas componentes
principales (k en total) para obtener (aproximadamente) los n valores correspondien-
tes a la j-ésima variable. Segtin se ha obtenido A y teniendo en cuenta (7.27), queda
claro que A es la matriz de cargas compuesta por las correlaciones entre las variables
originales y las componentes principales seleccionadas.

Podemos pues interpretar la descomposicién de R en los términos de una regresion
lineal de Z respecto a una matriz explicativa F. Primeramente, que A; >~ A; significa
que las variables i-ésima y j-ésima pueden expresarse, salvo un pequefio error, como
una casi idéntica combinacién de las componentes principales y, por lo tanto, son casi
iguales (lo cual equivale a 7;; >~ 1, pues estan tipificadas); que \; >~ —\; equivale,
por el mismo razonamiento, a que las variables sean casi opuestas (lo cual equivale
a r;; ~ —1). Por otra parte, podemos aplicar cualquier rotacién I' € Oy, a los
vectores fila de A, obteniendo otra matriz A, = AI”. Si aplicamos a F la rotacién
inversa F, = FI', se conserva la ecuacién

Z=F.A +0 (11.12)

siendo también la matriz de varianzas y covarianzas de F, la identidad. Se trata
pues de una rotacién (inversa) de los ejes de coordenadas que podemos aplicar a
nuestro antojo, transformando las componentes principales en otras variables también
incorreladas cuyas varianzas suman Zle d;. En consecuencia, si A; y A; son casi
perpendiculares, existird una rotaciéon que convierta las variables i-ésima y j-ésima
en la expresion casi exacta de sendas variables incorreladas y, por lo tanto, son casi
incorreladas.

Por ltimo, una variable como la novena en el ejemplo anterior podria interpre-
tarse como una combinacién lineal de las dos primera componentes principales (o de
sus rotaciones), de ahf que correlacione moderadamente con los dos conglomerados.

Parte explicada y parte no explicada

De (11.10) se puede deducir la descomposicién (11.9) de la matriz de correlaciones
R, evidenciando la correspondencia de los sumandos AA’ y ¥ con F y E, respectiva-
mente. De hecho, podemos entender AA’ como la parte de R explicada por F y, en
definitiva, por las componentes principales seleccionadas. La varianza total de FA’ se
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obtiene mediante

varp[FA'] = tr [n 'AFFA’] = tr[AN]

tr[G1 DG = tx[Dy] = ) d;

Jj=1

. . 11—k . .y
En ese sentido dijimos anteriormente que p=* " i1 d; se entiende como la proporcién
de varianza total explicada por las k primeras componentes principales. Ademés,
trabajando directamente con la matriz A se tiene también

V4 k
Dodi = IINIP=D N (11.13)

j=1 j=1 i=1 j=1

Por lo tanto y en particular, cada sumando Y ;_, )\?j, 7 =1,...,k se interpreta como
la parte de variabilidad total explicada por la j-ésima componente principal.

Si, para i = 1,...,p, se denota h? = ||\;]|? (téngase en cuenta que este niimero
permanece invariante si a A se le aplica una rotacién), la parte diagonal de la ecuacién

matricial (11.9) queda como sigue
1= h? + by, i=1,...,p. (11.14)

El término h? expresa la parte de la varianza de la i-ésima variable reproducida por
A o, equivalentemente, explicada por la matriz explicativa F, mientras que 1; expresa
el error cometido al intentar reproducir la varianza i-ésima A o, equivalentemente, la
parte de a varianza no explicada por la matriz F. De (11.13) se sigue que la proporcién
de varianza explicada por la k primeras componentes principales es igual a la media
aritmética de los términos h?, que se denotars por h.

Este término puede servir para acotar las diferencias entre los términos de R y
los de la matriz de de correlaciones reproducidas AA’. Los elementos de la diagonal,
Wy, i = 1,...,p, estdn acotados por 1 — h. Para acotar los elementos de fuera de
la diagonal, v;;, © # j, es decir, las diferencias entre las correlaciones reales y las
reproducidas por A, hemos de tener en cuenta la descomposicién (11.8) junto con la
desigualdad de Cauchy-Schwarz. De esta forma se tiene que

v S\P(L=h),  i#] (11.15)

Esta desigualdad es, no obstante, bastante conservadora. Podemos apurar mas si
sustituimos h por p~'dp1.
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Otro ejemplo

Veamos otro ejemplo. Presentamos la matriz de correlaciones muestral R corres-
pondiente a la medicién de 4 variables psicolégicas sobre 5 individuos:

1,000
0,206 1,000

0,881 —0,022 1,000
0,995 0,326 0,867 1,000

Se observa una fuerte correlacion entre las variables 1, 3 y 4 que, por otro lado, corre-
lacionan débilmente con 2, lo cual nos induce a probar con un analisis de dos factores.
Es un caso claro de aplicacion del andlisis factorial, y ademds extraordinariamente
sencillo, pues una simple ojeada a la matriz R determina los grupos a formar.

Mediante el método de componentes principales representamos la matriz R me-
diante R ~ AA’ donde

0,992 —0,007
A 0,315 0,945
0,911 —0,347
0,991 0,026

En este caso, obtenemos los siguientes h?’s:
h?=0,984, h3=0,992, h2=0,950, ,h3=0,983

Podemos apreciar una excelente aproximacién a las distintas varianzas. De hecho, la
proporcion de varianza total explicada, que puede calcularse como la media aritmética
de los cuatro términos anteriores, es

h=0,977

Asi pues, podemos acotar

Irij — A\ < VA1 = 0,977) = 0,303, i # j.

Si conociéramos el tercer autovalor de R podriamos obtener una cota més baja. Ob-
servando la matriz A podemos hacernos una idea bastante clara de los conglomerados
de variables existentes. De todas formas, una rotacién tipo varimax aporta una solu-

cién mas clara aun:

0,969 0,216
A 0,094 0,992
) 0,965 —0,133

0,960 0,248
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Puede observarse claramente que las variables 1,3 y 4 se asocian al eje OX (correlacio-
nan entre si y positivamente), mientras que 2 se asocia al eje QY es decir, correlaciona
débilmente con las demas.

11.3. Modelo basado en el concepto de factor

Con lo visto hasta ahora ya estamos en condiciones de resolver integramente
nuestro problema sin necesidad de anadir nada mas. Hemos de tener en cuenta que,
hasta el momento, no ha sido necesaria la imposicién de ningin supuesto estadistico.
Por contra, nada nos garantiza a priori una reduccion satisfactoria de la dimension ni
una configuracion clara de las variables como solucién final. En aras de obtener una
solucién lo mas satisfactoria posible, puede resultar apropiado, aunque controvertido,
establecer un modelo estadistico de partida para nuestro estudio, lo cual supondra la
aceptacion de una serie de supuestos, cosa a la que estamos méas que habituados.
Pero decimos controvertido porque el modelo se basara en la existencia de ciertas
variables latentes denominadas factores. Con el término latentes queremos decir que
estas variables no se observan en la realidad. ;A qué nos referimos pues?

Hemos visto en la seccién anterior un par de ejemplos. En el segundo de ellos
teniamos un par de conglomerados de variables muy bien configurados: el primero
compuesto por las variables 1, 3, 5, 6 y 7, mientras que el segundo lo constituyen
2, 4 y 8. Hay que anadir una novena que queda entre ambos conglomerados. Dos
variables que pertenecen a un mismo conglomerado pueden expresarse linealmente
una a partir de la otra con bastante precisién. Si las suponemos tipificadas, como es
nuestro caso, ello se traduce en que las variables son practicamente iguales u opuestas.
En definitiva, todas las variables de un mismo conglomerado poseen algo en comun,
y ese algo no guarda relacion lineal con las variables de un conglomerado distinto.
Ese algo que, estrictamente hablando no es sino una clase de equivalencia, es lo que
denominamos factor, y puede tomar como representante a cualquiera cualquiera de
las variables del conglomerado. Efectivamente, es claro que conocida una de ellas
obtendremos casi con exactitud el resto. En nuestro teoria, los factores seran unas
variables incorreladas no especificadas.

El modelo del andlisis factorial consiste en llevar un poco mas lejos la ecua-
cién (11.11). Partiremos de una muestra aleatoria simple de tamafio n de un vector
aleatorio p-dimensional de componentes X7, ..., X, con media g = (p1,..., 1) y
matriz de varianzas-covarianzas Y, y supondremos que existen un vector aleatorio
k-dimensional f de media 0 y componentes fi,..., fi incorreladas con varianza 1,
denominadas factores, y otro vector p-dimensional £ de componentes &, ...,E, e
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incorrelado con f, tales que X puede expresarse mediante el sistema de ecuaciones
lineales

X1 — M1 = /\llfl + ...+ Alkfk + 51
: : : : (11.16)

XP —Hp = Aplfl + ot Apkfk + gp
Los coeficientes )\;; componen una matriz A € M« que permite expresar matricial-

mente (11.16) mediante
X—p=Af+E& (11.17)

donde
(a) E[f] =0, Cov[f] = Idpxk
(b) Cov[f,€] =0
De todo ello se sigue inmediatamente que E[E] = 0, que Cov[X, f] = A y que
¥ = AA' + Cov[€] (11.18)

Sabemos, por lo visto en el capitulo dedicado al analisis de componentes principales,
que un modelo de este tipo se verifica automdaticamente sin mas que escoger como
factores las k primeras componentes principales de X divididas por sus desviaciones
tipicas y, como &, las p — k tltimas, multiplicadas matricialmente por sus correspon-
dientes autovectores de 3.

Nuestro objetivo serd estimar la matriz A porque, aplicando los mismos razona-
mientos de las secciones anteriores, nos permitird identificar nuestras variables con
puntos de R* para asf agruparlas en conglomerados en funcién del grado de correlacién
lineal. Igualmente, podemos aplicar una rotacién I' € Oy, al vector f de factores
obteniendo un nuevo vector f, = I'f de tal manera que las ecuaciones (11.17) y
(11.18) se siguen verificando con A, = AI”. En cosecuencia, cualquier rotacién de los
factores conduce a k nuevos factores igualmente vélidos, es decir, que el vector f no
estd univocamente determinado. Se buscara la versién f, que permita una interpre-
tacién mas clara de la matriz A, correspondiente. Normalmente, como ya sabemos,
se procurara representar los conglomerados sobre los distintos ejes, de manera que se
identificaran ejes con factores.

En lo que sigue, impondremos una condicién adicional a nuestro modelo. En
términos heuristicos podriamos formularla asi: la variabilidad de cada componente
X, descompone en una parte comun a todas las componentes més otra puramente
especifica. En términos formales, el enunciado seria éste:
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(c) cov[&;, &l =0, para todo ¢ # j.

En consecuencia, la matriz ¥ = Cov[£] serd diagonal y la ecuacién (11.18) podra ex-
presarse mediante

U=AN+ Y, (11.19)

de manera que, si para 7 =1,...,p, se denota

k
E? = ZA?]
j=1

se sigue de (11.19) que

var[X;] = Qf—l—f“
k
cov[X;, Xi| = Y Apdy, i
j=1

Los términos ﬁ? 1 < i < p, se denominaran comunalidades pues expresan la parte
de cada varianza explicada por los factores comunes. En contraposicién tenemos los
términos ¥, 1 <@ < p, que denominaremos varianzas especificas, pues expresan
la parte de cada varianza no explicada por los factores comunes sino por un error &;
especifico de cada variable, en el sentido de que, segiin nuestro modelo, los p errores
son incorrelados. Por lo tanto, se verifica que, mediante la matriz AA’, podemos
reproducir de manera aproximada las varianzas de las componentes X y de manera
exacta las covarianzas.

Esta suposicion es muy controvertida y en absoluto contrastable, dado que nuestro
modelo se construye a partir de un cierto nimero de variables no observadas. Sera,
no obstante, de utilidad a la hora de estimar la matriz A.

Lo dicho hasta ahora se enmarca en un contexto puramente probabilistico. Debe-
mos traducirlo pues al lenguaje estadistico. Recordemos que partimos de una muestra
aleatoria simple de tamaitio n del vector aleatorio (X7,..., X, f1,..., fi) en las condi-
ciones supuestas. Notese que las k tltimas componentes de cada unidad experimental
no son observables. Cada unidad experimental satisfard la ecuacién (11.17) junto con
las propiedades (a), (b) y (c). Dado que nuestro propdsito es la estimacién de la
matriz A, procederemos a descomponer, de la manera méas aproximada posible, la
matriz de covarianzas muestral S de forma andloga a la descomposicién (11.18) de
¥, es decir, de la forma

S~ AN + T
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con A € My vy ¥ € M,, diagonal y semidefinida positiva. De esta forma, A y ¥
constituiran sendos estimadores de A y W, respectivamente. Ya hemos comentado al
principio del capitulo que es habitual trabajar con las variables tipificadas, cuya ma-
triz de covarianzas es la matriz de correlaciones P de las variables originales. Asf pues,
en lo que sigue nuestro objetivo serd obtener A y ¥ > 0 diagonal tales que

R~ AN + U (11.20)

Las comunalidades h} se estimaran, logicamente, mediante h? = Z?Zl A% por su
parte, las varianzas especificas se estimaran mediante 1; = 1 — h?, de manera que
(11.20) sea una ecuacién exacta, al menos para los elementos de la diagonal. Como
podemos ver, estamos en las mismas condiciones de la seccién anterior con la salvedad
de que la matriz W ha de ser diagonal. De hecho, el método de componentes principales
que estudiamos en dicha seccién sigue siendo perfectamente vélido en este contexto: se
desecha la parte de R asociada a los autovalores mds pequenos obteniéndose R ~ AA’.
La matriz ¥ se estima entonces como la parte diagonal de R — AA’. Posteriormente
se procede a la rotacion de la solucién.

Estd claro que la polémica propiedad (c) no se tiene en cuenta a la hora de
aplicar el método de componentes principales. Sin embargo, existen otras técnicas
de estimacién de A que si se basan en dicho supuesto, entre las que destacamos
brevemente dos: el método de los ejes principales y el de maxima verosimilitud.

Método de los ejes principales

Recordemos que el método de componentes principales realiza una estimacién de
A, de la cual se deriva la estimacion de ¥ como la diagonal del residuo. En este caso,
procederemos al contrario: realizaremos una estimacién inicial (R — W)y de P — U y,
entonces, determinaremos una primera estimaciéon A; de A eliminado la parte de la
primera correspondiente a sus p — k ultimos autovalores, con lo cual se verificara

Sabemos que la matriz P — W deberia expresarse de la siguiente forma:

2
ﬁl T2 ... Tip
. 2 ]
T21 ﬁ2 s Ty
2
Tp1 Tp2 .. hp
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Los elementos fuera de la diagonal son ya conocidos. Necesitamos conocer estimacio-
nes de las comunalidades. Teniendo en cuenta el significado de estos términos segin
nuestro modelo?, suele estimarse cada comunalidad i} mediante

h:(0) == R}

siendo R? el coeficiente de correlacién miiltiple de la i-ésima variable respecto al resto.
Dicho coeficiente puede expresarse (cuestién propuesta) de la forma

1

—
/,«ll

R=1- (11.21)

donde r# denota el i-ésimo elemento del eje® o diagonal de R~!. Es preciso que R

no sea singular para poder estimar de esta forma las comunalidades. Si lo fuera, se
. ; . 2 .

estimarfa cada comunalidad h; mediante

h(0) :=méx{r}; : j =1,...,p}.

7

Una vez obtenido obtenido (R — W)y, se determina una primera estimacién de A,
A(1), tal que

(R— W)y ~ A(DA(LY,
eliminando la parte de (R — W), correspondiente a sus p — k tltimos autovalores. De
esta forma, la proporcién de varianza explicada por los k factores se estima mediante

Z?:l d
tr(R—¥)o’
siendo dy, ..., d; los k primeros autovalores de (R — W)y. Tener en cuenta que la
matriz (R — W)y no es necesariamente semidefinida positiva, y puede llegar a tener
autovalores negativos. Por tanto, el anterior cociente puede ser mayor que 1. Esta
situacién problematica se denomina caso Heywood. Una vez estimadas las cargas
factoriales, podemos mejorar la estimacién inicial de las comunalidades mediante
k
R =) M\(1)% i=1,....p.

j=1
De esta forma, podemos construir una nueva estimacién (R — ¥);, sustituyendo las
comunalidades iniciales por las nuevas, y realizar una nueva estimacién de la matriz
de A, A(2), de manera que

(R—T);, =~ A(2)AQ2)

2Entiéndase como la parte de la varianza explicada linealmente por los factores comunes a todas
las variables.
3De ahf su nombre.
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Este proceso puede continuar de forma iterativa hasta que las comunalidades se es-
tabilizan. Si se presenta un caso Heywood, el ordenador puede optar por finalizar el
proceso.

En la practica, los dos métodos estudiados hasta el momento presentan resultados
muy similares cuando existe una gran cantidad de variables o cuando las correlaciones
entre éstas son fuertes.

Método de maxima verosimilitud

Este método es bastante complicado desde el punto de vista operacional. Ademé&s
requiere como hipdtesis que el vector X siga un modelo de distribuciéon p-normal.
Se trata de buscar los estimadores de méaxima verosimilitud de A y ¥, que se ob-
tienen igualando a 0 las distintas derivadas parciales y resolviendo las consiguientes
ecuaciones lineales. La solucién no estd univocamente determinada, por lo cual es
necesario afiadir a las condiciones del modelo la restriccién de que la matriz A’ 1A
sea diagonal. Entonces se busca primero la estimacién de A y, posteriormente, la de
V. Las ecuaciones se resuelven por un método iterativo.

No obstante su complicacion, este método tiene dos importantes ventajas: en
primer lugar, nos proporciona un test para contrastar una hipétesis inicial que puede
indentificarse parcialmente con las condiciones del modelo para k factores. Se trata
del test de razén de verosimilitudes, cuyo estadistico de contrate es el siguiente?:

2p — 4k 4+ 11 |[AA + 0|
n————— |In|{ ——— |,
6 S|
que se compara con el correspondiente cuantil de la distribucién

2
XL ((p—k)2—p—H

Si se rechaza la hipétesis alternativa hay que considerar la posibilidad de introducir
mas factores. No obstante, este método es bastante exigente en ese sentido, es decir,
si lo aplicamos rigurosamente acabaremos introduciendo demasiados factores.

La otra ventaja de este método estriba en que el multiplicar la variable ¢-ésima
por una cte ¢ sélo conlleva multiplicar los coeficentes de A relativos a dicha variable
por y/c. Por tanto, las matrices R y S aportan filas proporcionales en la matriz A.
Para mds detalles, consultar Rencher (1995) y Uriel et al. (2005).

“En este caso, no deberfamos trabajar con datos tipificados si queremos asumir la normalidad

bt
=]
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11.4. Ejemplo

Para terminar vamos a ver cémo quedarian configuradas las variables tipificadas
del archivo irisdata de Fisher. En primer lugar, hemos de tener en cuenta que
la especie setosa no debe mezclarse con versicolor y virginica pues su matriz de
correlaciones es netamente diferente a las del resto de especies. Asi pues efectuaremos
dos analisis por separado. En todo caso, los factores se extraeran mediante el método
de componentes principales y se aplicara una rotacién varimax.

En el caso de virginica y vesicolor juntas, sabemos que las dos primeras com-
ponentes principales explican el 87.82% de la varianza total. De esta forma, la re-
presentacién de las variables rotadas respecto a un modelo con dos factores es la
siguiente:

1o sepwidt
.

petwidt
.

® petleng
sepleng .

Factor 2

10 05 00 o5 )
Factor 1

Las comunalidades nos dan una idea de la fiabilidad e esta gréfica. Concretamente,
obtenemos las siguientes:

comunalidad
long-sep 0.788
anch-sep 0.997
long-pet 0.954
anch-pet 0.774

En el caso de setosa, se obtiene las siguientes comunalidades para dos factores:

comunalidad pigina
o long-sep 0.867
= anch-sep 0.881
long-pet 0.692
anch-pet 0.641
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Podemos apreciar que las variables de setosa quedan peor representadas mediante
dos factores. Concretamente, basta calcular la media aritmética de las cuatro comu-
nalidades para concluir que se explica tinicamente el 77.01 % de la varianza total. La
representacion de las variables rotadas es la siguiente:

etwidt
petignge P¢

sepleng
.

.
sepwidt

Factor 2

10 05 20 a5 Q
Factor 1

Aunque el grafico ofrece menos garantias que el anterior, muestra de forma més
clara dos conglomerados de variables: uno que se indentifica con el factor sépalo y
otro con el pétalo.

Cuestiones propuestas
1. Obtener (11.6) y (11.7).

2. Demostrar que, si se verifican las cuatro hipétesis del modelo de analisis facto-
rial, entonces Cov[X, f] = A. g

3. Probar que una rotacién en los factores no altera las condiciones del modelo ed
andlisis factorial ni el valor de las comunalidades.

4. Demostrar que ¥ = AN + 0.

5. Demostrar que, en el método de componentes principales, la media aritmética
de las comunalidades coincide con la proporcién de varianza total explicada por
la k primeras componentes principales.

6. Obtener la desigualdad (11.15).

7. Demostrar que Y 7 | X =d;, j=1,... .k
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8. Probar la igualdad (11.21). Indicacién: utilizar el lema 13.6.

9. Crees conveniente realizar un analisis factorial cuando todos los autovalores
de la matriz de covarianzas S son similares. jPuedes contrastar esta hipdtesis
mediante algin test conocido?

10. Con los datos del archivo iris.sav, comparar el diagrama de dispersién de las dos
primeras componentes principales con el de los dos primeros factores estimados.
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Capitulo 12

Analisis cluster

El anélisis cluster o de conglomerados es una técnica multivariante de agrupaciéon
de datos teniendo en cuenta su afinidad respecto a un vector Y de p variables ob-
servadas. Se trata de un método mayormente computacional, donde no es del todo
facil la aplicacién de las técnicas de inferencia estadistica. De hecho, existen varios
caminos a seguir a la hora de resolver el problema de aglomeracién sin que exista
unanimidad alguna al respecto. Ante esta disyuntiva, lo mas aconsejable es realizar
el andlisis mediante diferentes métodos y contrastar los resultados obtenidos.

Primeramente, hemos de tener en cuenta que un cambio de escala en alguna va-
riable puede afectar sensiblemente a la formacién de conglomerados, de ahi que, en
una primera encrucijada, hemos de decidir si tipificamos o no las variables. Ademas,
si existen varias variables fuertemente correlacionadas, puede que estemos sobrevalo-
rando un factor latente comin, que tendrd més peso del debido en la formacién de
los conglomerados. Por ello es necesario en ciertas ocasiones realizar un andlisis de
componentes principales y considerar la posibilidad de reducir la dimensién del vector
observado. También tendran un gran impacto en la formacién de conglomerados la
presencia de valores atipicos. Estos pueden detectarse a priori (mediante un méto-
do univariante, como la representacién del diagrama de cajas, o multivariante, como
el célculo de la distancia de Mahalanobis), o bien a posteriori, dado que los datos
atipicos constituiran conglomerados unitarios. Una vez detectados, estos datos deben
ser analizados desde el punto de vista experimental para decidir si se mantienen o
eliminan del estudio.

El capitulo se divide en tres secciones: una primera donde se establecen las distin-
tas formas de medir el grado de afinidad entre datos; en la segunda seccién se expone
c¢émo formar los conglomerados una vez seleccionada la medida de afinidad. En este
aspecto, hemos de distinguir dos métodos de aglomeracién: jerarquico y de k-medias.
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Por 1ltimo, se realiza la valoracién de los conglomerados obtenidos.

12.1. Medidas de afinidad

Presentamos a continuacion las medidas de afinidad mas utilizadas a la hora de
formar conglomerados. Todas ellas, excepto la de Mahalanobis, estdn presentes en
SPSS.

» Distancia euclidea: es la utilizada por defecto. La distancia euclidea entre

dos datos 1 = (z11,...,21p) ¥y Ta = (T21,...,29) se define mediante
p
de(wr,m2) = wr = walla = | D_ (1 — wa))2.
=1

SPSS ofrece la posibilidad de personalizar el exponente pues da opcién a con-
siderar cualquier medida del tipo

21 — 2|,

= Correlacién de Pearson: es la alternativa més popular a la distancia euclidea.
Se trata de permutar el papel que juegan los datos y las variables. De esta forma,
dados dos datos x; y 9, se calculan

p

_ 1 1 _ L
€T; = szi]} Sik = ];Z(IW — xz)(xk*] — .Tk), Z,k’ = 1, 2.
j=1

=1
Entonces, se considera el coeficiente

512

Taray = ———-
V/ $11522

Notese que un alto valor de este coeficiente se corresponde con un patrén de
comportamiento analogo de los datos x7 y z9 en relacion con las componentes
del vector Y. Una medida similar al coeficiente de correlacién es el coseno del
angulo entre los vectores z; y 5.



ANALISIS

» Distancia absoluta: se define mediante
P

do(w1,00) =) |w1; — 3.
=1

» Distancia de Mahalanobis: se define mediante
d,?n(l'l,IQ) = ((L’l — xg)'S_l(xl — {L'Q)7

donde S denota la matriz de covarianza correspondientes a las p variables. Esta
medida es de gran importancia en el anélisis multivariante, como hemos podido
comprobar. En este apartado, presenta la ventaja de que, al ser una mediada
invariante ante cambios de escala, su utilizacion permite eludir el dilema de la
tipificacion de los datos. Ademads, los datos atipicos en sentido multivariante
quedaran identificados como conglomerados unitarios.

12.2. Formacién de conglomerados

Una vez establecida una medida de afinidad o proximidad entre datos, el siguiente
paso es la formacién de conglomerados en funcién de la misma. En este sentido,
hemos de distinguir dos métodos: el jerdrquico y el de k-medias. A su vez, cada uno
de ellos puede llevarse a cabo mediante distintos procedimientos, como veremos a
continuacién.

Método jerarquico

Inicialmente se considera cada dato como un conglomerado unitario. Partiendo
de esa situacion, cada paso que se dé consistird en unir los dos conglomerados mas
prozimos entre si para formar un tnico conglomerado més grande. El procedimiento
se repite, en principio, hasta que quede un tnico conglomerado constituido por todos
los datos. El proceso de formacion de los conglomerados queda registrado y nosotros
podemos analizar el estado mas interesante, que serd aquél en el que queden patente
grandes diferencias interconglomerados y pequenas diferencias intraconglomerados.
Es decir, que en todos los pasos anteriores se unieron conglomerados proximos, pe-
ro en el inmediatamente posterior se unen dos conglomerados muy distantes. Esto
puede verse graficamente de forma muy sencilla mediante un gréfico, disponible en
SPSS, denominado dendrograma. El diagrama de témpanos aporta una informacion
similar. Mediante el andlisis de los mismos debemos pues determinar el nimero de
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conglomerados en la solucién final. No obstante, SPSS ofrece la opcion de detener
el proceso cuando se haya llegado a cierto nimero de conglomerados que podemos
especificar previamente.

Hemos dicho anteriormente que cada paso consistira en la fusion de los dos con-
glomerados més prozimos entre si. Obviamente, la proximidad se determinara en
virtud de la medida de afinidad que hayamos escogido. No obstante, ésta se aplica a
cada par de puntos, mientras que los conglomerados son conjuntos (unitarios o no).
Por ello, queda atin pendiente determinar una medida de proximidad entre conjuntos
partiendo de la medida d de proximidad entre puntos seleccionada. En ese sentido,
contamos con las opciones siguientes:

» Vinculacién intergrupos: si d es la distancia entre puntos determinada, se
define la distancia d entre dos conglomerados A y B como la media aritmética
de las distancias d(a,b) donde a € Ay b € B, es decir

d(4, B) = cardAxB Z d(a,b).

(IGA beB

= Vinculacién intragrupos:

- 1
d(A,B) = d(
(4,B) card((AUB) x (AU B) Zygw Y)-

= Vecino mas préximo:

d(A,B) = min{d(a,b): a € A, b€ B}.

= Vecino mas lejano:

d(A, B) = max {d(a,b): a € A, b€ B}.

= Agrupacion de centroides: la distancia entre A y B es la distancia entre sus
respectivos centroides (medias aritméticas).

Método de k-medias

Se utiliza fundamentalmente cuando, por las razones que sean, el nimero k de
conglomerados finales estd determinado a priori. Se trata de aglomerar todos los
datos en torno a k puntos (que se denominan semillas) en funcién de la proximidad
a éstos. En muchos caso, estas semillas son establecidas de antemano en funcién
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de conocimientos previos. En ese caso, el método consiste en asignar cada dato a la
semilla méas préxima. Al final, habremos formado tantos conglomerados como semillas
introducidas. No obstante y una vez acabado el proceso, las semillas iniciales pueden
reemplazarse por los centroides (medias) de los conglomerados finales y volver a
repetir el procedimiento de aglomeracién en torno a las nuevas semillas mejoradas.
Se trata pues de un proceso iterativo que finalizard cuando se haya alcanzado una
cierta estabilidad en las semillas, o bien cuando se hayan realizado un numero de
iteraciones que podemos determinar previamente.

Si queremos formar k conglomerados pero no contamos con semillas, puede pro-
cederse de la siguiente forma: se seleccionan k datos, bien aleatoriamente o bien los
k primeros, que seran las semillas iniciales. Los datos restantes se iran aglomerando
en torno a ellos. No obstante, si la menor semilla mas cercana a un datos dista del
mismo més que que la semilla més cercana a ésta, dicho dato la reemplaza como
semilla y conquista, por asi decirlo, su conglomerado. Al final del proceso, se recons-
truyen las semillas como centroides de los conglomerados finales y el procedimiento
se repite sucesivamente hasta conseguir cierta estabilidad en los centroides finales, o
bien cuando se hayan realizado un determinado nimero de iteraciones.

La ventaja del método de k-medias respecto al jerarquico radica en que su algorit-
mo es mucho més répido (especialmente con muestras de gran tamafo) y se ve menos
afectado ante la presencia de valores atipicos. Su desventaja estriba en la eleccién de
las semillas iniciales, que puede tener una gran trascendencia en el resultado final
y, sin embargo, son frecuentemente designadas segun criterios bastante arbitrarios.
No obstante, puede ser muy interesante la combinacion de los dos métodos: nos re-
ferimos a utilizar el método jerarquico y analizar el dendrograma para determinar
el nimero de conglomerados a formar, y utilizar como semillas los centroides de los
mismos en un posterior andlisis de k£ medias. También puede invertirse el orden: cla-
sificamos primeramente respecto a un nimero elevado m de semillas y obtenemos
m centroides finales, que se someteran a un andlisis jerarquico, de manera que los
grupos correspondientes a centroides préximos se unirdn dando lugar a un ntimero
menor de conglomerados homogéneos.

12.3. Interpretacion de los conglomerados

Una vez configurados los conglomerados definitivos, conviene caracterizarlos me-
diante un patrén de comportamiento respecto a las variables observadas. El méto-
do mas usual de caracterizacién consiste en representar los perfiles de las medias
aritméticas por variables de los distintos centroides. La interpretacién de los mismos
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excede el estudio meramente estadistico y es tarea que corresponde al investigador
experimental.

El andlisis cluster puede unirse a otras técnicas multivariantes: por ejemplo, pue-
de aplicarse un manova para ratificar la correcta separacion de los conglomerados
finales. También puede realizarse un analisis cluster como paso previo a un analisis
discriminate. En el primer andlisis se procederia a la configuracion de grupos y en el
segundo, a la clasificacién de observaciones respecto a los grupos constituidos.

Cuestiones propuestas

1. Cuando se ha propuesto el coeficiente de correlacion como medida de proxi-
midad entre datos, hemos advertido una permutacion en el papel que juegan
variables y datos. jPuedes relacionar estos con el analisis factorial? Realiza una
agrupacion de variables con los datos de psicologic.sav mediante técnicas
de andlisis cluster, y compara los resultados con los que obtendriamos con los
procedimientos del capitulo anterior.

2. Aplica un analisis cluster a los datos de iris.sav y valora los resultados obteni-
dos en relacién con las especies existentes. Plantea una estrategia de clasificacién
respecto a los conglomerados obtenidos y analiza la validez de la misma.
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Capitulo 13
Apéndice

Este capitulo se divide en dos partes. La primera presenta una selecciéon de de-
finiciones y resultados correspondientes, fundamentalmente, al Algebra de matrices,
que seran de utilidad en el desarrollo de nuestra teoria. La mayor parte de las de-
mostraciones pueden encontrarse en el Apéndice del volumen dedicado a los Modelos
Lineales. En general, dicho Apéndice es bastante méds completo que éste pues preten-
de abarcar los conceptos necesarios para abordar el estudio de los Modelos Lineales,
el cual podria considerarse en buena medida preliminar del Analisis Multivariante.
De ahi que hayamos optado por no incluirlos aqui para evitar excesivas redundancias.

La seccion B es de cardcter eminentemente técnico y esta dedicada integramente
a la demostracion del teorema 6.1 . Ha sido postergada a este Apéndice para aligerar
la lectura del capitulo 6.

(A) Algebra de matrices.

En primer lugar, en lo que sigue y dado n € N, se denotaran mediante 1, y 1,xn
el vector y las matrices constantes 1 de N* y M,,«,,, respectivamente. Por otra parte,
dada una matriz A € M, (entendemos que sus coeficientes son reales), 0 € C se
dice autovalor de A cuando es rafz del polinomio de grado n p(x) = |A — zId|, lo
cual significa que existe un vector e € C" tal que Ae = de. De un vector en tales
condiciones decimos que es un autovector de A asociado al autovalor §, cosa que
sucede para toda la recta (e).

Consideremos y = (Y1,...,yn) y = (21,...,2,) dos vectores (los vectores se
consideran, por convenio, columnas) cualesquiera de R™. El producto interior definido
mediante

n
(z,y) =2’y = Zl‘iyi,
i=1
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dota a R™ de una estructura de espacio de Hilbert. Se deice que x e y son ortogonales
cuando {(z,y) = 0, lo cual se denota mediante 2 L y. La norma asociada al mismo,

[zl = V/(z, z),

se denomina euclidea, e induce una distancia, del mismo nombre, entre los puntos de
Rn
lz =yl = Ve —y,z—y) =

Z(%‘ - yi)Q'

Por lo tanto, la region del espacio formada por los puntos cuya distancia respecto a
x sea igual a un cierto nimero positivo k£ es un esfera. El cuadrado de la distancia

puede expresarse de esta forma
ly = l* = (y — 2)'Td(y — @).

Si sustituimos la matriz identidad por cualquier matriz simétrica definida positiva
A, la regién anterior serd un elipsoide, cuyas caracteristicas dependerdn de los auto-
vectores y autovalores de A (ver teorema de diagonalizacién). Una expresién de este
tipo pueden encontrarse en la densidad de la distribucién normal multivariante.

Una sistema de vectores e de R™ se dice ortonormal cuando los vectores son de
norma euclidea 1 y ortogonales entre si. Una matriz I' € M,,«, se dice ortogonal
cuando I es su inversa, lo cual equivale a afirmar que sus columnas constituyen una
base ortonormal de R™. En ocasiones las denominaremos rotaciones, ya veremos el
porqué. El conjunto de todas las matrices ortogonales de orden n se denotara por
O, xn. Dado un subespacio vectorial V' C R™, V+ denota el subespacio vectorial de
dimension n — dimV constituidos por todos los vectores ortogonales a V. Asimismo,
si W C V, V|W denotara el subespacio V N W+, de dimensién V|W.

Una matriz A € M,, ., se dice semidefinida positiva cuando es simétrical y verifica
que €'Ae > 0, para todo e € R, en cuyo caso se dice definida positiva, denotandose
por A > 0. Esta definicién permite establecer un preorden en M,,,. Concretamente,

A > B cuando ' Az > 2’ Bx, para todo z € R". (13.1)

Decimos que A es definida positiva cuando verifica ¢’ Ae > 0, para todo e € R™\{0},
en cuyo caso se denota A > 0.

Lema 13.1.

Todos los autovalores de una matriz simétrica son reales.

'En rigor, no es necesario que la matriz sea simétrica para que sea definida positiva, pero en
nuestra teoria lo supondremos siempre.
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En consecuencia, dado que sélo consideraremos autovalores de matrices reales
simétricas, tanto éstos como las componentes de sus autovectores seran reales. El
resultado siguiente precede al méas importante de este capitulo.

Lema 13.2.
Si A € My« simétricay I' € M,, ,, ortogonal, los autovalores de A coinciden con los
de IVAT.

El siguiente resultado, denominado Teorema de Diagonalizacién, permite expresar
de forma natural cualquier matriz simétrica. Para la demostracién del la segunda
parte del mismo se precisa del Teorema de los Multiplicadores Finitos de Lagrange,
abreviadamente TMFL, que serd a su vez necesario para probar diversos resultados
de nuestra teorfa. El TMFL se divide en dos parte: la primera establece condiciones
necesarias que debe verificar un extremos relativo condicionado; la segunda establece
condiciones suficientes. Su enunciado es el siguiente.

Teorema 13.3.

Sean n y m nimeros naturales tales que n < m y U C R™ abierto. Consideremos las
aplicaciones ¢ : Y — Ry f : U — R™, ambas con derivadas parciales segunda
continuas. Sean M = {x € U: f(x) = 0} y ¢ € M. Supongamos que el rango de

la matriz (3£: (c)) es n, y que existe un vector A € R™ tal que /(¢ — X f)(c) = 0.
Entonces, para que ¢y, tenga un maximo (minimo) relativo en ¢, es condicién suficiente
que D?Ly(c)(h,h) < 0 (respectivamente > 0) cada vez que h € R™ \ {0} verifique que
Dfi(e)(h) =0, i=1,...,n,donde Ly = ¢ — Nf.

Obsérvese la analogia que guarda con las condiciones necesaria y suficiente para
méximos y minimos no condicionados. La primera parte (necesariedad) se obtiene
como aplicacién del teorema de la funcién implicita, mientras que la segundo (sufi-
ciencia) se deduce del teorema de Taylor. Para mds detalles, consultar Fdez. Vifias II,
pag. 126. Dicho esto, vamos a enunciar el teorema fundamental al que hacia alusion
anteriormente.

Teorema 13.4 (Diagonalizacién).
Si A € M, «, simétrica, existe una matriz n X n ortogonal I' y una matriz n x n diagonal
A=diag(dy,...,0n), con §; > ... > d,, tales que

A=TAT".

En ese caso, los d;'s son los autovalores de A y las columnas ~;'s de I" constituyen una
base ortonormal de autovectores asociados, siendo igualmente vélida cualquier otra base
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ortonormal de autovectores asociados. Se verifica, ademds, que
o Aa
= swp T
ackn\{0} [l

alcanzéndose en av = 1, y que, paracada i =2,...,n,

o Aa

§; = sup —_—,
' o llall?

Q€Y1 Yim1

alcanzdndose el maximo en a = ;.

Obsérvese que, si los autovalores de la matriz son distintos, la descomposicion
es Unica salvo reflexiones de los autovectores. En caso contrario, serd tnica salvo
reflexiones y rotaciones de éstos. El siguiente corolario es inmediato:

Corolario 13.5. (i) Dos autovectores asociados a distintos autovalores de una ma-
triz simétrica son ortogonales.

(i) Si A es simétrica, su rango coincide con el nimero de autovalores no nulos.

(i) Si A > 0, sus autovalores son todos no negativos. Si A > 0, son todos estricta-
mente positivos.

(iv) Si A > 0, existe? una matriz simétrica A'/? tal que A = AY2AY2 Sj A > 0,
existe también una matriz simétrica A~'/2 tal que A~ = A~1/24-1/2,

(v) Si A>0, existe una matriz X con las mismas dimensiones tal que A = X'X.

(vi) Dada A € M,,«,, semidefinida positiva de rango r, existe X € M,,, de rango r
tal que A = XX

(vii) La traza de una matriz simétrica es la suma de sus autovalores y el determinante,
el producto de los mismos.

Exponemos a continuacién un resultado fundamental, relacionado con la matriz
de covarianzas parciales.

Lema 13.6.

Consideremos una matriz cuadrada

S Siz )
S = .
( So1 Sa

2En Arnold(1981) se prueba ademés la unicidad.
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(I) Si SQQ €s invertible, entonces |S| = |522| . |SH — 51252721521|.

(i) Si S >0, entonces Sy, > 0. Ademds, si la inversa de S es
Vii Vig )
V= ,
( Vor Vo

se verifica que Vﬁl =S — 51252_21321.

El siguiente resultado se utilizard para justificar los test para la media en el modelo
lineal normal multivariante.

Teorema 13.7.

Sean Sy U matrices p x p simétricas, definida positiva y semidefinida positiva, respecti-
vamente, y sea el polinomio en ¢ p(t) = |U — tS|. Entonces, p(t) tiene todas sus raices
reales y no negativas, ¢; > ... > t,, verificindose que

; . 2Ux
= méx .
! zeRP\{0} 7' ST

Ademds, existe una matriz A € M, tal que

ty 0
ASA =14, AUA =
0 ty
A continuacién un resultado que sera de interés en el estudio de la distribucién

de Wishart.

Teorema 13.8.
Para toda S € M,, semidefinida positiva existe una matriz C' € M,, triangular
superior tal que S = CC".

El resultado siguiente se utiliza en una de las reducciones por invarianza a la hora
de obtener el test de contraste para la media.

Teorema 13.9.
Sean X, Y € M. Se verifica entonces que X'X = Y'Y sii existe una matrizI' € M,
ortogonal tal que Y =T'X.

Noétese que, si k = 1, estamos afirmando que [|X|| = ||Y]| sii existe una matriz
I' € M, ortogonal tal que ¥ = I'X. Por ello se identifican las matrices ortogonales
con las rotaciones y la norma euclidea constituye un invariante maximal para el
grupo de las rotaciones. El siguiente resultado se utiliza también en las reducciones
por invarianza para el contraste de la media.
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Teorema 13.10.
Sean X,Y € M,y v S,T € M,y definidas positivas. Si X'S™1X = Y'T~'Y, existe
una matriz A € M,y invertible tal que Y = AX y T' = ASA’.

El siguiente resultado es de utilidad a la hora de encontrar el estimador de maxima
verosimilitud en el modelo lineal normal multivariante.

Teorema 13.11.

Sean A una matriz p X p definida positiva y f la funcién que asigna a cada matriz U
del mismo tipo el nimero f(U) = ‘U‘%/zexp{—%tr(UflA)}. Entonces, dicha funcién
alcanza el maximo en U = %A.

A continuacién, repasaremos brevemente el concepto de proyeccién ortogonal, de
gran importancia en el Modelo Lineal. Aunque se define sobre R", el concepto tiene
sentido en cualquier espacio dotado de un producto interior, por ejemplo Ly. Dado
un subespacio lineal V' C R™ de dimension k, se define la proyeccion ortogonal sobre
V' como la aplicacion Py que asigna a cada vector u € R™ el tnico vector v € V
tal que u — v € V*. Puede probarse que se trata del vector de V' mds préximo a u
segun la distancia euclidea. Dicha aplicacion es lineal y sobreyectiva. Por lo tanto, se
identifica con una matriz n x n de rango k, que se denotara igualmente por Py. Se
verifica ademés que, si X € M« es una base de V,

Py =X(X'X)'X". (13.2)

La anterior expresién tiene sentido, pues rg(X) = rg(X'X) = k, es decir, X'X es
invertible. Asf pues, dado u € RP, se tiene que X(X'X)"'X'u € V. Adem4s, dado
cualquier y € R¥, se tiene que

<u — X(X'X)le'u,Xy> =Xy —u'X(X'X)' X' Xy =0,

es decir, que u— X (X' X) "' X'u € V1. Ademas, X (X'X) ™1 X"y es el tinico vector de V
que lo verifica pues, si existiesen dos vectores vy, v, € V tales que u—vy,u—vy € V4,
entonces se tendria que v; — vy € V NVL = 0. Ademas, dado que

rg (X(X'X)7'X') =rg(X) =k,

la aplicacion es sobreyectiva. Por lo tanto, la proyeccién ortogonal esté bien definida
y es, efectivamente, una aplicacién lineal sobreyectiva cuya matriz es (13.2). Nétese
que, si X es una base ortonormal de V', entonces Py = X X'.

La matriz Py es idempotente, es decir, es simétrica y verifica que P2 = Py. Puede
demostrarse, reciprocamente (ver, por ejemplo, Arnold (1981)), que toda matriz n xn



ANALISIS

idempotente de rango k es la matriz de la proyeccion ortogonal sobre el subespacio
k-dimensional de R™ generado por sus vectores columna. Veamos algunas propiedades
elementales de la proyeccién ortogonal.

Proposiciéon 13.12.
Sean V, W C R™, con W C V. Se verifica:

(i) Pv=Pyw+ Pw.

(i) Para todo y € R", |Pyy|®> = ||Pwyll* + [[Pviwyl*>. En particular, [y[? =
IPvyll® + [Pyl

(i) Pyy=ysiiyeV.
(v) Py - Py = Py.
(v) trPy = dinV.

(vi) Py.=1d— Py.

El concepto de proyeccién ortogonal puede extenderse a subvariedades afines de la
siguiente forma: dada una subvariedad afin k-dimensional H (esto es, un subconjunto
de R™ de la forma x 4+ V| siendo & un vector cualquiera de R™ y V' un subespacio
k-dimensional del mismo), definiremos la proyeccién ortogonal sobre H (que se deno-
tard Py) como la aplicacién que asigna a cada vector u el vector de H que minimiza
la distancia euclidea a u, en cuyo caso se tiene

P.vu=1x+ Py(u—x).
Hemos de tener en cuenta que, para cada v € V, se verifica

PerV = P(x+v)+V~ (133)

(B) Demostracién del teorema 6.1.

En esta seccién nos proponemos probar el teorema 6.1. La demostracién utili-
zaréd técnicas bésicas del algebra lineal junto con el Teorema de los Multiplicadores
Finitos de Lagrange.

Con las notaciones introducidas en el capitulo 6, consideremos, para cada A € R,

V) o
Ay = vy yz
A < Y. —AY.. >

la siguiente matriz
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Vamos a analizarla detenidamente. Consideremos el polinomio en A
PA) = A,

Dado que las matrices ¥,, y £,, no son singulares, el grado de P(A) es p + ¢. Si
A # 0, se sigue del lema 13.6

P()‘) | - )‘ZZZ| . |)‘Zyy + Ailzyzzzzlzzy‘
/\q7p|zyy||EZZ| ' |Z;1zyzzzzlzzy - )‘QId|

y
EATTPQ(N?),
donde
k= (_1)q|2yy||222‘

v @ es el polinomio caracteristico de la matriz
C1 =5, 5.5 Tay, (13.4)

de grado p. Siendo la igualdad vélida para todo A distinto de 0, también lo es para
0. Puede comprobarse fécilmente que los autovalores de C; coinciden (aunque con
distintos autovectores asociados) con los de la matriz
~1/2 -1 —1/2
DI Y0 YD Y0 DRt (13.5)
que es simétrica y semidefinida positiva. Luego, son todos reales y no negativos y, por
tanto, las raices de P(A) son todas reales. Si Ay, ..., A4, son tales raices, ordenadas
de mayor a menor, ha de verificarse

N2 > A > 0
Apt1 = =X =0
Aptg = —Mi
Agir = —Np

También se verifica que los autovalores positivos de C; coinciden (con distintos au-
tovectores asociados) con los autovalores positivos de la matriz

Cy =38, 2 15,.. (13.6)

vy

El lema siguiente es inmediato:
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Lema 13.13.

Para cada ¢ = 1,...,p, se verifica que (o/,3) € kerA,, si, y sélo si, 'y [ son
autovectores de las matrices C; y C5, asociados ambos al mismo autovalor A?. Ademas,
si A; # 0, se verifica

g o= NS0
a = N'Z,%,.0

Lema 13.14.
Dada una raiz \; de P(\), donde i =1,...,p+ g, se verifica que

dim(kerA),) = multp(N;).

Ademis, si \; # 0,
kerA,, NkerA_,, = 0.

Demostracion.

Si A; #0 (lo cual implica ¢ ¢ {p+1,...,q}), se sigue del lema anterior que

i 1
< i > S 1{61'14)\1 - [)‘22‘12 = C’lozl] A |:/81 = )\—E;Z]Ezyaz

i

Por tanto, dim(kerAy,) = multg(A?) = multp();). Por otro lado,

( al: ) € ker4,, ( _ZI: ) € kerA_,,,

de lo cual se deduce que
kerA,, NkerA_,, =0, dim(kerA_,,) = multp()\;).

Veamos qué sucede con las raices nulas: supongamos que Ay > ... > A\, > 0, A\pr1 =0
(ello implica & < p) En ese caso, C consta de k autovalores positivos, luego k = rg(C)
0, equivalentemente,

k=rg (EyzEZZIZzy) =Ig (2;21/222?1) =rg(Xy.).

0 3.
= 2k.
(s, %)

Por lo tanto, dim (kerAg) = p + ¢ — 2k = multp(0).

Es decir,
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Dendtese por T la siguiente matriz invertible

i/
T )
0 Yy

Dados dos vectores a = (a},ay) y b = (b),by) en RPT? decimos que aLyb cuando
a;Xy,br = abX,.by = 0, es decir,

alyb < YTalXh.

Si A y B son subespacios vectoriales de RP4, se denota ALy B cuando alyb para
todo a € Ay b € B. Obviamente, ALy B implica AN B = 0. Por tultimo, A &y B
denotaré la suma directa de ambos subespacios siempre y cuando se verifique ademaés
que ALyB. En estas condiciones, podemos anadir al lema anterior obtenemos el
resultado siguiente.

Lema 13.15.
Si A} # A3, entonces ker Ay, LykerA, .

Demostracion.
Supongamos primeramente que \;, \; # 0. Si (o}, 3])" € ker Ay, y (o}, 3}) € kerA,,
entonces se verifica

1
/61' = YE;; EzyO[i

)\ZEyyai = Eyzﬁl

Multiplicando a la izquierda por o en la segunda ecuacién y sustituyendo el valor
de [; segun la primera, se tiene que

2/ ! -1
A; G0y = a3y, N0y

Anélogamente,
2 1 _ -1 X
Ajo Xy = a3y, 30 Y ;.
De ambas ecuaciones se deduce que

(A = Ao S0 =0,

luego oz;- Yyya; = 0. Por una razonamiento simétrico, se obtiene también que ﬁJ’-Zzz B =
0.



ANALISIS

Supongamos ahora que A; = 0. Si (ap, ) € ker(Ap), entonces X . a9 = 0.
Aplicando la primera parte del razonamiento anterior se tiene que

2 1 ! —1 —
A Qg Dy = 0220 Yoy = 0

¥y, por tanto, a2y, a; = 0. Por un razonamiento simétrico, se verifica 3;%..5, = 0.

Supongamos que existen k raices de P()\) estrictamente positivas (k < p) y que,
de esas k raices, existen r distintas (r < k), A;; > ... > A\;, con multiplicidades
dy,...,d,, respectivamente (dy + ...+ d, = k). Si dg = multp(0). Se tiene pues que
p+q=dy+ 22;:1 d;. En esas condiciones, de los lemas anteriores se deduce el
siguiente resultado:

Teorema 13.16.

RPT descompone de la siguiente forma:
R = | (ker Ay, ) ® (kerA,M)} By ... Oy {(kerAM) @ (kerA,,\ir)] Dy [keer] .

Hecho esto, vamos a construir las variables candnicas. Descompondremos este
proceso en tres partes:

1. Nuestro primer propdsito es, segin hemos comentado anteriormente, encontrar
dos vectores o« € RP y B € RY, tales que el coeficiente de correlacién lineal
simple poy,az alcance un valor maximo. Dado que el coeficiente p es invariante
ante homotecias en ambas variables, bastara con encontrar

méx { pary,gz: var[a'Y] = var[3'Z] = 1},

es decir,
A 'Y p:d'Sa=0%.3=1
max (' L,.0: a X0 =0%..0=1;.
Dado que se trata de maximizar una funciéon continua sobre un compacto, el
méaximo existe. Supongamos que se alcanza en (a4, 1) € RPT9 y consideremos
las funciones siguientes:

ay\ ar [ &Eya—1
o(5)=aman (5 )=(5m) )

Se trata pues de maximizar ¢ bajo la condicién f = 0. Dado que el méximo
se alcanza en (af, 31)’, se verifica, por el teorema 13.3, que existen p;,p; € R

S(o-wmanr) (2) s

(inicos), tales que
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o equivalentemente, que existen p;, p; € R (tinicos), tales que

{ Eyzﬁl - plzyyal =0 (137)
ZzyOél - plzzzﬂl =0’
lo cual equivale a afirmar
{ Zyzﬁl = plzyyal (138)
EzyO[1 = plEZZ/Bl

Multiplicando a la izquierda por o} y /3] en (13.7), se obtiene
{ aazyzﬁl - plallzyyal =0 N { aazyzﬁl = M
ﬂizzyal - ﬁlﬂizzzﬂl =0 ﬁixzyal = ﬁl

es decir,
prL= D1 = 4Ty = payysz-
Por tanto, (13.7) equivale a

(% ) () -(0)
Ezy plzzz 61 - O ’
(65} _ 0
w(3)-(0)

Por lo tanto, (o}, ;)" € kerA

es decir,

- Luego, |A,, | = 0. Entonces,
p1 € {1, Mgt
Si se denota Uy = oY y Vi = 81 Z, se tiene que py,y es maxima.
2. Consideremos todos los vectores a € RP y 3 € R? tales que
cov][a'Y, U] = cov[B'Z, V4] = 0,

lo cual, por (13.8), equivale a afirmar lo siguiente:

o[ (52) (1))

Nuestro siguiente objetivo es encontrar la maxima correlacion dentro de esta

UEX

clase, es decir,

max {a'Eyzﬂ: dEya=0%.0=1AN S0 =056 = 0}.
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Supongamos que el maximo se alcanza en (a4, 55) v consideremos ¢ como antes
y f definida mediante

!
a'Eyy0n

f « ) _ ﬁlzzzﬂl
g ) | «%a-1

ﬁ/zzzﬁ -1
Por el teorema 13.3 se verifica que existen pa, by, 8,7 € R (dnicos) tales que

{ ZyzﬁQ - P2Eyy062 —0X0q =
Yoyo — PoX.. e — ¥ =

Multiplicando a la izquierda por «] en la primera ecuacién, se tiene

8 . (13.9)

O/IEyZﬁQ - ng/lzyyOlz - 90/12110(1 = O,

es decir, § = 0. Igualmente, multiplicando por g] la segunda se deduce que
v = 0. Luego, (13.9) implica

{Ey2627p22yya2 =0
Zzya2_522zz52 =0 '

Por un razonamiento analogo al del primer paso, se concluye que ps = p,, coin-
cidiendo éstos con Poyy,py2, QUE es la correlacién maxima bajo las condiciones
anteriores. Ademds, (o, %) € ker(A,,) v p2 € {A1,..., Apsq}- Por supuesto,
p2 < p1.

. Supongamos que el proceso se ha completado m veces, es decir, hemos obtenido
dos matrices, A = (a1,...,0m) € Mpxm y B = (01,...,0m) € Myxm, y M
nimeros no negativos p; > ... > py,, tales que, si consideramos la matriz m x 2

Uy o U\ _ [ AY
Vi Vi) \BZ)

var[U;] = var[Vi] = 1, (o}, () € kerA,, i=1,...,m.

i

aleatoria

se verifica entonces

Ademais,

UEX

p1 = mix{paysz}

y )
pi = méx{payg/Z:Cov{< ;'Z)’(g} >} =0, Vj<z}, 1=2,...,m.
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Nétese que se afirma de manera implicita que py, v, = pi, @ = 1,...,m. Se
verifica también que

m = rg (Idnxm) = rg(A'S,A) < rg(Xy,) =p,
es decir, m < p. Vamos a demostrar que, si m < p, el proceso puede completarse
hasta p. Para ello consideremos los vectores

~1/2 ~1/2 .
ui:Eyy/ Qy, vi:Ezz/ﬁi7 i=1,...,m.

En esas condiciones, {uy,...,un} v {v1,...,v,} constituyen sendos sistema
ortonormales de R? y R?, resp. Si m < p, pueden anadirse otros dos vectores,
Umt1 Y Ums1 @ los sistemas respectivos. Considerando entonces los vectores

—1/2 —1/2
a = Eyy/ Um+1, ﬁ = Ezz/ Um41,

se verifica que

/Y UZ ‘
COVK ZZ)(VZH =0, Vji=1L...,m (13.10)

Luego,el proceso puede continuar, buscando la méaxima correlacion para los
vectores a y (3 que verifiquen (13.10). Es decir, que culmina en p, obteniéndose
las parejas de variables aleatorias (U, V1), ..., (U,, V,), con correlaciones py >

. > pp > 0, respectivamente. Mas concretamente, se obtiene la siguiente
matriz de covarianzas:

1 0 P1 0
Cov v, ... U, _ 0 1 0 Pp
W .V 1 0 1 0
0 pp 0 1
A continuacién, vamos a analizar la relacion existente entre los coeficientes py, ..., pp
as{ obtenidos y las raices Ay, ..., A\p4q del polinomio P(A). Ya sabemos que

{,017 cee 7pp} C {/\17 .. -7)‘p+q}'

En primer lugar, A\; = p; pues, en caso contrario, considerarfamos (o/, ") €
kerA),. Entonces se verificaria

o'y, 0 = MdEya
ﬁlzzya = Alﬂlzzzﬂ ’
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es decir,
Mvar['Y] = \yvar[3' Z] = cov[a'Y, 3'Z].
Luego, ello implicaria
Pary,gz = A1 > p1,
lo cual es contradictorio.

Si multp(A;) = 1, entonces Ay = po, pues, en caso contrario, considerariamos
(o, 3') € kerA,,. Recordemos que, en ese caso, por el teorema 13.16,

kerA,, LykerA,,.

Entonces, razonariamos como en el caso anterior.

Simultp(A;) =d; > 1, entonces p; = ... = pg, = A\ Y Pay+1 = Aay+1 : en efecto,
sabemos por el lema 13.14 que dim(kerAy,) = d;. Consideremos entonces una base
ortonormal {e;:i=1,..., d1} del subespacio imagen por T de kerA),,, y un sistema

de vectores de kerAy,, {(af, )i =1,...,d,}, tales que

(67 _ .

que constituye una base de kerA,, y verifica , ademas,
o Q; L,
( Z)J_T< J), Vi # j.
; Bj

Parypz =M, t=1,...,d.

Se verifica pues que

Por lo tanto, p; = ... = pg, = A\1. Ademas, py41 ha de ser distinto de Ay pues, en caso
contrario, dim(kerA,,) > d;. Por un razonamiento idéntico al primero, se concluye
que pa1 = Ady1-

El proceso se repite de manera andloga hasta el final. Se verifica ademads que, si
(af, B1) estd asociado a p;, entonces (—af, 57) lo estd a —p;. En conclusién, hemos
obtenido el resultado siguiente:

Proposiciéon 13.17.
Paracadai=1,...,p, se verifica

UEX

Pi=Niy  —Pi = Aprgi
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Hasta ahora, hemos supuesto p < ¢. En el caso p > ¢, procederiamos, teniendo en
cuenta que los vectores Z e Y desempenan papeles completamente simétricos en lo que
al problema de correlacién lineal se refiere, a considerar los ¢ autovalores de la matriz
(13.6), que coincidirfan con los ¢ primeros autovalores de la matriz (13.4) (el resto
son nulos). Por lo tanto, en general, si se denota b = min{p, ¢}, hemos de calcular los
b primeros autovalores de la matriz (13.4) con sus respectivos autovectores, ademas
de los autovectores asociados a esos mismos autovalores respecto a la matriz (13.6).
Luego el proceso de obtencién de variables canénicas culminard en el paso b-ésimo.
Recapitulando, hemos demostrado lo siguiente:

Teorema: Sean p? ..., p; son los b primeros autovalores de la matriz ¥, /%% 1%,
contados con su multiplicidad, y consideremos, para cada i = 1,...,b, las variables reales

U; =Y yV; = Z, donde «; es el autovector asociado al autovalor p? para la matriz
anterior tal que var(U;) = 1, mientras que 3; es el autovector asociado al mismo autovalor
para la matriz X', %1%, .y tal que var(V;) = 1. Se verifica entonces:

(i) var[U;] =var[V]=1,i=1,...,b,

(ii) w{(i)(‘% )}:o, Vi # j.

(III) PU;V; = Pis 1= ].7 cee 7b.
(iv) p1 es la maxima correlacién entre una variable del tipo /Yy otra del tipo 3'Z.

(v) Sil<i<b,p; eslamixima correlacién entre entre una variable del tipo &'Y" y
otra del tipo 8'Z, si imponemos la condicién

[ (5) ()] o

Noétese que, si la multiplicidad de p; es 1, el par (U;, V;) estd bien determinado salvo
el signo. En caso contrario, la indeterminacién es mas complicada.
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