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Estos apuntes estan destinados a servir de base para la asignatura de Topologia, que
actualmente se imparte en el segundo curso del Grado en Matematicas de la Universidad
de Extremadura. Tal asignatura constituye el primer semestre en que los alumnos estudian
propiamente las cuestiones topolédgicas, aunque se asume que previamente han cursado las
asignaturas de Cdlculo I, Cdlculo II'y Andlisis I, en las que ya se han familiarizado con
las topologias usuales de R y R".

Asi, el objetivo fundamental de estas notas es que el estudiante asimile la naturaleza
topoldgica —y, por consiguiente, muy general— de varios conceptos con los que ya se ha
encontrado en las mencionadas asignaturas de Calculo y Anélisis (a saber: abierto, cerrado,
interior, clausura, limite de una sucesién, aplicacion continua, conjuntos conexos, compac-
tos,...) y que los distinga de aquellos que no tienen tal naturaleza (como la acotacién, la
nocién de sucesién de Cauchy o de aplicacién uniformemente continua, etc.)

Por tanto, se procura introducir las definiciones con total generalidad, dejando de
manifiesto como tales nociones descansan en la topologia subyacente al espacio en cues-
tién; es decir, topologias diferentes sobre un mismo espacio producen distintos conjuntos
compactos, conexos, distintas funciones continuas, etc.

Con el objeto de facilitar la asimilacién de estas ideas, el texto se halla jalonado de
multitud de ejemplos —minuciosamente desarrollados, muchos de ellos—, asi como de am-
plias baterfas de ejercicios y problemas. La mayoria de tales ejemplos, y de las situaciones
planteadas en los ejercicios y en la propia teoria, no tiene como objetivo la generalidad,
sino facilitar la comprensién de los conceptos en juego, por lo que se ha tratado de man-
tener un marcado caracter introductorio. No obstante, algunos temas contienen ejercicios
bajo el epigrafe Para ampliar, pensados para el lector que quiera seguir profundizando.

Ademads, cada uno de los temas contiene una coleccién de veinte ejercicios de au-
toevaluacion, que posibilitan al estudiante comprobar si ha asimilado correctamente los
conceptos estudiados. A modo de apéndice, se incluyen las respectivas soluciones.

No conocemos ningtin otro manual de Topologia que contenga este tipo de ejercicios
de opcién miltiple, pero la experiencia acumulada a lo largo de los cursos nos muestra
que es una novedad bien recibida (y trabajada) por los estudiantes.

Finalmente, en el apartado de bibliografia, se enumeran una serie de libros y manuales
recomendados. En unos, pueden encontrarse diversos ejemplos, ejercicios o problemas,
algunos de los cuales aparecen en estas paginas, modificados en mayor o menor medida
segun los casos. Otros, sin embargo, son lecturas recomendadas para aquellas personas que
quieran aprender més o simplemente repasar lo aprendido con un enfoque algo distinto.
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Es evidente que unos apuntes de una asignatura no solamente se deben a la invencién
de sus autores. Concretamente, estos no existirian sin la experiencia adquirida, primero
como estudiantes de esta misma materia, luego como profesores; tampoco habrian visto la
luz sin multitud de lecturas sugerentes o conversaciones con colegas que proponen algin
problema; ni, por supuesto, tendrfan su forma actual sin la inestimable ayuda, que quere-
mos agradecer expresamente, de las diferentes promociones de alumnos que han estudiado
con ellos, y nos han ido anotando buena cantidad de erratas. Las que ahora persistan ya
son, por supuesto, exclusivamente achacables a nuestra torpeza.

Igualmente, y para acabar, nos gustarfa agradecer a Maribel Garrido y Paco Montalvo,
quienes, antes de ser colegas, fueron nuestros introductores, con la simple y maravillosa
ayuda de una tiza movida con pasién y sabiduria, a los encantos de la Topologia.



CAPITULO 1

Este capitulo es introductorio y en ¢l se dan las primeras definiciones de la teoria de
espacios métricos, por ser estos un ejemplo paradigmético de espacios topolégicos. Son
espacios métricos la recta real con su distancia usual o R™ con la distancia euclidea o
usual —de hecho, més en general, cualquier espacio normado, también los de dimensién
infinita—.

Se debe hacer hincapié en que algunas de las propiedades de las que se habla en es-
te capitulo son topoldgicas, es decir, estables por homeomorfismos® (abiertos, cerrados,
interior, clausura...) mientras que otras no (distancia entre dos puntos, o entre dos sub-
conjuntos, didmetro de un subconjunto, acotacién...)

1.1. Definicion de distancia

Definicion 1.1.1 Una distancia o métrica sobre un conjunto no vacio X es una apli-
cacion
d: XxX — R
(@,y) — d(z,y)

que verifica las siguientes propiedades:

1 d(z,y) >0, Va,y € X;
2.d(z,y) =0 z=y;

3. d(z,y) =d(y,z) , Ve,ye X ;

4. d(z,y) <d(z,2)+d(z,y), Ya,y,2 € X .

El conjunto X , dotado de la métrica d, recibe el nombre de espacio métrico.

1Véase la definicién 3.3.4 del tema 3.
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Ejemplos:

1. Dado un conjunto no vacio X, la aplicacién
dgisereta © X XX — R

1, siz#y,

(:c,y) — ddiscrcta($7y) = { 0 , §ir= y

se llama distancia discretasobre X . El conjunto dotado de la distancia discreta,
(X, ddiscreta) , recibe el nombre de espacio métrico discreto.

2. Sea (E,| - ||) un espacio normado —posiblemente de dimensién infinita—. No es
dificil comprobar que la siguiente aplicacién define una distancia sobre F

d(z,y) = [z =yl ,

y se dice que es la distancia asociada a la norma || - ||.
También se puede comprobar que, si una distancia sobre un k—espacio vectorial
(k=R 0 C) E estd asociada a una norma sobre E, forzosamente la distancia ha de
ser invariante por traslaciones y compatible con el producto por escalares:
dx+z,y+2)=d(z,y) , Vz,y,2€ E,
d(Az, Ay) = [Nd(z,y) , Yo,y € E,VA€k.

Como casos particulares, especialmente interesantes, de distancias definidas a partir
de normas, podemos considerar los siguientes:

a) La recta euclidea. Sobre R consideraremos la que se conoce como distancia
usual, asociada a la norma del valor absoluto:

dusual(x7y) = ‘CC - y| .

b) En R™ (con n > 2) existen tres distancias especialmente importantes, asocia-
das a las normas || - |2, || < l1 ¥ || - |l » respectivamente:

(a) da((1y-vvv2n), (Y1, ooy yn)) =

(conocida habitualmente también como distancia usual o distancia eucli-

dea);
(b) dl((‘rlw'"xn)’ (yh .. ‘7yn)) = Z ‘Ii - yz| )
i=1

(¢) doo((@1,- ., 2n), (yh cen)) = 1?52%“1:2 - yi‘}'
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¢) Sobre el R-espacio vectorial I, de las sucesiones de niimeros reales que son
acotadas (cuya operacién de suma es () + (yn) := (zn +yn) y €l producto por
escalares A - (z,,) := (Axy)), se puede definir la norma del méaximo, que produce
la siguiente distancia:

d n)y n = i i .
3. (R, d) €s eSpaCiO métrico, con

RxR -&L R
lz[+ly| , siz#y,

(z,y) — d(x,y)z{ 0 |, siz=y.

(Compruébese que esta distancia no es invariante por traslaciones, motivo por el
cual no es la distancia asociada a una norma.)

4. Distancia 10-adica. Se define la distancia 10-adica sobre Z como sigue:
Zx7Z — R

1 .
— 100(n—m) , SL M # m,
(n,m) +— d(n,m) { 0

, sin=m,

donde 10°"=™) denota la mayor potencia de 10 que divide a n—m (para més detalle
sobre esta curiosa —e importante— distancia, véase el ejercicio 37).

5. Sobre N es distancia la siguiente:

NxN -4 R

(n,m) — d(n,m)—{n+m , singm,

0 , sin=m.
6. Otra distancia sobre N es la definida como sigue:

NxN -4 R

1.1
(n,m) r— d(n,m)—{l+n+m , sin#Fm,

0 , sin=m.
1.2. Bolas y esferas

Una vez que estemos trabajando en un espacio métrico, hay un concepto esencial, que
es el de bola abierta. Junto a él, también tienen interés los de bola cerrada y esfera.

Definicién 1.2.1 Sea (X, d) un espacio métrico. Sean 9 € X yr > 0. La bola abierta
de centro ry y radio r es el siguiente conjunto:

B(zo,r) ={z € X : d(z,x0) <r}.

UEX
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La bola cerrada (con mismo centro y mismo radio) es:
Blzg,r] ={z € X : d(z,x0) <7r}.
La esfera (con mismo centro y mismo radio) es:

Slzo, 7] ={z € X : d(z,z9) =7} .

Observaciones:

1. Cualquier bola abierta (o cerrada) es, por definicién, no vacfa, puesto que su centro

siempre pertenecerd a la bola: zyp € B(zo,7), 2o € B[zo, 7], sea cual sea el radio
r>0. (d(zg,29) =0).

2. Sin embargo, un punto nunca pertenece a la esfera centrada en él, y las esferas s

pueden ser vacfas. (Basta pensar en un espacio métrico discreto, y considerar como
radio de la esfera cualquier niimero estrictamente positivo que no sea 1.)

3. Dados zg € X, > 0, se verifica la siguiente igualdad de conjuntos:

Blzo,r] = B(zg,r) U S[zo, 7] .

4. Dado zp € X, y dados 0 < 7 < s, se verifican las siguientes inclusiones (que pueden

ser igualdades entre conjuntos):
B(Jfo, T) - B(an S) )
Blzo,7] C Blzo, 5] .

(Obviamente, esa relacién de inclusién no se cumple en general entre las esferas
correspondientes.)

Propiedades de la familia de bolas abiertas.

Dado un espacio métrico (X, d), y dado zy € X, denotaremos por B(x¢) la familia de

todas las bolas abiertas centradas en zg:

B(zo) = {B(xg,r) : 7 > 0}.

Esta familia B(zo) verifica las siguientes propiedades:

1. Para cada B € B(zg), xo € B.

2. Dadas By, By € B(l‘o) ,BiNBy € B(CEo)

Demostracidn: Sean r1 y ro tales que By = B(zo,71) y Ba = B(z0,72) . Entonces
basta tomar r = min{r,ro} para tener By N By = B(zo, 7). .
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3. Para cada B € B(x), y para cada y € B, existe otra bola abierta B' € B(y), tal

que B'C B.

Demostracién: Si r > 0 es el radio de la bola B, y suponemos y # x¢, entonces,
0 < d(y,zo) < r. Sicogemos 0 < s < r —d(y,zg), entonces B(y,s) C B. Vedmoslo:
Sea z € B(y, s), es decir, d(y, z) < s. Por la propiedad triangular de la métrica:

d(z,z0) < d(z,y) +d(y,x0) < s+ d(y,x0) < r—d(y,zo) + d(y,z0) =71

. Para cada par de puntos distintos z,y € X (x # y), existen bolas abiertas B € B(x)
y B' € B(y) tales que BNB' ={.

(Esta propiedad nos dird que todo espacio métrico es de Hausdorff (o T3, o sepa-
rado).)

Demostracién: Como z # y, d(z,y) > 0. Entonces podemos coger 0 < r < @,
y B(z,r) y B(y,r) son bolas disjuntas. Supongamos que no lo son, y tienen algin
punto en comun:

Sea z € B(z,r) N B(y,r). Entonces, por la propiedad triangular de la distancia,

d(z,y) <d(z,2) +d(z,y) <r+r< @‘F@ =d(z,y)

lo cual obviamente es un absurdo.

. Existe una sucesién de bolas abiertas { By, }nen C B(z0) tal que:

a) By+1 € By, VneN;
b) VB € B(zg), INeN:n>N= B, CB.

(Esta propiedad nos dird —véase la seccién 2.3— que todo espacio métrico es pri-
mero contable (0 que verifica el primer axioma de numerabilidad).)

Demostracién: Como todas las bolas son centradas en el mismo punto, podemos
traducir el enunciado de la propiedad en términos de radios. Asi, la propiedad dirfa
lo siguiente:

Existe una sucesion de nimeros reales {r, }nen estrictamente positivos (es decir, una
sucesién de radios) tal que:

a) Tnt1 <7Tn, Yn €N (es decir, la sucesién es decreciente);

b) Ve >0, INeN:n >N =r, <r (esto es, la sucesién es convergente a 0).

Obviamente, basta tomar r, = % (para cada n € N) para tener una sucesién como
la enunciada.

UEX
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1.3. Topologia en un espacio métrico

Dado un espacio métrico (X, d), podemos definir en él el concepto de entorno de un
punto y de subconjunto abierto, ambos fundamentales en toda la asignatura.

Definicién 1.3.1 Un subconjunto VC X es un entorno de x € X si existe r > 0 tal
que B(z,r) C V.

Definicién 1.3.2 Un subconjunto G C X es un abierto en (X,d) si es entorno de
todos sus puntos, es decir, si, para cada © € G, eziste r > 0 tal que B(z,7) C G, o,
equivalentemente, si G se puede escribir como union arbitraria de bolas abiertas.

Propiedades de los conjuntos abiertos en un espacio métrico.

Si llamamos 74 al conjunto de todos los abiertos de un espacio métrico (X, d) , entonces
se verifican las siguientes propiedades:

1. Xergy Demn.

Demostracion: Es un trivial ejercicio al lector.

2. VG1,Go ey, GiNGy €1y.

Demostracion: Six € G1NGy, entonces ¢ € Gy y x € G2 . Como ambos son abiertos,
existen sendos radios r1 > 0 y rg > 0 tales que B(z,71) C Gy y B(z,r2) C Ga.

Basta tomar v = min{ry, 7o} para tener B(z,7) C G1 N Gs.

3. {Gi}ie[ C 1y = UiefG; € 74.
Demostracion: Si x € U;jerG;, entonces existe j € I tal que z € G;. Puesto que
todos los G; son abiertos en (X,d) (incluido el propio G;), existe 7 > 0 tal que
B(z,r) € Gj C UierG;, con lo que concluimos.

(Acabamos de demostrar, segiin veremos més adelante, que una distancia d sobre un
conjunto no vacio X siempre define una topologia sobre el conjunto, de tal modo que todo
espacio métrico es un espacio topoldgico: (X, 7))

Importante: Es un resultado conocido del Andlisis que todas las normas sobre R™ son
equivalentes (es decir, las métricas asociadas dan lugar a la misma topologia —esto es, a
los mismos abiertos—, y tal topologfa recibe el nombre de topologia usual).

Obsérvese, sin embargo, que la afirmacién no es extensible a cualquier métrica sobre
R™, sino exclusivamente a aquellas asociadas a normas.

Definicién 1.3.3 Un subconjunto F es un cerrado de un espacio métrico (X,d) si su
complementario es un abierto: F° € 14.
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1.4. Subconjuntos acotados

Definicién 1.4.1 Un subconjunto A de un espacio métrico (X,d) se dice acotado si
existe alguna bola abierta que lo contiene; es decir, existen x € X yr > 0 tales que

AC B(z,r).

Proposicién 1.4.2 Sea (X,d) un espacio métrico. A C X es acotado si, y sdlo si, existe
K >0 tal que, sean cuales sean z,y € A, d(z,y) < K.

Demostracion:
(=) Puesto que suponemos A acotado en (X,d), deben existir zp € X y 7 > 0 tales
que A C B(zo,r). Asf pues, dados z,y € A, se verifica la siguiente desigualdad:

d(z,y) < d(z, x0) + d(wo,y) <r+71=2r,

y basta tomar K = 2r como la constante del enunciado.
(&) Sea K > 0 tal que d(x,y) < K, para cualesquiera x,y € A. Fijado un punto
cualquiera zp € A, basta tomar r = 2K , y ya tendremos A C B(xg,7):

r€A=d(r,z) <K <2K =r=u1z¢c B(z,r).

Propiedades de los subconjuntos acotados.

Dado un espacio métrico (X, d), y dados subconjuntos A y B en X, se verifican las
siguientes propiedades:

1. Si A={z¢} (z9p € X), entonces A es acotado.

Demostracion: Cualquier bola abierta centrada en xy contiene al subconjunto A,
pues el centro de cualquier bola pertenece a la bola. N

2. Si AC B y B es un subconjunto acotado, entonces A es acotado.

Demostracion: Por ser B acotado, existe alguna bola abierta que lo contiene, y esa
misma bola abierta contiene obviamente al subconjunto A . "

3. Si A y B son acotados, entonces AU B es un subconjunto acotado.

Demostracién: Si A C B o B C A entonces no hay nada que demostrar, pues la
unioén serd B o, respectivamente, A. Supongamos pues que no se da ninguna de las
dos inclusiones mencionadas.

Como A y B son acotados, existen zg, yo € X y r,s > 0 tales que A C B(xg,r)

yBC B(y01 8) :
Basta tomar como radio t = r + s + d(xo, yo) para tener asi que AU B C B(x,t),
y demostrar pues que AU B también es un subconjunto acotado. N
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Observacién importante:

La propiedad de ser acotado no es una propiedad topoldgica, es decir, no depende de
los abiertos, sino de la métrica. Vedmoslo con este ejemplo:

Sobre N consideremos dos distancias distintas que induzcan la misma topologia: dysyal
V dgiscreta - Ambas métricas definen los mismos abiertos en N, pues cualquier subconjunto
unitario es abierto, ya que se puede escribir como una bola abierta con cualquiera de las
dos distancias; por ejemplo:

{’fl()} = Bdiscreta(n(h 1) 5 {Tl()} = Busual(”(h 1) .

Sin embargo, no es cierto que N sea acotado con ambas distancias: si lo es cuan-
do lo consideramos dotado de la distancia discreta; no cuando lo consideramos con la
métrica usual, ya que, sea cual sea K > 0 —que podemos considerar natural sin perder
generalidad en la demostracion—, siempre podremos encontrar ng , mx € N tales que
dusual(ng, mg) > K . (Basta tomar, por ejemplo, nx =1 y mg = K +2.)

1.5. Subespacios métricos

Sea (X,d) un espacio métrico. Dado un subconjunto no vacio ¥ C X, podemos
considerar la restriccién de la distancia d sobre Y :

YxYy & R

(W1,92) > d(y1,2).

De este modo, dy es una distancia sobre Y, (Y, dy) es un espacio métrico y diremos
que (Y,dy) es un subespacio métrico de (X, d).

Ejemplo:

N puede ser considerado de modo natural como subespacio métrico de (R, dysual) , ¥
ya sabemos que la distancia usual restringida a N, es decir, dygya(n, m) = [n—m/, induce
sobre N la misma topologia que la distancia discreta.

(Sin embargo, la distancia discreta sobre R —que no estd asociada a ninguna norma,
pues no es compatible con el producto por escalares— no induce en R la misma topologia
que la distancia usual —ésta si asociada a la norma del valor absoluto—, a la que hemos
llamado anteriormente topologfa usual.)

Si (Y,dy) es un subespacio métrico del espacio (X,d), dados yo € Y y r > 0, se
verifican las siguientes igualdades (cuya demostracién se deja como sencillisimo ejercicio
al lector):

By (yo,7) = Bx(yo,r)NY;
By [yo,] = Bx[yo, 7] NY ;

Sy[yo,?“] = Sx[yo,T] ny.
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Problemas

1. Definanse diferentes métricas sobre un conjunto con tres elementos.

2. Determinese cuales de las siguientes son métricas y cudles no:

(Para las que si sean distancias, calcilense las bolas abiertas.)

a)
RxR -4 R
(2,y) > dlz,y) =,
b)
(0,400) x (0,400) -& R
e dwg={ S0P
c)
(0,400) x (0,400) -5 R
(,y) — d(z,y) = (¥ —y*)?;
d)
(0, +00) x (0,+00) 4R
R Ras
e)
RxR -4 R
(z,y) — d(z,y)=mix {z -y, 0};
f)
RxR -% R

(z,y) — dlz,y) =tz —yl),

donde, dado un nimero real z, t(x) denota el menor nimero entero mayor o igual
que z;

9)

RxR -4 R
(z,y) +— d(x,y) = E(lz —yl),

donde, dado un nimero real x, E(x) denota la parte entera de z, es decir, el mayor
nimero entero menor o igual que z;

UEX
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XxXx 4% R

(z,y) = dz,y) =|f(z) - f(y)l,

donde X es un conjunto no vacio, y f : X — R una aplicacién inyectiva.

3. Pruébese que la propiedad 1 de la definicién de distancia es, en realidad, redundante,
pues se sigue de las otras tres propiedades.

4. Sea E un k—espacio vectorial (conk =R o C).

a) Si| - | es una norma sobre E y d(z,y) = ||z — y|| es la distancia asociada a
|- |l, compruébese que d es invariante frente a traslaciones y compatible con el
producto por escalares:

d(x+ z,y + 2) =d(z,y), Vz,y,z € E; (1.5.1)
d(dz, Ay) = [Md(z,y), Vo,y € E, VA €k. (1.5.2)

b) Si d es una distancia sobre E que sea invariante frente a traslaciones (1.5.1) y
compatible con el producto por escalares (1.5.2), compruébese que ||z|| := d(z,0)
es una norma sobre E.

5. Sea (X, d) un espacio métrico. Demuéstrese que las siguientes aplicaciones también son
distancias sobre X :

(Indicacién: Téngase en cuenta que las funciones f(t) = &5 v g(t) = ﬁﬁ , definidas

sobre [0, +00), son crecientes.)

6. Dado un espacio métrico (X, d), pruébese que también es distancia sobre X la aplica-
cién D(z,y) = min {1,d(z,y)}.
Calctlense las bolas abiertas con esta métrica, y compruébese que cualquier subcon-
junto de (X, D) es acotado.

7. Sea (X,d) un espacio métrico. Determinese si las siguientes aplicaciones son también
distancias sobre X o no:

a) D(x,y) =kd(z,y) (conk>0);
b) D(x,y) = (d(x,y))*.
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Supongamos que d y d’ son dos distancias sobre un conjunto no vacfo X . Demuéstre-
se que D(z,y) = max {d(x,y),d (z,y)} define otra distancia sobre X , mientras que

D(z,y) = min {d(z,y),d (z,y)} no es necesariamente métrica.

Compruébese ademéds que Bp(zo,7) = Bg(zo,7) N By (zo,7), ¥y que, cuando D sea
métrica, Bp(xo, ) = By(o,r) U By (x,7) (para cualquier zg € X y cualquier 7 > 0).

. Consideremos en R? la distancia euclidea ds . Compruébese que también son métricas

sobre R? las aplicaciones definidas como sigue:

o(z,y) :{ do(,0) + do(0,y) , siz#y,

0 , siz=y,

o(,1) = da(z,y) , siz ey alineados con el origen,
7 do(2,0) + do(0,y) , en otro caso,

donde estamos denotando por 0 el origen (0,0) y mediante 2 e y dos puntos cuales-
quiera de R?.

Calctlense las bolas abiertas para p y 6.

Siay,ag,...,a, sonn puntos de un espacio métrico (X, d), pruébese que se verifica la
siguiente desigualdad:

d(a1,a,) < d(a1,a2) + d(ag,a3) + ... + d(an—1,an) .

Sea (X,d) un espacio métrico. Demuéstrese que se verifica la siguiente desigualdad,
sean cuales sean z,y,z € X :

jd(z, 2) = d(y, 2)| < d(z,y).

Sea (X,d) un espacio métrico, y sean A y B subconjuntos no vacios de X . Se define
la distancia de A a B como sigue:

dist(4, B) :=inf {d(a,b) :a € A, b€ B}.

(El fnfimo de una coleccién de niimeros reales es la mayor de sus cotas inferiores. En
nuestro caso, el conjunto de ntiimeros reales cuyo infimo queremos calcular esté formado
por numeros mayores o iguales que 0; es decir, es un conjunto acotado inferiormente
por 0, y, por tanto, el infimo serd siempre mayor o igual que 0. Esto es, la distancia
entre dos subconjuntos en un espacio métrico siempre serda mayor o igual que 0.)

Obviamente, podemos considerar la siguiente aplicacion:

(PON{OH) x (P(X)\{0}) — R
(4,B) — dist(A, B).

.Es esa aplicacién una distancia sobre P(X) \ {0} ?
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Sean (X, d) un espacio métrico, g € X y 0 # A C X . La distancia de xy a A es, por
definici6n, la distancia entre el subconjunto unitario {zg} y el subconjunto A, es decir:

dist(xg, 4) := dist ({0}, 4) = Inf {d(z0,a) : a € A}.

Pruébese que, si (X,d) es un espacio métrico y A es un subconjunto no vacio de X ,
entonces:

|dist(z, A) — dist(y, 4)| < d(z,y),
para cualesquiera z,y € X .

Sea (X, d) un espacio métrico, y sean x € X , ¢ > 0. Compruébese que, siempre que
B(z,¢) # X , entonces dist(z, X \ B(z,¢)) > €.

(Aplicacién del ejercicio 11.) Dado un espacio métrico (X,d), y dado un elemento
a € X, para cada p € X, podemos definir una aplicacion

X — R
r — fplz) =d(z,p) —d(z,a).

Demuéstrese que f, es una funcién acotada para cada p.
(Que f, sea acotada significa que existe K > 0 tal que |fy(z)] < K, sea cual sea
zeX.)

Sea (X, d) un espacio métrico. Si z,y, z,t € X , compruébese que se verifica la siguiente
desigualdad:

d(z,z) + d(y,t) > |d(z,y) — d(z,t)|.

Una aplicacién entre espacios métricos f : (X,d) — (Y, d') es uniformemente continua
si:

Ve>0,30 >0:d(z,y) <é=d(f(z),f(y) <e.

a) (Aplicacién del ejercicio 16.) Sea d la siguiente distancia sobre un conjunto no
vacio X :

XxXx 4% R
(x,y) +— d(z,9).

Esta distancia puede ser considerada a su vez como una aplicacion entre espacios
métricos; concretamente, entre (X x X, d) y (R, dysual), donde do es la distancia
producto sobre X x X , es decir:

doo((21,91), (22, 42)) := méx {d(z1, 22), d(y1, y2)}

Demuéstrese que d, asi considerada como aplicacién entre espacios métricos, es
uniformemente continua.
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b) (Aplicacién del ejercicio 13.) Dado un subconjunto no vacio A de un espacio
métrico (X, d), demuéstrese que la aplicacién

x &Y R
z > dist(z, A)

es uniformemente continua.

Sabemos que la unién finita de subconjuntos acotados en un espacio métrico vuelve a
ser un subconjunto acotado. ;Es esto cierto para una unién arbitraria?

Dado un espacio métrico (X, d), y dado un subconjunto no vacio A C X, se define el
didmetro de A como sigue:

0(A) :==sup{d(z,y) : z,y € A}.

(El supremo de una coleccién de nimeros reales es la menor de sus cotas superiores,
y, por tanto, su existencia o no dependera de que ese conjunto de nimeros reales
esté acotado superiormente o no. Recordemos que el Teorema Fundamental del Orden
nos dice que todo conjunto no vacio y acotado superiormente de niimeros reales tiene
supremo. )

Demuéstrese que un subconjunto A es acotado en (X, d) si, y sélo si, su didmetro es
un nimero real, es decir, §(A) < +00.

Compruébese que un subconjunto de un espacio métrico es unitario (sélo tiene un
elemento) si, y sélo si, su didmetro es 0.

Demuéstrese que en cualquier espacio métrico el didmetro de una bola abierta de radio
r > 0 siempre es menor o igual que 2r.

Péngase un ejemplo de un espacio métrico que contenga una bola abierta cuyo didmetro
sea estrictamente menor que su radio.

Sean A y B dos subconjuntos no vacios de un espacio métrico (X, d).
a) Demuéstrese que, si A C B, entonces 6(A) < §(B).

b) Demuéstrese que §(A U B) < §(A) + 0(B) + dist(4, B) .

¢) Demuéstrese que, si A y B tienen interseccién no vacia, entonces se verifica que

S(AUB) < 6(A) +(B).

d) Si A y B tienen en comin un unico elemento, jse cumplird necesariamente la
igualdad 6(AUB) = 4§(A) +6(B)?

Encuéntrense dos subconjuntos distintos A y B en (R, dysual) tales que:

S(AUB) =6(A)=6(B)=1.
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25. Demuéstrese que una métrica d sobre un conjunto no vacio X es acotada (es decir, que
el didmetro de X con la distancia d es un nimero real) si, y sélo si, existen = € X y
r >0 tales que B(z,r) =X .

26. Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico. Pruébese que, si 6(A) < r,y
AN B(z,r) # 0, se verifica la inclusién A C B(z,2r).

27. Sobre (0, +00) consideremos las distancias

Tty , siz#y,
ﬂ%w—{ 0 Sizey:

1 1 :
; sty o osiaFy

a) Calciilese la bola abierta de centro xy € (0,400) y radio r > 0 con ambas distan-
cias.

b) Esttdiese si los subconjuntos N y A = {1 :n € N} son acotados o no con cada
una de las dos distancias d y d.

(Sirva este ejercicio para reforzar la idea de que la acotacién o no de un cierto sub-
conjunto de un conjunto dado depende exclusivamente de la métrica considerada
sobre este ltimo.)

28. De una aplicacién f : (X,d) — (Y, d') se dice que preserva distancias si verifica:
d'(f(x), f(y)) = d(z,y) , para cualesquiera z,y € X .

a) Pénganse ejemplos de aplicaciones que preserven distancias en la recta y en el
plano (en ambos casos, con las distancias usuales).

b) Demuéstrese que toda aplicacién que preserve distancias es una aplicacién inyec-
tiva.

(Diremos que una aplicacién entre espacios métricos es una isometria si es biyectiva y
preserva distancias.)

29. Consideremos el espacio métrico (R, D), con D la métrica definida como sigue:

|z —yl
D SN |

(D es distancia sobre R, segin nos dice el ejercicio 3, en su apartado a.)

a) Determinense las bolas abiertas, las bolas cerradas y las esferas.
b) Calciilese la distancia de 2 al conjunto A = [0, 1].

¢) Calctilese la distancia entre A =[0,1] y B =(-2,-1).
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30. Representemos en R? la situacién de una tribu en un lugar muy boscoso con un rio en
y = 0. Los habitantes de esta tribu, para llegar al agua, han hecho brechas perpendi-
culares al rfo. Si alguien desea ir de un punto (z1,%1) a un punto (z2,ys), sélo puede
hacerlo, debido a la espesura del bosque, por las brechas o por la orilla.

a) Definase la métrica sobre R? adecuada a tal situacién, y verifiquese que en efecto
se trata de una distancia.

b) Calcilense las bolas abiertas.
¢) Calctilense las métricas inducidas por la distancia definida sobre los subespacios
{z=0} {y=0} y{z=y}.

31. Consideremos N dotado de la métrica (compruébese) siguiente:

NxN -4 R
n+m+ ., sin<m,
(n,m) +— d(n,m)= 0 , sin=m,
n+m+T , sin>m.

a) Calcilense la bola abierta de centro 5 y radio 11, y las bolas abierta y cerrada, asi
como la esfera, de centro 2 y radio 2.

b) Calciilese la distancia entre el conjunto de ndmeros impares y el conjunto de
nimeros pares.

32. Consideremos R dotado de la métrica d definida como sigue:

1+|z—y| , siz>006y>0 (noambos alavez),

d(z,y) = -
|t —y| , enotro caso.

a) Calctilense B(0,3) y B(-1,2).

b) Calctilese el didmetro del subconjunto [—1,1].

¢) Calctlese la distancia del punto 1 al conjunto (2,3).
33. En R? consideremos la distancia d definida mediante la expresién
d((z1,91), (22, 42)) = |21 — 2| + daiscreta(y1, y2) -

a) Compruébese que d es efectivamente una distancia sobre R? .

b) Calctilense las bolas abiertas, las bolas cerradas y las esferas en (R?,d).
)
)

¢) Calciilense los didmetros de los subconjuntos {z = 0}, {y =0} y [0,1] x [0,1].

d) Calctlese la distancia entre [0,1] x {0} y el punto (0,1); y entre [0,1] x {0} ¥
[0,1] x {106} .
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34. Sea Ry[z] el conjunto de todos los polinomios de coeficientes reales de grado menor
o igual que 2. Dados dos elementos cualesquiera de Ro[z], P(z) = agz® + a1z + a2,
Q(z) = box? + by + by, definimos la distancia entre ambos del siguiente modo:

, siag#bo,

, siag=by, a1 # b,

, slag=0bg, a1 =br,ay #ba,
, siP=Q.

d(P,Q) =

O = N W

a) Compruébese que d es una distancia sobre Ro[z] .
b) Calciilense B(P(z),r), B[P(x),r] y S[P(x),r], con P(x)=x+5 yr>0.
¢) Si A eselsubconjunto de Ry[z] formado por aquellos polinomios no constantemen-

te nulos que tienen 1 como rafz, y vemos R dentro de Ra[z] como el subconjunto
de los polinomios constantes, calcilense §(A), 6(R) y dist (4,R).

35. Sea R[z| el conjunto de todos los polinomios de coeficientes reales en una variable.
Dados P(z),Q(z) € R[z], definimos la distancia entre ambos como sigue:

0 , siP=0Q,
d(P,Q) = 1/2 , si P#Qy P—(Q es constante,
l+gr(P-Q) , siP#Qyer(P-Q)>1.

a) Compruébese que d es efectivamente una distancia sobre R[z].

b) Calcilense B(P(z),1) y B(Q(x),2), con P(z) =z y Q(x) = 2.

¢) Calctilese la distancia entre P(z) = 2% — 2 + 1 y el subconjunto A de todos los
polinomios con coeficiente independiente y coeficiente cuadrético nulos.

d) (Es el subconjunto A del apartado anterior un subconjunto acotado en este espacio
métrico?

36. Sea (X,d) un espacio métrico y sea zy € X . Demuéstrese que, para cualquier r > 0,
{z € X : d(z,x9) > r} es un subconjunto abierto en (X,74). (Es decir, toda bola
cerrada es un cerrado en cualquier espacio métrico.)

Como consecuencia de esto, pruébense las dos proposiciones siguientes:

a) {x € X :d(z,zp) >0} es un subconjunto abierto en (X, 7).

b) La esfera de centro o y radio r es un cerrado en (X, 74).

37. La distancia 10-adica.

Dado un ntmero entero n # 0, sea 10°™) la mayor potencia de 10 que divide a n.. Es
decir, o(n) es el nimero de ceros en que termina la expresién digital de n en base 10.
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Definimos la “norma”? 10-4dica sobre N como sigue:

N — R
1 .
—y 0
— 100(n) ) Sln# )
! Il { 0, sin=0.

Obsérvese que ||n|| > 0, excepto para n =0, y compruébese también que se verifica la
siguiente desigualdad, conocida como desigualdad ultramétrica:

[[n+m| < méx {fn], [m]]}.

Como la desigualdad ultramétrica implica la desigualdad triangular (es decir, se verifica
In+m| <|n| 4 |m]), la norma 10-adica define una distancia (compruébese) sobre
los nimeros naturales:

d(n,m) == |n —m]||.

En (N,d), demuéstrense las siguientes afirmaciones:

a) El didmetro de N es 1, y la bola abierta de centro 3 y radio 0,5 es el conjunto
{3+ 10a}qen -

b) Todo “tridngulo” en este espacio es isdsceles; es decir, dados tres puntos cuales-
quiera m,n,p € N, se cumple

d(n,m)=d(n,p) obien d(m,n)=d(m,p) obien d(p,n)=d(p,m).
¢) El centro de una bola abierta es cualquiera de sus puntos; es decir, se cumple que
d(n,m)<r = B(n,r)=DB(m,r).

d) Dos bolas abiertas tienen interseccién no vacia si, y sélo si, una de ellas estd
contenida en la otra.

e) Cualquier esfera es un abierto en este espacio métrico.
/) La bola de radio 10% es unién disjunta de 10 bolas de radio ﬁ .

g) Toda bola abierta es un cerrado en este espacio métrico.

(Indicacién: Hégase uso del ejercicio 36 y del apartado 37e anterior.)

38. Sea C([0,1]) el conjunto de las funciones reales continuas definidas sobre [0, 1]. Dadas
dos funciones f, g € C([0,1]), sea d(f,g) = fol If (x) — g(z)|dz .

2Entrecomillada, pues N no es un espacio vectorial.

UEX

27



UEX

28

GARMENDIA GORDILLO MERINO

a) Compruébese que d es una distancia sobre C([0,1]).

(Puede comprobarse, en realidad, que ||f| = fol |f(z)|dz es una norma sobre
C([0,1]) —que es un R—espacio vectorial, ya que sumas de funciones continuas
siguen siendo funciones continuas, y también lo son productos de nimeros reales
con funciones continuas—, de modo que d es la distancia inducida por dicha
norma. )

(Indicacién: Para la comprobacién de la segunda propiedad de la distancia, con-
cretamente de la implicacién | fol |[f(z) — g(z)|dz = 0] = [f = g], demuéstrese la
siguiente implicacién:

/1 |h(z)|dz =0 = h(z)=0, Yz €[0,1].
0

Para ello, téngase en cuenta que la primitiva H(t) = fot |h(z)|dz , cuya derivada
es, segin el teorema fundamental del Célculo Integral, |h(z)|, es una funcién
constante —véase—.)

b) Calctlese la bola abierta de centro f(z) =z y radio 1.

¢) (Es el subconjunto de todas las funciones constantes sobre [0, 1] acotado con esta
distancia?

39. Sobre el conjunto P(N) de todos los subconjuntos de N consideremos la siguiente
distancia:

d(A, B) = {

siendo n el menor nimero natural que pertenece a AU B, perono a AN B.

0 , si A=B,
% , si A#£B,

a) Compruébese que, en efecto, d es una distancia sobre P(N).

(Indicacién: Para probar la desigualdad triangular convendrd usar el siguiente
resultado, que puede ser demostrado sin dificultad:

d(A,B)<%<:>An{1,...,n}:Bm{l,...,n}.)

b) Calctilense bola abierta, bola cerrada y esfera de centro @ (el conjunto vacfo) y
radio 1.

¢) Calctilese el didmetro del siguiente subconjunto de P(N):
{AeP(N):1¢ Ay2€ A}.

d) Calcilese la distancia entre el subconjunto del apartado anterior y el siguiente:
{AeP(N):1eAy2¢A}.

40. Sea X # 0, ysea B(X)={f:X = R: f es acotada} . Dadas f,g € B(X), considere-
mos d(f,g) = sup,cx|f(2) - g(z)|.
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(Puesto que la suma de funciones acotadas vuelve a ser una funcién acotada y el pro-
ducto por un nimero real de una funcién acotada también es una funcién acotada,
B(X) es un R—espacio vectorial. En realidad, la distancia que hemos definido viene
inducida por la norma | f|| = sup,ex|f(z)|.

Puede comprobarse de modo bien sencillo —hégase— que, en efecto, ||f|| define una
norma sobre B(X), y, por tanto, d es distancia sobre este conjunto.)

a) Si f(z) =0, para todo & € X, calctilese la bola abierta de centro f y radio 1.

b) (Si tomamos X = N el espacio métrico descrito —segin ya hemos comentado,
més que métrico: normado— suele denotarse [, , y tiene como elementos todas
las sucesiones acotadas de nimeros reales.)

Calcilense la bola abierta, la bola cerrada y la esfera de centro la sucesién cons-
tantemente nula y radio 1 en [y .

Ejercicios de autoevaluacion

Sélo una de las opciones indicadas es correcta para cada pregunta:

L d(z,y) =22 —y% ...

a) es distancia sobre Z ;

)
b) es distancia sobre N;
¢) es distancia sobre [0, +00);
)

d) ninguna de las opciones anteriores es correcta.
2. Dadas dos bolas cerradas concéntricas en un espacio métrico, de radios r; < rq,...

a) la bola de radio r1 siempre estd contenida estrictamente en la bola de radio ry;

)
b) la bola de radio r9 puede estar contenida estrictamente en la bola de radio r ;
¢) las bolas de radio 71 y ro siempre seran disjuntas;

)

d) ninguna de las respuestas anteriores es correcta.
3. En el espacio métrico (R, dysyal) - - -

@) no hay subconjuntos acotados;
b) sdlo los subconjuntos unitarios son acotados;

¢) N no es un subconjunto acotado;
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d) sélo son acotadas las bolas abiertas.

4. Dadas dos distancias, di y dz, sobre un conjunto no vacio X, si definimos

(dy = do)(z,y) = di(,y) — do(z,y) ...

a — dy nunca es distancia sobre X ;

)

b) dy — dg s6lo es distancia sobre X si X es un conjunto unitario;
)
)

c — dg puede ser distancia sobre X, sea cual sea este conjunto no vacio;
d — dy sblo es distancia si dy es la distancia discreta.
5. Sobre Z ...
a) d(n,m)=n+m es distancia;
b) d(n,m) = |n —m]| es distancia;
¢) d(n,m) = [n® — m?| es distancia;
d) d(n,m) =1+ |n —m]| es distancia.

6. Sea (X, d) un espacio métrico (con X un conjunto con més de un elemento), y sea

A € R. Definiendo (A - d)(z,y) := Ad(z,y) ...

a) A-d puede ser distancia sobre X, sea cual sea A;

b) si A no es estrictamente positivo, A - d nunca serd distancia sobre X;

¢) basta con que A sea mayor o igual que 0, para asegurar que A-d es distancia sobre

X;
d) A-d sélo podria ser distancia si X = R.

7. En (R, dysua1), la distancia de {% :n €N} a {—% ineN} ...

a) es 1;

)
b)
c) es
d)

es

no es un nimero real.

8. La distancia inducida por la usual de R coincide con la distancia discreta sobre ...

a

=

c cualquler conjunto formado por dos elementos;

)N
) Q
)
d) {3,4}.

9. En (R, dysyal), €l subconjunto {% ineN} ...
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a) tiene didmetro 0;

)
b) tiene el mismo didmetro que el subconjunto {—1 : n € N};
¢) no es acotado;

)

d) tiene diametro 2.
10. Sobre (0,+00) ...

a) existe alguna distancia que haga que el subconjunto (%, +00) sea una bola abierta;

)
b) existe alguna distancia que haga que el subconjunto {1} tenga didmetro 3;
¢) existe alguna distancia que haga que el subconjunto (3,4) tenga didmetro 0;
)

d) se puede definir alguna métrica para la cual la distancia de (1,2) a (3,4) sea -1.
11. La interseccién de dos bolas abiertas en un espacio métrico ...

a) siempre es otra bola abierta;

c

b) es otra bola abierta, siempre que esa interseccién sea distinta del vacio;
) es vacia, siempre que las bolas estén centradas en distintos puntos;

d) siempre es un subconjunto acotado.
12. La unién de dos bolas abiertas en un espacio métrico . ..

a) no tiene por qué ser un subconjunto acotado;

)
b) siempre es otra bola abierta;
¢) sblo es otra bola abierta, si ambas bolas estén centradas en el mismo punto;
)

d) ninguna de las opciones anteriores es correcta.

13. En (R, dysya1), denotemos por By la bola abierta de centro 0 y radio 2, y por Bz la bola
abierta de centro —4 y radio 1. Entonces el subconjunto By U By ...

a) tiene como didmetro la suma de los respectivos didmetros de By y Ba;

b) tiene como didmetro la suma de los siguientes nimeros: el didmetro de By, el
didmetro de By y la distancia entre 0 y —4;

¢) tiene como didmetro 8;

d) tiene como didmetro 7.

14. Sea A un subconjunto de didmetro 3 en un espacio métrico (X, d). Dado otro subcon-
junto B de X, tal que ANB #0, ...

a) el didmetro de AN B siempre es menor o igual que 3;
b) el didmetro de A U B siempre es un niimero real;

¢) el didmetro de AN B es 400, si B no es acotado;
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d) el didmetro de AU B es 0, si B es un subconjunto unitario.

15. En N dotado de la distancia

n+m , sin#m,
d(n,m):{ 0 sin=m

digase cual de los siguientes ntimeros es mayor:

a) el didmetro del conjunto de divisores del niimero 6;
b) la distancia entre el conjunto de niimeros pares y el conjunto de nimeros impares;

¢) el infimo de los radios r para los que se verifica que la bola abierta B(3,7) no es
un subconjunto unitario;

d) el supremo de los radios r para los que se verifica que la bola abierta B(9,7) es un

subconjunto unitario.

16. En N dotado de la distancia

1.1
d(n,m):{nzm » singm,

, sl n=m,

digase cual de los siguientes niimeros es menor:

a) el supremo de los radios r para los que se verifica que la bola abierta B(10,7) es
un subconjunto unitario;

b) el infimo de los radios r para los que se verifica que la bola abierta B(1,r) = N;
¢) el didmetro del subconjunto de los niimeros pares;

d) la distancia entre 1 y 10°.
17. En N dotado de la distancia

1+14+2L1 | sin#m,
d(n,m){ 76 " sin=m

digase cual de los siguientes niimeros es menor:

a) el radio r tal que 10 pertenezca a la esfera S(2,7);

b) el infimo de los radios r para los que se verifica que 1 pertenece a la bola cerrada
B[3,r];

¢) el supremo de los radios r para los que se verifica que 2 no pertenece a la bola
cerrada BI[5,7];

d) el didmetro del conjunto de niimeros impares.

18. En (R, dysual), denotemos por S; la esfera de centro 0 y radio 1, y por Ss la esfera de
centro 3 y radio 2. Entonces el subconjunto S1 NSy ...
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a) es vacio;

c

)

b) tiene didmetro 1;
) dista 1 del conjunto N;
)

d) tiene didmetro 0.

19. En (Q, dysua), se verifica que ...

a
b
c

d

cualquier esfera esta formada por dos puntos;
existe alguna esfera vacia;

existe alguna bola abierta formada sélo por su centro;

= = =

existe alguna bola cerrada no acotada.

20. En Z dotado de la distancia
_ ol +1gl , sip#g,
d(p7q)_{ 0 , Sip:q,

digase cudl de los siguientes niimeros es menor:

a) el didmetro del subconjunto {—2,-1,0,1,2};

b) el supremo de los radios 7 para los que se verifica que la bola abierta B(5,7) s6lo
tiene un elemento;

¢) la distancia de 0 a {2,3,4,5};

d) el infimo de los radios r para los que se verifica que la bola cerrada B[—3, 7] tiene
exactamente 2 elementos.
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CAPITULO 2

En este capitulo se introducen las nociones de topologia y de espacio topoldgico. Esta
estructura, que constituye una generalizacion de la de espacio métrico —pues todo espacio
métrico es desde luego un espacio topolégico— es ubicua en Matematicas, y se encuentra
presente en los desarrollos actuales del Andlisis, la Geometria, el Algebra o la Teorfa de
Ntmeros, por poner unos ejemplos.

A continuacién se presentan ciertas definiciones bésicas que son fundamentales para
todos los desarrollos posteriores, como las de interior y clausura de un subconjunto, y se
concluye el capitulo con el estudio de la convergencia de sucesiones en espacios topologicos
arbitrarios.

2.1. Definicién de topologia. Abiertos y cerrados

Definicién 2.1.1 Una topologia sobre un conjunto no vacio X es una coleccion T de
subconjuntos de X (es decir, 1 C P(X) ) que verifique las siguientes propiedades:

1. Xeryher;
2. G1,GoeT=>GINGyET;
3. {Gi}iengiUie]GiET.

El conjunto X dotado de la topologia T recibe el nombre de espacio topoldgico. Los
elementos de T se llaman abiertos del espacio topoldgico (X, 7).

Ejemplos:

1. Dado un conjunto no vacio X , la topologia grosera sobre X esta constituida sélo por
dos abiertos: Tgrosera = {X, ()} . Esta es, obviamente, la topologfa con menor niimero
de abiertos que se puede definir sobre cualquier conjunto.
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2. En 1.3 vimos que toda métrica induce de modo natural una topologfa. Asi, si (X, d)
es un espacio métrico, también podemos considerarlo como un espacio topoldgico,
(X,74), donde

74 = {uniones arbitrarias de bolas abiertas} .

Los siguientes son casos particulares de espacios topoldgicos métricos especialmente
interesantes:

a) Un espacio topoldgico discreto: (X, Tgiscreta) - Lia topologia Tgiscreta €s la inducida
por la métrica discreta. Puesto que, para cada x € X , existen bolas abiertas con
esta distancia centradas en & que estédn formadas sélo por el centro, es evidente
que en un espacio topolégico discreto cualquier subconjunto es abierto; es decir,

Tdiscreta — P(X) .

b) Como ya dijimos también en 1.3, es un resultado conocido del Anélisis que
todas las métricas asociadas a normas de R™ inducen la misma topologia, que
recibe el nombre de topologia usual.

Concretamente, la topologia usual sobre R es la topologia inducida por la dis-
tancia usual: Tysual = T4, + ¥> como las bolas abiertas para esta distancia son
intervalos abiertos acotados, en (R, Tysual) los abiertos son uniones arbitrarias
de intervalos de la forma (a,b), con a,b €R ya <b.

En R™ (con n > 2), podemos considerar la topologia usual como la inducida
por di, d2 0 dw, y en general por cualquier otra distancia asociada a una
norma; es decir, los abiertos son uniones arbitrarias de bolas abiertas con cada
una de esas métricas.

3. (R,7={R,0,Q,I}) es un espacio topoldgico con cuatro abiertos.

4. Dado un conjunto infinito no numerable X , la topologia conumerable sobre X se
define como sigue:

Teonumerable = {G cX: Gc(: X \ G) es finito o numerable} U {)(7 @} .

5. De modo andlogo, sobre un conjunto infinito (numerable o no) X, podemos definir
la topologia cofinita:

Teofinita = {G - X: GC(: X \ G) es ﬁnito} U {AXV7 (Z)} .

6. Sea X = {a,b}, y sea T = {X,0,{a}}. El par (X,7) es conocido como espacio de
Sierpinski.

Definicién 2.1.2 Dos topologias, T, 7', sobre un conjunto no vacio X son comparables
si T C 7' (y en tal caso, lo denotaremos habitualmente T < 7') o 7' C 7 (igualmente,
7' <7). Cuando 7 < 7', diremos que 7' es mds fina que T.
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Obsérvese que dos topologias sobre un conjunto no tienen por qué ser comparables.
Basta pensar, por ejemplo, en las topologias 7 = {0, X, {a}} y 7" = {0, X, {b}, {c}, {b,c}}
sobre el conjunto X = {a,b,c}.

Definicién 2.1.3 Un subconjunto F C X se dice que es cerrado en (X,7) si su com-
plementario es abierto: F¢ € 1.

Propiedades de la familia de conjuntos cerrados en un espacio topolégico.

Si denotamos por C la familia de todos los cerrados en un espacio topoldgico (X, 7),
es muy facil demostrar (sin mas que usar las leyes de De Morgan) que se verifican las
siguientes propiedades:

1. XeCyPeC;
2. i, FbeC=FUFEC;

3. {Fitiecr CC=>nNierF; € C.

Un simple vistazo a estas propiedades permite entender que también se podria haber
definido una estructura topoldgica sobre un conjunto no vacio X sefialando una cierta
familia de subconjuntos como cerrados (es decir, diciendo que deben verificar precisamente
las propiedades recién enunciadas), y, equivalentemente, se definirfan los abiertos en un
espacio topoldgico como aquellos subconjuntos cuyos complementarios son cerrados.

Se deja como ejercicio sencillo —pero necesario para la correcta comprension de los
conceptos— al lector la caracterizacion de los cerrados en los distintos espacios topoldgicos
que han servido como ejemplos anteriormente.

2.2. Entornos de un punto

Definicién 2.2.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, y sea x € X . Un subconjunto V.C X
es un entorno de x si existe G €T tal quex € GCV .
Habitualmente denotaremos la familia de todos los entornos de x en (X, 7) como V(z).

A continuacién caracterizamos los abiertos de un espacio topolégico como aquellos
subconjuntos que son entornos de cada uno de sus puntos.

Proposicién 2.2.2 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, y sea A C X . A es abierto si, y
sélo si, es entorno de todos sus puntos.

Demostracion:

(=) Todo abierto verifica de modo trivial la definicién de entorno de cualquier punto
suyo.

(<) Sea A entorno de todos sus puntos. Entonces, para cada x € A, existe un abierto
G, tal que z € G, C A, y, por tanto, A es abierto (por la tercera propiedad de la
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definicién de topologia, 2.1.1), ya que se puede expresar como la siguiente unién de abiertos
(compruébese):

A= U:EEAG:E .

Propiedades de la familia de entornos de un punto en un espacio topoldgico.

1. Paracada Ve V(z), z € V.

2. Dados V1, Vo € V(z), VinVa € V(z).

Demostracion: Puesto que tanto V4 como V5 son entornos de z, existen sendos
abiertos G7 y Gy tales que G1 C Vi y Gy C V5. Como la interseccion finita de
abiertos vuelve a ser un abierto y x € G1 NGy C Vi NV;y, ya hemos comprobado que
Viny eV(x).

3.S5iVeV(x) yVCW, entonces W e V(z).

Demostracion: Como V' C W | es obvio que el mismo abierto que podemos encontrar
entre x y V', también esta incluido en W, lo cual nos dice que W es entorno de z.

4. Dado V € V(z), existe W € V(z) tal que V € V(y), para cada y € W.

Demostracion: Como V' € V(x), existe G € 7 tal que x € G C V. Basta tomar
como el entorno W de x del enunciado el propio G .

Ejemplos:

1. En cualquier espacio topoldgico métrico (X, 74) , un subconjunto V' C X serd entorno
de z € X siexiste r > 0 tal que B(z,7) C V, segin ya dijimos en la definicién
1.3.1.

En el caso particular de un espacio topolégico discreto ello implica que los entornos
de un punto son todos los subconjuntos que lo contienen.

En (R, Tysual) son algunos entornos de 0 los siguientes conjuntos: (—1,1), [-1,1],
(-1,400), (-3,3)U{3}U{z eR: 2% =2}.

No son entornos de 0, por ejemplo, [0,1], [0,+00) 0 Q.

2. Directamente de la definicién se obtiene que en un espacio topolégico grosero el inico
entorno de cualquier punto es el total: V(z) = {X}.
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3. En (R,7 = {R,0,Q,I}), los entornos de cualquier ¢ € Q serdn todos los subconjun-
tos V C R tales que Q C V; por otra parte, sii € I, V(i) ={VCR:ICV}.

4. Si consideramos (X, Teonumerable); con X un conjunto infinito no numerable, un sub-
conjunto V' C X es entorno de x € X si existe G € Teonumerable tal que V¢ C G€.
(Basta tomar complementarios en la inclusion G C V' que nos da la definicién de
entorno. )

Como G es por fuerza no vacio (z € G), G¢ debe ser numerable, lo cual implica que
V¢ también lo es, y acabamos de demostrar que en este espacio topoldgico no hay
maés entornos de un punto que los abiertos que lo contienen.

(Obsérvese la diferencia con lo que sucede en general, donde un entorno de un punto
no tiene por qué ser abierto: [—1,1] es entorno de 0 en (R, Tysyal) -)

5. Del mismo modo se argumenta para afirmar que, en X infinito dotado de la topologia
Teofinita ; UN entorno de un punto z € X es cualquier abierto G € 7Teofinita tal que
rel.

6. En el espacio de Sierpinski, los entornos de a son V(a) = {{a}, X}, mientras que el
tinico entorno de b es el total: V(b) = {X}.

2.3. Bases de abiertos y bases de entornos

La topologia de un cierto espacio queda determinada mediante la definicién de la co-
leccién completa de sus abiertos (o de sus cerrados), o, equivalentemente, dando la familia
de todos los entornos de cada punto. Lo que sucede es que habitualmente es mucho mas
sencillo especificar colecciones méds pequefias (mas manejables, por tanto) de subconjuntos
del total que sirven para definir la misma topologia.

Definicién 2.3.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, y sea © € X . Diremos que una co-
leccion B(z) C V(x) de entornos de = es una base de entornos de x si, para cada
VeV(z), existe U € B(z) tal que U C V.

Fijada cierta base B(z) de entornos de x, llamaremos a los elementos de B(x) en-
tornos bdsicos de x .

Definicién 2.3.2 Un espacio (X, 7) se dice primero contable (o que verifica el primer
azioma de numerabilidad, o, abreviando, que es IAN) si, para cada © € X | existe una
base de entornos de x formada por una coleccion numerable de ellos: B(z) = {Vy }nen -

Ejemplos:
1. Un espacio topoldgico grosero siempre es primero contable, pues sélo existe una base

de entornos para cada punto, y coincide con la familia de todos los entornos del
punto: ya vimos anteriormente que el tinico entorno de cualquier punto es el total.
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2. Si se observa detenidamente la quinta propiedad de las familias de bolas abiertas en
un espacio métrico (X, d), que estudiamos en 1.2, serd facil entender que la familia
B(z) = {B(z,%) : n € N} de bolas abiertas centradas en z € X es una coleccién de
numerables entornos de z que constituyen base de entornos del punto.

Es decir, todo espacio métrico es un espacio topoldgico primero contable.

En el caso de un espacio discreto, (X, Tgiscreta) , €l ejemplo més sencillo de base de
entornos de cualquier punto « € X es el siguiente: B(z) = {{z}}.

3. (X, Teonumerable) , con X infinito no numerable, no es un espacio primero contable.

Para demostrarlo, supongamos que, para cierto x € X, existe una base con una
cantidad numerable de entornos, digamos B(z) = {V;,}nen. Entonces la siguiente
coleccion formada por un tnico entorno también es una base de entornos de x:

B,(‘T) = {V}v con V = NpenVy.

(En primer lugar, volvamos a lo que hicimos en el ejemplo 4 de la seccién 2.2.
Alli probamos que todos los entornos —en particular, los bésicos V,, que hemos
escogido— son abiertos de nuestro espacio.

Con ello es facil observar que V' es entorno de z, ya que V° = (NpenVa)© = UnenVe
es numerable, por ser uniéon numerable de conjuntos numerables, y eso significa que
V' € Teonumerable - Recordemos ahora que un abierto es entorno de todos sus puntos.

Por otra parte, al ser V' la interseccién de todos los entornos basicos de B(z), es
algo trivial que, dado cualquier entorno W € V(z), V C W .)

Como X es infinito no numerable y V¢ es numerable, V' es no numerable y podemos
tomar otro punto y € V', tal que y # z .

Si ahora consideramos el subconjunto V' \ {y}, hemos dado con un entorno de z
que no contiene a V- —obsérvese que, de nuevo, V' \ {y} es abierto en la topologfa
conumerable, puesto que (V' \ {y})® = V°U{y} —, en contradiccién con el hecho de
que la coleccién B'(x) = {V'} fuera base de entornos de = .

Un argumento similar, aunque no enteramente idéntico, sirve para comprobar que
tampoco un conjunto infinito no numerable dotado de la topologfa cofinita es un
espacio primero contable. La adaptacion de lo anterior a este caso se propone como
ejercicio al lector.

4. El espacio de Sierpinski es trivialmente primero contable. La tinica base de entornos
posible para el punto b es, desde luego, B(b) = {X}. Para el punto a existe una
base con un tnico entorno: B(a) = {{a}}.

Definicién 2.3.3 Una coleccion B de abiertos de un espacio topoldgico (X,7) se dice
base de la topologia (o base de abiertos) si cualquier abierto puede escribirse como unidn
(arbitraria) de elementos de B.

Los elementos de una base en un espacio topoldgico reciben el nombre de abiertos
bdsicos.
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Definicién 2.3.4 Diremos que un espacio topoldgico (X, ) es seqgundo contable (o que
verifica el segundo axioma de numerabilidad, o que es IIAN) si existe alguna base
de la topologia formada por una coleccion numerable de abiertos.

A partir de las definiciones dadas, se sigue trivialmente que, dada una base de abiertos
B de un espacio topolégico (X, 7), para cada z € X la siguiente coleccién es una base de
entornos de z:

B(z)={BeB:z€B}.

Y de este modo tan sencillo tenemos nuestro primer resultado que relaciona propiedades
de espacios topoldgicos:

Proposicién 2.3.5 Todo espacio topoldgico sequndo contable es primero contable.

Observacién importante:

No es cierto, sin embargo, que cualquier espacio primero contable sea segundo contable.

Ya vimos en el ejemplo 2 de esta misma seccion que todo espacio métrico es primero
contable. En particular, (X, Tgiscreta) (€Spacio topoldgico métrico, pues la topologfa discre-
ta viene inducida por la métrica discreta) es un espacio primero contable que seréd segundo
contable si, y sdlo si, X es un conjunto finito o infinito numerable.

La demostracién de lo que acabamos de afirmar es bien sencilla. Como en la topologia
discreta todo subconjunto es abierto, resulta que cualquier base de la topologia en la
que podamos pensar contiene por fuerza todos los subconjuntos unitarios (los que estdn
constituidos por un tnico elemento). Es decir, que el cardinal de cualquier base de abiertos
de la topologia discreta es mayor o igual que el cardinal de X . Por tanto, X debe tener
a lo sumo una cantidad infinita numerable de elementos para que sea segundo contable.

2.4. Metrizabilidad

Definicién 2.4.1 Un espacio topoldgico (X,T) se dice metrizable si existe alguna métri-
ca d sobre X que induzca su topologia, es decir, tal que T =1,.

Definicién 2.4.2 Un espacio topoldgico (X, 7) es de Hausdorff (o separado, o Ty) si,
para cada par de puntos distintos x,y € X , existen sendos entornos abiertos (G,G' € T,
tales que x € G, y € G' ) disjuntos (GNG' =0 ).

Con lo visto hasta ahora, ya conocemos dos condiciones necesarias para que un espacio
topoldgico sea metrizable:

Proposicién 2.4.3 Si un espacio topoldgico (X,T) es metrizable, entonces:

1. (X,7) es primero contable.

2. (X,7) es de Hausdorff.
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Demostracion:

La primera condicion es obviamente necesaria, ya que cualquier espacio métrico es
primero contable, segtin comentamos en la seccion 2.3.

Que la segunda condicién también es necesaria para la metrizabilidad de un espacio
es algo que ya sabemos —aunque no con este lenguaje— desde que estudiamos la cuarta
propiedad de las familias de bolas abiertas en un espacio métrico, en la seccién 1.2.

| |

Para poder dar condiciones necesarias y suficientes para la metrizabilidad de un es-
pacio, hay que recurrir a resultados como el teorema de Nagata-Smirnov (consiltese, por
ejemplo, [5, Teorema 40.3]), de un grado de dificultad superior a lo aqui expuesto, y fuera
del nivel que se pretende alcanzar en este curso.

2.5. Subconjuntos notables

Definicién 2.5.1 Dado un subconjunto A de un espacio topoldgico (X,7), podemos de-
finir los siguientes subconjuntos:

1. el interior de A :

A={a€ A:IV eV(a)/V C A};

2. la clausura (o adherencia, o cierre) de A :

A={ze X :VWeV(r),VNA#D};

3. la frontera (o borde) de A :

Fr(A)={z e X:VWeV(x),VNA#Dy VNA #0} (= AN Ac);

4. el conjunto derivado (o conjunto de puntos de acumulacion) de A :

A={zeX:VWeV(), (V\{z})nA#D};
5. el conjunto de puntos aislados de A :
Ais(A)={ac A:3VeV(a)/VNA={a}}.

(En ocasiones, por motivos de mayor claridad tipografica, en lugar de A y A escribi-
remos Int (A) y Cl(A), respectivamente.)

Es importante observar que las cinco definiciones anteriores son enteramente equiva-
lentes a las que resultarfan de usar entornos bésicos (fijada cierta base de entornos para
cada punto), en lugar de hablar, como hemos hecho aqui, en términos de toda la familia
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de entornos de cada punto. Esto serd especialmente ttil en el célculo préactico de estos
subconjuntos en un espacio topoldgico determinado.

Propiedades basicas.

El interior y la clausura estén relacionados a través de las igualdades siguientes:

CL(X\ A) = X \Int(4) , Tnt(X\A)=X\CI(4). (2.5.1)

Atendiendo simplemente a la definicién y las igualdades de 2.5.1, obtenemos las si-
guientes propiedades elementales que relacionan los subconjuntos notables entre si:

2.5.1. Interior y clausura. Abiertos y cerrados

El interior y la clausura requieren un estudio algo mas pormenorizado, pues ambos
sirven para identificar de modo répido si un subconjunto es abierto o cerrado.

Proposicién 2.5.2 Sea G un subconjunto de un espacio topoldgico (X, 7). Se verifica
que G € T (G es abierto) si, y sélo si, G :é.

Demostracion: .

(=) Por lo dicho en la propiedad bésica a), debemos comprobar la inclusién G CG'.

Sea, asi pues, x € G . Por hipétesis, G es abierto, y sabemos que un abierto es entorno
de todos sus puntos, luego el propio G es el entorno de x contenido en G que debfamos

o]
encontrar, segtin la definicién de interior de un conjunto, para asegurarnos de que z €G .

o
(<) Puesto que G CG, para cualquier z € G existe V € V(z) tal que V C G.
La tercera propiedad de los entornos (en la seccién 2.2) nos dice entonces que G es
entorno de todos sus puntos, y, por tanto, segin la proposicién 2.2.2, abierto.

Lema 2.5.3 Sean A, B subconjuntos de un espacio topoldgico (X, 7). Si A C B, entonces
ACB.
Demostracion:
Siz €A, la definicién de interior nos dice que existe un entorno V de z tal que V C A.
o

Como, por hipétesis, A C B, el mismo entorno V' sirve para afirmar que x €B.
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Teorema 2.5.4 Dado un subconjunto G de un espacio topoldgico (X, T), el interior de
G es el mdzimo abierto contenido en G .
Concretamente, se verifica la siguiente igualdad:

[}
a= 4
AeT
ACG
Demostracion:
Comprobemos ambas inclusiones:

(Q) Size (02., sea V un entorno de x tal que V' C G. Por definicién de entorno de un
punto, existe a su vez un abierto, digamos G, € 7, tal que G, C V C G, con lo que
acabamos de demostrar que x pertenece a la unién de la derecha de la igualdad.

(D) Seax € A, con A un abierto cualquiera contenido en G .

o (o}
Por el lema 2.5.3, ACG. Como A es abierto por hipétesis, la proposicién 2.5.2 nos

o o
dice que A = A, y, por tanto, x €G .

Proposicién 2.5.5 Sea F' un subconjunto de un espacio topoldgico (X, 7). Se verifica
que F es cerrado si, y sélo si, F = F'.

Demostracion:
(=) Sélo hay que comprobar F' C F'.

Sea z ¢ F, es decir, z € F°. Como F es cerrado, F© es abierto y, por tanto, entorno
de todos sus puntos; en particular, F'° es entorno de z, luego existe G € 7, tal que
reGCFe.

Ese abierto G es un entorno de x cuya interseccion con F es vacia, y con eso se
demuestra que z ¢ F .

(<) Comprobaremos que F¢ es abierto, viendo que es entorno de todos sus puntos.

Sea, asf pues, € F¢, es decir, 1 ¢ F;como F=F 2 ¢ F.

Por tanto, por definicién de clausura, existe un entorno V' de x tal que VN EF = 0);
dicho de otro modo, V' C F¢, y por la tercera propiedad de los entornos (seccién 2.2), F¢
es entorno de x.

Lema 2.5.6 Sean A, B subconjuntos de un espacio topoldgico (X, 7). Si A C B, entonces
ACB.

Demostracion:
Decir # € A es equivalente, por definicién, a decir que, sea cual sea V € V(z),
VNA#(D. Como AC B, resulta que VN B # (). Es decir, 2 € B.
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Teorema 2.5.7 Dado un subconjunto F de un espacio topoldgico (X,7), la clausura de
F es el minimo cerrado que contiene o F .
En concreto, se cumple la siguiente igualdad:

F= (] A

A cerrado
FCA

Demostracion:

Tenemos que comprobar ambas inclusiones:
(C) Seax € F,ysea A cualquier subconjunto cerrado tal que F' C A. Por el lema 2.5.6
z € F CA,y, puesto que A es cerrado, la proposicién 2.5.5 asegura que A = A, luego
reA.
(D) Siz ¢ F, encontraremos un subconjunto cerrado que contenga a F' y deje fuera el
punto .

Comoz ¢ F,existe G € 7, tal que z € G (G es un entorno abierto de #) y GNF = {);
por tanto, F' C G°, y ya dimos con el cerrado que buscabamos: G¢ es el complementario
del abierto G, y por supuesto = ¢ G°.

En realidad, tan sélo tendriamos que haber probado la proposicién 2.5.2; el lema 2.5.3 y
el teorema 2.5.4, pues la proposicion 2.5.5, el lema 2.5.6 y el teorema 2.5.7 pueden obtenerse
de los primeros de modo elemental. Esto se debe a que interior y clausura son conceptos
“duales” en un espacio topoldgico, como lo son los conceptos de abierto y cerrado. Duales
en el sentido ya indicado en las igualdades 2.5.1.

A continuacion estudiaremos otra manifestacion de esta dualidad, expresada en térmi-
nos de propiedades que verifican interior y clausura.

2.5.2. Operadores interior y clausura

Teorema 2.5.8 En un espacio topoldgico (X,7) el operador “tomar interior”,

P(X) = PX)
A — fol,

verifica las siguientes propiedades:

o

N

1. A.

[\
o

3 A=A.

4. (AmB):ﬁmfa.

Demostracion:
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1. Ya sabemos que forma parte de la misma definicién de interior.

2. No hay mas que aplicar la proposicién 2.5.2 al abierto X .

o
3. Segin sabemos por el teorema 2.5.4, A es abierto. Usando la proposicién 2.5.2,
resulta entonces justamente lo que queremos probar.

4. Probemos las dos inclusiones, empezando por (Aﬁ B)C A n B Para ello, como
ANBCA yANBCB,ellema 2.5.3 nos dice que (AﬁB)CA y (AﬂB)CB de
donde se sigue la 1nclus10n deseada.

Ahora, para comprobar la otra inclusién, tengamos en cuenta que segin el teorema
2.5.4 tanto ;1 €omo é son abiertos contenidos, respectivamente, en A y en B; por
tanto, su interseccién también es un abierto, que verifica ;1 N f—‘;g AN B. Volviendo

a usar el teorema 2.5.4, como (A ﬂ B) es el maximo abierto contenido en AN B,

obtenemos la inclusién A N BC(A ﬂ B).

El resultado que probamos a continuacién cierra el circulo. Si, dada una topologia
sobre un conjunto X , es posible hablar del interior de cualquier subconjunto de X , y tal
interior verifica las propiedades enunciadas, y ademds (proposicién 2.5.2) los abiertos de la
topologia son justamente los subconjuntos que coinciden con su interior, también podemos
plantearnos qué sucederia si empezaramos a la inversa.

Dado un conjunto no vacio X, podemos definir una aplicacién, digamos e, sobre
P(X) que a cada subconjunto de X haga corresponder otro, y que verifique las mismas
propiedades que comprobamos para el interior en un espacio topoldgico. Sucede que, si
ahora decimos que son abiertos (aqui viene la definicién de topologfa) los subconjuntos de
X que coinciden con su imagen por e, cuando calculemos el interior de un subconjunto
A nos saldra justamente la imagen por e de A.

Teorema 2.5.9 Sea X un conjunto no vacio, y consideremos una aplicacion

P(X) = PX)
A — ;1,

que verifique las siguientes propiedades:

CA.
2)})(
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En estas condiciones,
r={GCX:G=(}

es una topologia sobre X . Ademds, el interior de cualquier subconjunto de X con esta
topologia es, justamente, ;1

Demostracion:

Comprobemos que 7 verifica todos los axiomas de una topologfa (2.1.1):

1. Por la scgunda propiedad de o, X X luego X € 7. Por la primera propiedad,
(Z)C 0, luego (Z) 0,y por tanto ) € 7.

2. Dados G, G2 € T (por tanto, Gy :él y G :ég ), podemos escribir:

G1NGy :él N ég propiiiad ! (Gl N GZ) ,

con lo que G1NGq € T.
Antes de demostrar el tercer axioma de topologia, comprobemos que e verifica la
siguiente propiedad adicional de monotonia:

ACB=ACE . (0)

Vedmoslo: . .
Por la primera propiedad, AC A; por tanto, AC B y tenemos:

A=ANB.

Tomando e en ambos miembros de esa igualdad de conjuntos, nos queda la siguiente
igualdad:

A:(;l QB) propigiad 4 ;1 n é .

(]
(] [ ]
Si ahora sustituimos A por A, atendiendo a la propiedad 3, obtenemos:

A=ANB,
L[] L]
es decir, ACB.
Probemos ya que 7 cumple el tercer axioma de topologfa. Para {G;}ic; C 7, hemos

de concluir que U;c;G; € 7, es decir, (UierG;)= U1 G; .
La primera propiedad de e nos da la siguiente inclusion:

(UierGi)C UierGi -

Para la otra, como, para cada o € I, G, C UjerG;, la propiedad de monotonia ¢

permite afirmar:
L]

GaC(UierGy) -
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Luego:

{Gi}icrCr b ¢
=" Uier Gi C (UierG)

VierGi
7 . . . . . ’
Ya sdlo nos falta comprobar que A coincide con el interior de A en la topologia 7 (lo
o
denotaremos A ).

o
Segtin el teorema 2.5.4, A es el maximo abierto contenido en A. Recordemos que la
segunda propiedad de e nos dice:

A=A .
Por tanto A€ 7, y, puesto que AC A (primera propiedad), ya tenemos la siguiente
inclusién:

ACA .

Probemos la otra inclusién: o
ACA .
o
Sea a €A . Por definicién, existe un entorno G de a (que podemos considerar abierto,
L]
es decir, G =@ ) tal que:
L]
a €EGC A,

L]
de donde, tomando interior a ambos miembros de la inclusion, obtenemos que a €A , como
desedbamos.:

3 : monotonfa () e

c A

. .
propiedad
a €@ =

Usando las dos igualdades de 2.5.1 y el teorema 2.5.8, es muy fécil redactar (escribase)
la demostracién del teorema siguiente:

Teorema 2.5.10 En un espacio topoldgico (X,7), el operador “tomar clausura”,
=
A —

verifica las siguientes propiedades:

1. ACA.
2.0=0.
3. A=14
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4. AUB=AUB.

Ademés, igual que hicimos para un operador interior, se puede demostrar (hdgase como
ejercicio) el siguiente resultado.

Teorema 2.5.11 Sea X un conjunto no vacio, y consideremos una aplicacion

P(X) — P(X)

~

A — A,

que verifique las siguientes propiedades:

1. ACA.
2.0=90.
3. A=A.

4. AUB=AUB.

En estas condiciones, = {G C X : G = G} es una topologia sobre X . Ademds, la
clausura de cualquier subconjunto A C X con esta topologia coincide con A .

2.6. Subespacios topologicos

Definicién 2.6.1 Sea Y un subconjunto de un espacio topoldgico (X, 7). Sobre Y pode-
mos definir la topologia de subespacio inducida por T :

v={GCY:3Ger /GNY =G}.
El par (Y, 7y) recibe el nombre de subespacio topolégico de (X,7).

(En el tema 3, caracterizaremos la topologfa de subespacio como la minima topologfa
sobre Y que hace la inclusién natural i : Y < (X,7) continua.)

En un subespacio topoldgico (Y,7y) C (X,7), los cerrados son intersecciones de ce-
rrados de (X, 7) con Y; los entornos (si se quiere, bésicos) de un punto y € Y son
intersecciones de entornos (respectivamente, basicos) de y en (X,7) con Y'; la clausura
de ACY en (Y,7y) coincide con la interseccién de la clausura de A en (X,7) con Y.

Sin embargo, no es cierto que el interior de A CY en (Y, 7y) sea la interseccién con
Y del interior de A en (X, 7). Tampoco es valida la afirmacién para la frontera. (Piénsese
por qué.)

Ejemplos:

1. La topologia de subespacio inducida por la topologia usual de R sobre N es la
topologia discreta, ya que cualquier subconjunto unitario {n} (con n € N) puede
escribirse como la interseccién de un abierto de la topologia usual sobre R con N:

{n}=(Mm-1,n+1)NN.
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2. Cualquier subespacio topoldgico de un espacio topolégico grosero es un espacio to-
poldgico grosero.

En efecto, sea (Y, Tgrosera, ) Subespacio topolégico de (X, Tgrosera) - Como los tinicos
ablertos en Tgrosera SO0 X y 0, y sus intersecciones con Y son, respectivamente, ¥’
y ), entonces:

Tgroseray, — Tgrosera -

3. Cualquier subespacio topolégico de un espacio topoldgico discreto es un espacio
topoldgico discreto.

Sea (Y, Tdiscretay) Un subespacio topoldgico de un espacio discreto, (X, Tdiscreta) -
Puesto que un abierto en Tgisereta €S cualquier subconjunto de X , y la interseccion
de cualquier subconjunto de X con Y nos da cualquier subconjunto de Y, entonces:

Tdiscretay — Tdiscreta

2.7. Convergencia de sucesiones en un espacio topolégico

Definicién 2.7.1 Sean (X,7) un espacio topoldgico, (xn)nen una sucesion de elementos
de X yxo € X. Diremos que xy es un limite de (vp)nen (0 que (Tn)nen comverge
a o ) si, para cada entorno V. de xq, existe un término de la sucesion a partir del cual
todos los términos pertenecen a V' :

YWV eV(xy),weN:n>v=>ua,€V.
Observaciones:

1. Nétese que el articulo que acompana la palabra “limite” en la definicién es “un”

b

y no “el”. Es decir, una sucesién convergente en un espacio topoldgico no tiene, en
general, limite tinico.

2. La anterior observacién ilustra por qué la notaciéon que emplearemos para afirmar
que o es limite de la sucesién (z,)nen es la siguiente:

To € limpen (wn) :

3. Como con otros conceptos que se definen en términos de entornos, la definicién
puede expresarse de modo equivalente si decimos que cada entorno bdsico de xg
debe contener todos los términos de la sucesion, salvo a lo sumo finitos.

Ejemplos:

1. Toda sucesién (z,)nen en un espacio topolégico grosero (X, Tgrosera) converge a
cualquier x € X , pues no hay mas entornos de x que X .
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2. Consideremos una sucesion (x,),ey de nimeros reales, y sea xgp € R. Puesto que

la familia de todos los intervalos abiertos centrados en xy constituye una base de
entornos de xo en la topologfa usual, la sucesion (z, )neny converge a 2o en (R, Tysyal)
si, y solo si:

Ve>0,veN:n>v=u,€ (xg—¢c,20+¢),

es decir, si y solo si:
Ve>0,weNin>v=|z, -z <e.

. Generalicemos lo hecho en el ejemplo anterior para cualquier espacio métrico. Sean
(X,d) un espacio métrico, (Zn)nen € X y 29 € X . Como una base de entornos de
zg es B(xg) = {By(wo,€) : € > 0}, la sucesion (@, )nen converge a xg si, y sélo si:

Ve>0,weN:n>v=ux, € By(zg,e),
o equivalentemente, si y sélo si:
Ve>0,veN:n>v=da,,z) <e,
es decir, (zy)ney = 2o en (X, d) si, y s6lo si, (d(zn,20))neny = 0 en (R, Tysyal) -

. Como ejemplo concreto de espacio métrico, estudiemos cémo es la convergencia de
sucesiones en un espacio topoldgico discreto, aplicando lo visto hasta ahora. Sean,
pues, (X, Tdisereta) Un espacio topoldgico discreto, (xn)pen € X y 20 € X .

Segun el ejemplo anterior, la sucesién (z)nen convergerd a o si, y sblo si, la
sucesién de las distancias (dgiscreta(Tn; T0))neny converge a 0 en (R, Tysual) - En la
sucesion (dgiscreta(Zn; Z0))Jnen 8610 pueden aparecer ceros y unos, y una sucesién asf
s6lo puede converger a 0 en (R, Tysual) si, y s6lo si, a partir de un término la sucesién
es constantemente 0.

Es decir, teniendo en cuenta cémo estd definida la métrica discreta, (v )nen — To

€n (X7 Tdiscreta) si, y sdlo si:

veN:n>v=x,=129.

esto es, si existe un término de la sucesion a partir del cual todos los demas términos
son constantemente xg .

(Diremos que una sucesién que verifique esto en cualquier espacio topoldgico es
eventualmente constante.)

Asi pues, en un espacio topoldgico discreto una sucesién (z,)nen converge a xg si,
y s6lo si, (z,)nen es eventualmente constante xg .

Como consecuencia de lo hecho, resulta que cualquier sucesién convergente en un
espacio discreto tiene limite tnico. (Algo que volveremos a ver mas adelante de modo
més general.)
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5. Consideremos (X no numerable, Teonumerable) - 3€a0 (Zn)ney C X una sucesién y
g€ X.

Vimos en el cuarto ejemplo de la seccién 2.2 que todo entorno de un punto en un
espacio dotado de la topologia conumerable es abierto. Por tanto, un entorno de xg
es X \ {zy : zn, # z9,n € N}.

Un entorno asf sélo contendra todos los términos de la sucesién (zy,)nen , salvo a lo
sumo finitos, si hay como méaximo finitos términos distintos de xy. Dicho de otro
modo, la sucesién (z,,)nen converge a zg, si, y sélo si:

veN:n>v=x,=1.

De nuevo, hemos vuelto a dar con las sucesiones eventualmente constantes: una
sucesion en un espacio conumerable es convergente a zg € X si, y sélo si, la sucesion
es eventualmente constante g .

Por tanto, si tomamos por ejemplo X = R, la convergencia de sucesiones es exacta-
mente la misma, consideremos la topologia discreta o la topologia conumerable. Hemos
puesto como ejemplos, pues, dos espacios topoldgicos muy distintos (uno es métrico, vy,
por tanto, primero contable; el otro, no —recuérdese lo hecho en el tercer ejemplo de la
seccidn 2.3), donde no hay més sucesiones convergentes que las constantes a partir de un
término, y donde, por tanto, cualquier sucesion convergente tiene limite tinico.

Proposicién 2.7.2 Sea (X,7) un espacio topoldgico Ta . Si una sucesion (xp)peny C X
es convergente, entonces tiene limite unico.

Demostracion:

Supongamos que existen dos elementos distintos en X , digamos x # ¥, que son limites
de una sucesion (y)pen -

Por definicién de limite, para cada entorno U € V(z), debe existir v; € N tal que, si
n > vy, entonces x, € U.

Igualmente, puesto que y también es limite de (z,,)nen, dado cualquier V' € V(y),
debe existir 15 € N, de modo que, paran > vy, x, € V.

Entonces, si n > v = max{vy, o}, resulta que z, e UNV .

Es decir, no hay modo de encontrar sendos entornos disjuntos de = e y; luego (X, 7)
noes To.

Sin embargo, no es cierto que todo espacio en el que no haya mas sucesiones conver-
gentes que las de limite tnico tenga que ser de Hausdorff, como queda ilustrado en el
ejemplo 5: ningin espacio topoldgico conumerable es T, ya que no existen en un espacio
asi abiertos disjuntos distintos del vacio; en efecto, si tomamos G1,G2 € Teonumerable ; de
modo que Gy # 0 y Gy # (0, entonces G§ y G§ deben ser subconjuntos numerables; por
tanto, (G1 N G2)¢ = G U G5 es numerable, luego G; N Gy no puede ser vacio, pues su
complementario (si G1 N Gy fuera vacio, su complementario serfa X ) es numerable.
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Veremos un reciproco parcial de la proposicion 2.7.2 en el ejercicio 26.

Definicién 2.7.3 Sean (X, 7) un espacio topoldgico, (Ty)nen una sucesion de elementos
de X yzo € X . Diremos que xo es un valor de adherencia de (zn)nen si cada entorno
V' de xy contiene infinitos términos de la sucesion (zy)nen :

YV eV(xy),VkeN,Ing >k, €V.

Del mismo modo que en la definicién de limite, en la definicién de valor de adherencia
podemos trabajar con todos los entornos basicos, fijada una base de entornos de g .

Un simple vistazo atento a las definiciones 2.7.1 y 2.7.3 nos lleva a poder afirmar la
siguiente proposicion:

Proposicién 2.7.4 Si xy es limite de una sucesion (zn)neny €n un espacio topoldgico
(X, 7), entonces también es valor de adherencia.

Obviamente, el reciproco no es cierto. Basta pensar en el siguiente ejemplo de sucesién
en (R7 7-usual) .
(17271’27172’1727172717 7"')7

es decir, la sucesién que va alternando unos y doses. Tanto 1 como 2 son valores de
adherencia, pues —hagamoslo para 1, y se razonard igualmente para 2— cualquier entorno
de 1 contiene infinitos términos de la sucesion: justamente los impares, que son todos
iguales a 1.

Sin embargo, es suficiente tomar el intervalo (0,2) para dar con un entorno de 1 que
deja fuera de él infinitos términos de la sucesién, justamente los pares, que son todos los
doses. Y debido a esto 1 no puede ser limite de la sucesién. Razonando de andloga manera,
demostrariamos que 2 tampoco es limite.

Se verifica el siguiente resultado, que puede facilitar los calculos a la hora de mirar qué
valores de adherencia tiene una sucesion cualquiera en un espacio topolégico concreto:

Proposicién 2.7.5 Sea (zp)nen C (X, 7). Se cumple la siguiente igualdad entre subcon-
juntos de X : o
{Valores de adherencia de (z)nen} = Moo A,

donde Ay = {z, :n>k}.

Demostracion:
Un elemento xg € X es valor de adherencia, por definicién, si, y sélo si:

YV eV(xy),VkeN, Ing > k:x,, €V; (%)

como ese término z,, de la sucesién es un elemento del conjunto Ay, (%) resulta
equivalente a V' N Ay, # 00, para cualquier V € V(zp), es decir, equivalente a zg € Ag.
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Puesto que (x) se verifica para cualquier k € N, que zg sea valor de adherencia de (p)nen
es equivalente a que zo pertenezca a NP2 Ay .

Ejemplos:

1. Por la proposicion 2.7.4, y segtin lo expuesto en el primero de los ejemplos posteriores
a la definicién 2.7.1, en un espacio topolégico grosero (X, Tgrosera) , €l conjunto de
valores de adherencia de cualquier sucesién es X .

2. Sea (Tn)nen C (X,7) una sucesién en la que un cierto elemento de X aparece como
término, repetido infinitas veces; es decir, existe g € X tal que:

VkeN,Ing > k:x,, =1p.

En tal situacién, cada entorno V' de zy contiene, como poco, los infinitos términos
de la sucesién donde aparece xg y, por tanto, zo es valor de adherencia de (2, )nen -

3. Sea X un conjunto infinito no numerable dotado de la topologia Teonumerable s ¥ S€a
(zn)nEN cX.

Si zg € X aparece como término de la sucesién repetido infinitas veces, entonces el
ejemplo anterior garantiza que xy es un valor de adherencia de (2 )nen -

Si, por el contrario, £y no aparece repetido infinitas veces en la sucesién, entonces
X\{zn : &, # xo,n € N} esun entorno de 2o que contiene exclusivamente los finitos
términos de la sucesion que puedan ser iguales a xq, y por tanto es un entorno de xg
que no contiene infinitos términos de (x, )nen , luego zp no serfa valor de adherencia
de (xn)nEN .

Es decir, el conjunto de valores de adherencia de la sucesién (z,)nen serd vacio si no
hay ningtin término que aparezca repetido infinitas veces. En otro caso, el conjunto
de valores de adherencia estard formado por todos aquellos elementos de X que
aparezcan repetidos como términos de la sucesion infinitas veces.

Problemas

1. Encuéntrense todas las topologias posibles sobre un conjunto de tres elementos.

2. SeaD#AGX.

a) Demuéstrese que la familia de todos los subconjuntos de X que contienen al
subconjunto A, junto con el conjunto vacio ), constituye una topologfa sobre X .

Calctilese la clausura de cualquier subconjunto de X .

b) Demuéstrese que la familia de todos los subconjuntos de X contenidos en A, junto
con el total X , es una topologia sobre X .
Calctlese el interior de cualquier subconjunto de X .
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¢) Para cada H C X no vacio, sean H=HUAy () = 0. Compruébese que H — H
es un operador clausura, y discitase qué topologia resulta para cada eleccién de
A.

. Qué condiciones hay que imponer sobre el subconjunto A para que el espacio
topoldgico correspondiente sea de Hausdorff?

3. Sea (X,7) un espacio topoldgico, y sean A, B subconjuntos de X . Demuéstrense:

A es abierto si, y s6lo si, Fr (A)NA=0.
A es cerrado si, y sélo si, Fr(A) C A.

A es abierto y cerrado simultdneamente si, y sdlo si, Fr (A) = (.

a
b

4

Si A es abierto o cerrado, entonces Fr (A)= (. jEs cierto el reciproco?
Fr(Fr(4)) CFr(4).

El conjunto derivado del derivado no vuelve ni siquiera a estar incluido necesaria-
mente en el derivado: (A') ¢ A’.

g) Si AC B, entonces A’ C B'.

h) (AuB)Y =A'UB'.

i) A'=10 si, y sdlo si, A es cerrado y su topologfa inducida como subespacio, 74 , es
la discreta.

d

e

f

—_— — = D

4. Diremos que un subconjunto A de un espacio topolégico (X, 7) es denso si A = X .
Pruébense:

a) A es densoen X si, ysélosi, A tiene interseccién no vacia con todos los abiertos
no vacios de (X, 7).

b) Si A es denso en X y G € 7, entonces se verifica ANG = G. ;Qué ocurre si
quitamos alguna de las hip6tesis anteriores?

5. Sea (X,d) un espacio métrico. Sea A C X . Pruébense:

a) A={z € X :dist (z,A) =0}.
b) A= {z € X : dist (z, A°) > 0}
¢) dist (x, A) = dist (2, 4).

d) 0(4) =4(4).

)

e) Si existe un niimero real & > 0 tal que d(x,y) > « para todo par de puntos x # y
de A, entonces A es cerrado.

/) La clausura de una bola abierta estd contenida en la correspondiente bola cerrada:
B(zo,7) C B(xg,r) C Blwg,7].
Pénganse ejemplos que muestren las cuatro situaciones posibles.

(B(zo,r) = B(zg,7) = Blzo,7],  B(zo,7) & B(xo,7) = Blxzo, 7] , etc.)
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6. En (R, Tysuar) calctlense el interior, la clausura, la frontera, el conjunto derivado y el
conjunto de puntos aislados de los subconjuntos unitarios, de los finitos, de los infinitos
numerables y de los infinitos no numerables.

Existe algtin subconjunto de Q o de I que sea abierto? ;Y cerrado?
7. Se considera en Q la topologia usual, es decir, la topologia de subespacio inducida por
la usual de R.

Encuéntrense en este espacio topolégico subconjuntos que sean a la vez abiertos y
cerrados. jPodemos deducir entonces de este hecho que la topologia usual de Q es la
topologia discreta?

8. Consideremos (N, 7), donde 7 es la siguiente topologfa:
={N,0,{1},{1,2},...,{L,2,...,n},...}.

a) Demuéstrese que 7 es, en efecto, una topologia sobre N.
b) Calcilense los conjuntos cerrados en este espacio.

¢) {Cémo son los subconjuntos densos en (N, 7)?
9. Sea (N,7), donde 7 es la siguiente topologfa:
T={GCN:neG, ymesdivisor de n = m € G}.

a) Demuéstrese que 7 es una topologfa sobre N.
b) Propénganse sendas bases de entornos para los puntos 67 y 12.

¢) Calciilense interior, clausura, frontera, conjunto de puntos de acumulacién y con-
junto de puntos aislados de los siguientes conjuntos:

{2n:neN}, {2n—-1:ne N}, {n:n <19} y {n:n es primo}.
10. Consideremos N dotado de la siguiente topologia:
7={GCN:peG, ypesimpar=p+1€G}.

a) Compruébese que 7 es topologia sobre N.

b) Encuéntrese una base de entornos para cada punto.
¢) Encuéntrese una base de la topologfa.
)

d) Calctlense interior, clausura, frontera, conjunto de puntos de acumulacion y con-
junto de puntos aislados de los siguientes conjuntos:

{1,2},{2n:neN}y {2n—1:n e N}.

11. Sea (X,7) un espacio topoldgico, y sea B una base de 7. Pruébese que, si Y C X,
entonces B’ = {BNY : B € B} es base de 7y .
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12. Propiedades hereditarias.

Una propiedad P predicable de espacios topoldgicos se dice hereditaria si, siempre que
un espacio topolégico (X, 7) verifique la propiedad P, cualquier subespacio topolégico
suyo (Y, 7y) también verifica P.

a) Dediizcase del ejercicio anterior que ser segundo contable es una propiedad he-
reditaria. (Es decir, todo subespacio de un espacio segundo contable es segundo
contable.)

(Razonando de manera idéntica con las bases de entornos de cada punto, se prueba
que los subespacios de espacios primero contables son primero contables. Hégase.)

b) Demuéstrese que la metrizabilidad es una propiedad hereditaria.

¢) Compruébese que ser Ty es también una propiedad hereditaria.

13. Sea (X, Teofinita) - Disclitase si este espacio es primero contable o segundo contable de-
pendiendo del cardinal de X (finito, infinito numerable o infinito no numerable).

(La topologfa cofinita es:

Teofnita = {G C X : G es finito} U {0} .)

14. Caracterizaciones de base de una topologia.

Sea X # 0 ysea BC P(X).

a) Pruébese que B es base para una topologia 7 sobre X si, y sélo si, B recubre X
(es decir, X = Upep B) y para cada punto € G, con G € 7, existe B € B tal
quezr € BCG.

b) B es base de alguna topologia sobre X (en concreto, de la formada por las uniones
arbitrarias de elementos de B) si, y s6lo si, B recubre X y ademds verifica la
condicién siguiente: dados dos elementos cualesquiera By, By € B, y dado un
punto & € By N By, existe algin By € B tal que x € B3 C By N Bsy.

15. Utilicese alguna de las caracterizaciones expuestas en el ejercicio anterior, para respon-
der a las siguientes cuestiones:

a) Si X es un conjunto infinito, jsirve la familia de todos sus subconjuntos infinitos
como base de alguna topologia sobre X 7 Si la respuesta es afirmativa, ;cudl es
esa topologia?

b) (Es la familia de todos los rectdngulos del plano una base de alguna topologia
sobre R?? ;Y la de todos los rectdngulos sin lados? Si la respuesta a alguna de las
dos preguntas es afirmativa, digase cudl es la topologia correspondiente.

16. Pruébese que, en general, no existe un maximo cerrado contenido en un subconjunto
de un espacio topoldgico.
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17. Dado cualquier subconjunto de un espacio topoldgico, ;existe siempre el minimo abierto
que lo contiene?

18. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Demuéstrese que son equivalentes las tres siguientes
propiedades:

a) Paracadaz € X, existe su entorno minimo. (Es decir, existe un entorno V€ V(z),
tal que V C U, para cualquier U € V(z).)

b) La interseccién arbitraria de abiertos es un abierto.

¢) La unién arbitraria de cerrados es un cerrado.

19. Topologia del orden parcial.

Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado con més de un punto. Para cada punto
a € X llamaremos cono superior asociado a a al subconjunto {z € X :a < z}.

d

Figura 2.1

a) Demuéstrese que la coleccién de los conos superiores asociados a todos los puntos
de X, es decir,

B={{zeX:a<z}:a€X},

es una base de una topologia sobre X , que llamaremos topologia del orden parcial,
y denotaremos 7< .

b) Demuéstrese que un unitario {29} C X es abierto en 7< si, y sélo si, zy es un
elemento maximal en (X, <).

¢) Demuéstrese que un unitario {zp} C X es cerrado en 7< si, y sélo si, zgp es un
elemento minimal en (X, <).

d) Pruébese que la clausura de {zo} C X estd formada por todos aquellos elementos
de X que sean menores que zq (y, por supuesto, por el propio g ).

e) Compruébese que un subconjunto unitario {zp} C X es denso en (X,7<) si, y
sélo si, zg > x, para cualquier z € X . (Es decir, habrd algiin unitario denso en
(X, 7<) si, y solo si, existe un méximo para el orden <.)

(Como consecuencia de esto y del ejercicio 195, resulta que cualquier punto denso
en (X, 7<) es abierto.)

f) Describase la topologia del orden parcial sobre R dotado de su orden usual.
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¢) Un conjunto parcialmente ordenado puede representarse mediante un diagrama
en el que cada punto es menor que otro si existe un segmento ascendente (o una
cadena de segmentos ascendentes) que los une.

Consideremos el conjunto X = {a,b,¢,d} parcialmente ordenado representado en
la figura 2.1.

Determinense los abiertos en la topologia 7< definida por el orden parcial.

h) Sea X ={a,b,c,d, e} el conjunto parcialmente ordenado representado en la figura
2.2.

1) Determinense los abiertos y los cerrados en la topologia 7< inducida por el
orden parcial.

2) Encuéntrese una base de entornos para cada punto.

3) Calcilense A y 4, con A = {a,d,e}.

Figura 2.2

i) Consideremos Z dotado de la topologia inducida por el orden parcial representado
en la figura 2.3.

Figura 2.3

1) Véase que todo {m} C Z, con m par, es cerrado.

3) Calcilense {0,—1,1}, Int ({-5,-3,-1,2,4,6}) y Ais({—4,-2,0,2,4}).

4) Compruébese que el conjunto de los niimeros impares es un subconjunto denso.

)
2) Véase que todo {m} C Z, con m impar, es abierto.
)

7) Consideremos Z dotado de la topologfa inducida por el orden parcial representado
en la figura 2.4.

1) Determinense los abiertos en 7< .
2) Calciilense {3} e Int ({~1}).
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3) Véase que el conjunto NU {0} de los enteros no negativos es un subconjunto
cerrado.

4) ;Hay algin subconjunto propio que sea denso?

20. Topologias del orden total.

Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenado con més de un punto. Para cada punto
a € X definimos los conjuntos (+—,a) = {z € X : © < a} (que llamaremos semirrecta a
la izquierda de a) y (a,—) = {z € X : * > a} (que llamaremos semirrecta a la derecha

de a).

)

Pruébese que B = {X} U{(+-,a) : a € X} es una base para una topologfa sobre
X, que llamaremos topologia de semirrectas a la izquierda.

(Igualmente, se puede demostrar que B = {X}U{(a,—) : a € X} es también base
de una topologia sobre X , que llamaremos topologia de semirrectas a la derecha.)
Consideremos R con la topologia generada por la siguiente familia de semirrectas
abiertas: {(—00,a) : a € R}. (Es decir, la topologia de semirrectas a la izquierda
sobre R, dotado de su orden usual.)

1) Encuéntrese una base de entornos para cada punto.

2) ;Es este espacio primero contable? ;Y segundo contable?

3) Calcilense interior, clausura, frontera, conjunto derivado y conjunto de puntos

aislados de Q, N, (—00,0) y [0, +00).

4) ;Cuél es la topologia de subespacio inducida sobre N?
Pruébese que las intersecciones finitas de semirrectas a la izquierda y de semi-
rrectas a la derecha en un conjunto X totalmente ordenado constituyen (junto
con el total) una base para una topologia. Dicha topologfa recibird el nombre de
topologia de los intervalos sobre X .
Diremos que un subconjunto A de X es un intervalo si para todo z € X con
xr < z<y,siendo z ey puntos de A, se verifica z € A. Si en X se considera la
topologia de los intervalos, demuéstrese que los intervalos de la forma

(a,0)={ze X :a<z<b}
son subconjuntos abiertos y que los de la forma

[a,b] ={z € X :a<z<b}

Figura 2.4
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son subconjuntos cerrados, aunque podrian ser también abiertos.

e) Demuéstrese que la topologia de los intervalos sobre X es la minima topologia
sobre X que contiene a las topologias de semirrectas a la izquierda y de semirrectas
a la derecha.

/) Pruébese que la topologfa usual de R es la topologfa de los intervalos asociada a
su orden usual.

21. Consideremos en R? la topologia usual.

a) Pruébese que el conjunto Sy = {(z,y) € R? : 2? + y* = 1} es cerrado.

b) Calcilese el conjunto derivado del conjunto 4 = {(%7 %) :n,m € N}.

22. Se considera sobre R? la topologfa menos fina 7 para la cual todas las circunferencias
de centro el origen y todas las rectas que pasan por el origen son abiertos. Pruébese
que G € T si, y sblo si, G es simétrico respecto al origen.

23. Dados los siguientes espacios topoldgicos, determinense las topologias inducidas sobre
los distintos subespacios que en cada caso se indican.

a) (XU{p},7), conpé¢ X;7=PX)U{XU{p}}.
Subconjunto: X .
b) (X,7),yseape X;7={GCX:peG}U{D}.
Subconjunto: X \ {p}.
c) (R,7); 7={GCR:{0,1} CG}U{0}.
Subconjuntos: N, Q, T, (0,1), [0,1], {£ : n € N} U {0}.
d) R,7);7={GCR:qeGNQ= —q<€G}.
Subconjuntos: Q, I.
e) (R%,7);7={AxR:ACR}.
Subconjuntos: la recta x = 0, la recta y = 0, la unién de las rectas © = y y
z = —y, la circunferencia S .
f) (N,7); 7={G CN:pe G = todos los miltiplos de p estdn en G} .
Subconjuntos: el conjunto de los pares, el conjunto de los impares, {1,2}.
g) R?\{(0,0)}, con la topologfa que tiene por base la coleccién de todos los segmentos

de longitud finita con inicio en el origen. (Compruébese que, efectivamente, dicha
coleccibn es base de alguna topologia.)

Subconjuntos: S, el cuadrado centrado en (0,0) de lado 2, la recta 2 = 0 sin el
origen, la corona circular {(z,y): 1< 2% +y? <2}.

24. Pruébese que, si {x1,...,2,} es una coleccién finita de puntos distintos de un espacio
topoldgico To , entonces existe una familia de abiertos {Uy, ..., U,} disjuntos dos a dos,
tales que 1 € Uy, ..., xy € U,.
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32.

33.

34.

30.

36.

37.
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Sea (X, 7) un espacio topoldgico de Hausdorff, y sea A C X . Demuéstrese que A puede
escribirse como la interseccion de todos los abiertos que lo contienen:

A= ) G.

Ger ,ACG

Sea (X,7) un espacio topoldgico primero contable. Pruébese que, si toda sucesién
convergente en (X, 7) tiene limite tinico, entonces (X, 7) es Ty .

(Este resultado es una especie de inverso de la proposicién 2.7.2, pero tan sélo parcial,
porque, como ya se dijo entonces, un espacio topoldgico conumerable sirve como ejemplo
de espacio que no es de Hausdorff donde cualquier sucesién convergente tiene limite
tinico. )

Demuéstrese que un espacio topoldgico es Ty si, y sdlo si, la interseccién de todos los
entornos cerrados de cada punto se reduce al propio punto.

Compruébese que un espacio topolégico es grosero si, y sélo si, todo subconjunto uni-
tario es denso.

Péngase un ejemplo de un espacio topoldgico no discreto en el que todo subconjunto
sea abierto o cerrado.

Demuéstrese que, si Fr (A) = B y Fr(B) = A, entonces A = B.

Demuéstrese que un subconjunto G de un espacio topolégico (X, 7) es abierto si, y
s6lo si, ANG = 0 implica ANG = 0 paratodo A C X.

Como consecuencia del ejercicio anterior, pruébese que un subconjunto G de un espacio
topoldgico (X, 7) es abierto si, y sélo si, Fr (G) C X \ G.

Demuéstrese que Int (A \ B) C Int (A) \ Int (B), y péngase un ejemplo en el que no
se verifique la inclusién reciproca. Véase ademds que, si B es abierto y cerrado si-
multdneamente, entonces se verifica la igualdad.

Pruébese que A\ B C A\ B,y que, en general, no se da la inclusién reciproca.

o]

Compruébese que, si A= A, entonces Fr(A) = Fr (4).

Demuéstrese que si un espacio topoldgico no tiene puntos aislados, tampoco ninguno
de sus abiertos tiene puntos aislados.

Demuéstrese que un espacio topoldgico finito es metrizable si, y sélo si, es discreto.

Calcilense el conjunto de limites y el conjunto de valores de adherencia de la sucesién
(%)nEN en R dotado de las siguientes topologfas:

a) Tusual »
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45.
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b) Taiscreta;

€) Tgrosera

) Teofinita , CON Teofinita = {G C R : G€ es finito} U {0} ;

€) Teonumerable s CON Teonumerable = {G C R : G¢ es numerable} U {0} ;
£ m={0R,QI};

) T={GCR:0eG}U{0};

h) T={G CR:0¢ G}U{R};

)7={GCR:zeG= -z €G};
J)7={GCR:0¢Gyl¢G}U{R}.

S

N

1

Dada la sucesion de nimeros naturales
(1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...,1,2,3,4,...,n,...),

caractericense las topologias sobre N con las que la sucesion es convergente, y de-
terminese su conjunto de limites en cada caso.

Caractericense las sucesiones convergentes en un conjunto infinito dotado de la topologia
cofinita.

Demuéstrese que el conjunto de limites de una sucesion en un espacio topoldgico siempre
es un subconjunto cerrado.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico, sea A C X, y sea 29 € X . Demuéstrese que, si existe
una sucesion (zn)neN C A convergente al punto xg, entonces zg € A.

Compruébese que 0 € (0,1] en (R, Tconumerable), ¥, Sin embargo, no existe ninguna
sucesién en (0,1] que converja a 0.

Aplicando lo enunciado en el ejercicio 42, compruébese que, si A es un subconjunto
cerrado de un espacio topolégico (X, ), entonces A contiene todos los limites de las
sucesiones (2, )neny € A que sean convergentes.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico, sea A C X |y sea zp € X . Demuéstrese que, si
o]
xp €A, entonces, para cada sucesion (i, )neny convergente a zg, existe v € N tal que,

para cadan > v, z, € A.

Compruébese que en el espacio (R, Teopumerable) Cualquier sucesion (x,),en convergente
a 1 tiene todos sus términos, salvo a lo sumo finitos, dentro de Q, y que, sin embargo,
1 no pertenece al interior de Q.

Como aplicacién directa del ejercicio 45, compruébese que, si A es un abierto en un
espacio topolégico (X, 7), entonces, para cada sucesién (xn)neny que converja a un
punto de A, existe v € N tal que, para cadan > v, x, € A.
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Sean (X, 7) un espacio topoldgico, (z,)neny una sucesién en X, y g € X . Demuéstrese
) ) S )

que, si existe una subsucesion (z,, )ren de la dada que sea convergente a g, entonces

xo es valor de adherencia de (zp,)nen -

Consideremos X = (N x N) U {(0,0)} sobre el que definiremos la siguiente topologfa:

GeT<(0,0)¢ G, obien,si(0,0) € G, entonces existe v € N tal que, para cualquier
n>v, {n} x NC G, salvo, a lo sumo, un nimero finito de puntos en cada {n} x N.

(X,7) recibe el nombre de espacio de Arens. Compruébese que en este espacio (0, 0)
es valor de adherencia de la sucesion

((1,1),(2,1),(1,2),(3,1),(2,2),(1,3),(4,1),(3,2),(2,3), (1,4),. . .,

(nvl)v(n - 1,2),...,(2,%— 1),(1,71),. . ) )
y 10 existe ninguna subsucesién de ella que converja a (0,0).
Sea (X, 7) un espacio topoldgico primero contable. Compruébese que, para cadax € X ,
existe una base numerable y decreciente de entornos de z: B(z) = {Vp fnen \v
(Con “decreciente” queremos decir que V41 C V,,, para cada n € N.)

Sea (X,7) un espacio topolégico primero contable, sea A C X, y sea 29 € X . De-
muéstrese que se verifican las siguientes proposiciones:

a) mo € A si, y sélo si, existe una sucesién (z,)neny C A que converja a zq .

b) A es cerrado si, y sélo si, A contiene todos los limites de sucesiones de puntos de
A que sean convergentes.

o]
¢) xp €A si, y sblo si, para cualquier sucesion (z,)nen convergente a x , existe v € N
tal que, paran > v, z, € A.

d) A es abierto si, y sélo si, para cualquier sucesién (z,)nen convergente a algin
punto de A, existe v € N tal que, paran > v, x, € A.

e) o es valor de adherencia de (zy)nen si, y sélo si, existe una subsucesion (zy, )ken
de la dada que converja a zg .

(Téngase en cuenta para la resolucién de este ejercicio que en todos los apartados una
de las dos implicaciones es cierta en cualquier espacio topoldgico y su demostracion ya
ha sido propuesta en los ejercicios anteriores. Para la implicacion que no es cierta en
general, y si en espacios primeros contables, se debe usar el ejercicio 50.)
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Ejercicios de autoevaluacion

Sélo una de las opciones indicadas es correcta para cada pregunta:

1. En un espacio cuya topologia viene inducida por una métrica, una bola cerrada ...

a) nunca puede ser un abierto;
b) siempre es entorno de todos sus puntos;

¢) siempre coincide con la clausura de la bola abierta del mismo centro y mismo
radio;

d) ninguna de las opciones anteriores es correcta.

2. Dado A, subconjunto de un espacio topoldgico (X,7), si denotamos por A’ su con-
junto de puntos de acumulacidn, ...

a) A’ siempre est4 contenido en A;

=

A’ siempre est4 contenido en A;
/

o

nunca es vacio;

) A
)
)
)

A
d) A’ nunca es un abierto del espacio.
R

3. En (

Tusual) cee

a) todo subconjunto tiene interior distinto del vacio;
b

)

) todo subconjunto propio (ni vacio ni total) tiene clausura distinta de R;

¢) todo subconjunto no vacio con un nimero finito de elementos tiene interior vacio;
)

d) ningun punto tiene una base de entornos numerable.

4. El interior de A = {% :n € N} en (R, Teonumerable) €8
a) AU{0};
b) vacio;
)
)

¢) un subconjunto no vacio contenido estrictamente en A;

d) igual a la clausura de A.
5. La topologia usual sobre R induce la topologia discreta sobre ...
a) el subconjunto de los niimeros racionales;

¢) el subconjunto A = {2 :n e N} U {0};

)
b) el subconjunto de los nimeros enteros;
)
d) los tres subconjuntos mencionados en los apartados anteriores.
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6. En cualquier espacio topoldgico métrico ...

a
b
c
d

toda esfera es un subconjunto abierto;
la frontera de una esfera siempre coincide con la esfera;

ninguna esfera es un subconjunto abierto;

= L =

ninguna de las anteriores opciones es correcta.

7. Sea X un conjunto no vacio con mas de un elemento, y sea p € X. Consideremos sobre
X la siguiente topologia:

T={GCX:peG}U{0}.
En este espacio topolégico, dado un subconjunto A, ...

a) el interior de A siempre es A4;

¢) el conjunto de puntos aislados de A es vacio, si p € 4;

)
b) la clausura de A es X, sip € A;
)
d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
8. Consideremos R dotado de la topologia 7 = {G C R : 0 ¢ G}U{R}. Dado A = (0,1)...

a) la frontera de A estd contenida en A;

)
b) A no tiene ningiin punto de acumulacién;
¢) el interior de A estd contenido estrictamente en A;
)

d) A es un conjunto de puntos aislados.
9. Sobre (0, +00) ...

a) es posible definir alguna topologfa que haga que el subconjunto {1} sea abierto,
pero no cerrado;

b) es posible definir alguna topologia que haga que el interior del subconjunto {1}
sea {1,2};

¢) es posible definir alguna topologfa que haga que la clausura de 0 sea (0, +00);

d) la topologfa usual de R induce la discreta.
10. Consideremos R dotado de la topologia cofinita,
Teofinita = {G C R : G es un subconjunto finito} U {0} .
La topologia inducida por Teofinita - - -

a) sobre (0,1) es la grosera;

b) sobre N es la discreta;
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¢) sobre A= {n € N:n <6} es la discreta;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
11. En un espacio topoldgico métrico, ...

a
b
c

d

la unién de dos bolas abiertas nunca es un subconjunto cerrado;
la interseccién de dos bolas abiertas siempre es un subconjunto abierto;

la interseccién de dos esferas siempre es distinta del vacio;

_ D =

la unién de dos esferas siempre es distinta del vacio.
12. Consideremos N dotado de la siguiente topologia:

={0,N, {1},{1,2},{1,2,3},... . {1,2,3,....n},...}.

En este espacio topoldgico . ..

a) no es posible definir ninguna métrica que induzca la topologia 7 dada;
b)
)
)

c
d) no es posible encontrar ningin elemento aislado.

se verifica que el subconjunto de los niimeros pares es denso;

se verifica que el subconjunto de los niimeros impares es abierto;

13. Consideremos N dotado de la siguiente topologia:
7={GCN:1eG}U{0}.
En este espacio topoldgico . ..

a) es posible definir alguna métrica que induzca la topologia 7 dada,;

b) el fnfimo del conjunto de niimeros naturales que pertenecen a la clausura del
subconjunto A = {300,301, 302} es 1;

¢) el supremo del conjunto de niimeros naturales que pertenecen al interior del sub-
conjunto B = {1,15,20, 25,30} es 30;

d) ninguna de las opciones anteriores es correcta.

14. En N dotado de la topologia inducida por la distancia

n+m , sin#m,
d(n,m)—{ 0 sin=m

Digase cudl de los siguientes ntiimeros es mayor:

a) el didmetro de la clausura del conjunto de divisores del nimero 6;

b) la distancia entre el interior del conjunto de nimeros pares y la clausura del
conjunto de niimeros impares;
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¢) el infimo de los nimeros naturales n € N para los que se verifica que la bola abierta
B(n,2) es un subconjunto cerrado;

d) el supremo de los nimeros naturales n divisores de 10 para los que se verifica que
la frontera de la bola abierta B(n,2) es un subconjunto vacio.

Considérese R? dotado de la siguiente topologfa:

T={GCR*: {-1,1} xRC G} U{0}.

La circunferencia unidad Sy = {(z,y) € R?: 22 + 42 =1} ...

tiene interior vacio;
es un subconjunto cerrado;
tiene dos puntos aislados;

es de frontera vacia.

Consideremos R? dotado de la topologfa
T={AxR:ACR}.
(Nétese que @ € 7, pues h x R =10).)

La topologia de subespacio inducida por 7 sobre ...

a
b
c

d

la recta x = 0 es la discreta;
la recta y = 0 es la usual de R;

la recta y = 0 es la discreta;

= L =

la recta y = x es la grosera.
En (R,7r={GCR:1¢G}U{R})...

. s 1 .
a) la sucesion ()nen converge a 0;
b
c

d

cualquier sucesién converge a 1;

no hay sucesiones convergentes a 0;

= = =

ninguna de las anteriores opciones es correcta.
El espacio (R,7={GCR:1€G}U{0})...

a) verifica que en él no hay sucesiones cuyo conjunto de limites sea todo R;
b) es de Hausdorff;

¢) verifica que el conjunto de valores de adherencia de la sucesién (1,2,1,2,1,2,...)
(“la del paso marcial”) es {1,2};

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
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La sucesién (n)pen (“la de contar”) converge a cualquier nimero natural en . ..

(l) (Na 7_discreta);

b) (N,r={GCcN:1¢G}U{N});

C) (NvT:{vavN\{l}vN\{Q}vN\{172}})§
)

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

La sucesion (1,1,2,1,2,3,...,1,2,3,...,n,...) (“la del nifio que va aprendiendo a con-
tar poco a poco y repasando lo aprendido”) tiene a R como conjunto de valores de
adherencia en . ..

a) (R, Tdiscreta) ;

b) (R, Tusual) ;

¢) (R, Teonumerable) ;
d) (

Ra 7_grosera) .
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CAPITULO 3

Para poder profundizar en la teoria de los espacios topoldgicos es esencial, como en
tantas otras ramas de la Matematica, prestar especial atencion a las aplicaciones entre
ellos que conservan su estructura. Estas aplicaciones se llaman aplicaciones continuas, y
son el objeto de estudio de este capitulo.!

3.1. Definicién y ejemplos

Definicién 3.1.1 Sea f : (X,7) — (Y,7') una aplicacion entre espacios topoldgicos, y
sea xp € X . Diremos que f es continua en o si, para cualquier entorno V- de f(zo),
eziste un entorno U de g, tal que f(U) C V.

Si f es continua en todo x € X , entonces diremos que f es continua.

Observaciones:

1. Podrfamos decir lo mismo con entornos bésicos (tanto de zp como de f(zg)), y la
definicién resultante serfa equivalente. Véase.

2. También serfa equivalente decir que f es continua en x( si, para cualquier entorno
V de f(zo), f1(V) es entorno de .

Ejemplos:

1. Consideremos la siguiente aplicacién constante (para cierto yg € Y') entre espacios
topolégicos:
X,r) L w7
z — flz)=w.

Sea cual sea x € X, f(x) = yo, y, por tanto, sea cual sea el entorno U de = que
cojamos, f(U) = {yo} CV, para cualquier V entorno de yj .

IEste punto de vista que concede preeminencia a las aplicaciones es relativamente moderno; tiene sus
origenes a mediados del siglo XX, con el desarrollo de la teoria de categorias. Desde entonces, su importancia
en Topologia, Algebra y Geometria no ha dejado de aumentar.
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2. Sea f : (X, Tgisereta) — (Y, 7) una aplicacién definida sobre un espacio discreto, y
sea kg € X . Dado V € V(f(z0)), es sencillo escoger {xp} como el entorno U de g
que pide la definicién 3.1.1: f({zo}) = {f(20)} C V.

3. Sea f: (X,7) = (Y, Tarosera) Una aplicacién que toma valores en un espacio grosero,
y sea 29 € X . Como el dnico entorno que existe de f(zg) es Y y, para cualquier
subconjunto A € X, se tiene f(A) C Y, podemos tomar cualquier entorno de xg
como el entorno U de la definicién 3.1.1.

4. Como mera reescritura de la definicién de aplicacién continua al lenguaje e—4d , pro-
pio de los espacios métricos (usando aqui que en cualquier espacio métrico podemos
escoger como base de entornos de cualquier punto la familia de bolas abiertas centra-
das en dicho punto), obtenemos cudl es la condicién que debe verificar una aplicacién
entre espacios métricos f : (X,d) — (Y,d’) para ser continua en g € X :

Ve >0,30 > 0:d(z,z0) <6 =d'(f(z), f(z0)) <& ().

En el caso particular de una funcién f : (R, dysual) — (R, dusual), (es decir, una
funcién propia del Célculo en una variable real) la condicién (&) se escribe del
modo conocido:

Ve>0,30>0: |z —mzo| <d=|f(z)— fzo)| <e.

Los tres primeros ejemplos nos proporcionan nuestro primer teorema sobre funciones
continuas:

Teorema 3.1.2 Se verifican las proposiciones siguientes:

1. Cualquier aplicacidn constante entre espacios topoldgicos (independientemente de
las topologias de ambos espacios) es continua.

2. Cualquier aplicacion definida sobre un espacio topoldgico discreto es continua.

3. Cualquier aplicacion que tome valores sobre un espacio topoldgico grosero es conti-
nua.

3.2. Algunos resultados utiles

A continuacién vamos a demostrar un resultado fundamental, pues nos permitird es-
tudiar la continuidad (global) de una aplicacién entre espacios topoldgicos, atendiendo a
los abiertos o los cerrados y a su comportamiento frente a imagen inversa.

Teorema 3.2.1 Sea f : (X,7) = (Y,7') una aplicacién entre espacios topoldgicos. Son
equivalentes:

a) f es continua;

b) para cada G € 7', f7HG) € T;

¢) para cada cerrado F de (Y,7'), f~Y(F) es cerrado en (X,T).
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Demostracion:
(a=b) SeaGer'.Sif1(G)=0,entonces f~HG)er.

Supongamos pues que f~H(G) # 0, y sea x € f~1(G) . Demostraremos que f~(G) es
abierto viendo que es entorno de x. (Usamos aquf la caracterizacién de un abierto como
un entorno de todos sus puntos que presentamos en la proposicién 2.2.2.)

Como G € 7 yx € f71(G), G es un entorno de f(x). Puesto que f es continua,
existe —segun la definicién 3.1.1— un entorno U de z, tal que f(U) C G, y, por tanto,
U C f~Y(G), de donde se sigue (gracias a la tercera propiedad de la familia de entornos
de un punto en un espacio topolégico) que f~(G) es entorno de z, con lo que acabamos.

(b= ¢) Sea F un subconjunto cerrado en (Y,7'); es decir, F¢ € 7. Como suponemos
(b) cierta, f~1(F¢) € 7. Pero f~1(F¢) = (f~1(F))°. Luego f~(F) es cerrado en (X, 7).

(¢ = a) Vamos a demostrar el contrarreciproco. Es decir, partimos de suponer que f no es
continua en todo punto. Por tanto, existe zg € X donde f no es continua, lo cual significa
que existe V € V(f (o)), tal que, sea cual sea U € V(o) , f(U) € V (equivalentemente,
F(U)NVE#(; de modo también equivalente, U N f~1(VE) #£0).

Ahora bien, por ser V' entorno de f(xg), existe un abierto G, tal que f(zg) € GCV
(y, por tanto, tal que V¢ C G°).

Precisamente, G¢ serd el cerrado de (Y, 7’) cuya imagen inversa por f no es cerrada
en (X,7).

En efecto, o ¢ f~1(G°) (pues f(z9) € G) y todo entorno U de zq, segtin dijimos
més arriba, es tal que () # U N f~1(Ve) C U N f71(G¢). Es decir, 29 € f~1(G*), con lo
cual f71(G) no es cerrado.

Veamos ahora una serie de enunciados que nos servirdn como herramientas sencillas
para estudiar la continuidad de algunas aplicaciones entre espacios topolégicos.

Empecemos hablando de cémo las aplicaciones continuas se pueden componer para dar
lugar a otra aplicacién continua.

Proposicién 3.2.2 La composicion de dos aplicaciones continuas vuelve a ser una apli-
cacion continua.

Demostracion:

Sean f : (X,7) = (Y,7') y g : (Y,7') = (Z,7") dos aplicaciones continuas entre
espacios topoldgicos que pueden componerse.

La composicién go f : (X,7) = (Z,7") es continua. Vedmoslo, basdndonos en el
teorema 3.2.1, comprobando que, para cada G € 7, (go f)~1(G) € :

(go /)G =197 H(G)).
Como g es continua, el teorema 3.2.1 afirma que ¢~'(G) € 7, y como f también es
continua, de nuevo el mismo teorema garantiza que f~!(g71(G)) € 7.
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Cuando tenemos una funcién continua, podemos restringirla a cualquier subespacio
del espacio topolégico donde la funcion estd definida, y volvemos a obtener una funcién
continua. Vamos a comprobarlo con los dos siguientes resultados.

Lema 3.2.3 Sea (X,7) un espacio topoldgico, y sea A C X mno vacio. La topologia de
subespacio inducida por T sobre A es la minima (con menor nidmero de abiertos; la menos
fina) topologia sobre A que hace continua la inclusion natural:
i
A %(7)
@ o ia) =
Demostracion:

La topologia de subespacio 74 obviamente hace continua la inclusién natural, ya que
la imagen inversa de cualquier abierto G € T pertenece a 74 (véase la definicién 2.6.1):

TG =GNnAcTa.

Si 7/ es otra topologfa sobre A que haga continua la inclusién natural ¢ , comprobemos
que T4 < 7.
Sea G € 74. Por la definiciéon de 74, existe G et tal que G = GNA. Como la
aplicacion
(A7) & (X
a —

) )
i(a) =a

es continua, segun el teorema 3.2.1, i_l(é) =GnAer , con lo que concluimos.

Proposicién 3.2.4 La restriccion de cualquier aplicacion continua a un subespacio es
una aplicacion continua.

Demostracion:

Dada una funcién continua f : (X,7) — (Y,7'), y dado un subespacio topolégico
(A,7a) C (X,7), la restriccién de f al subespacio, f|4, es la siguiente composicién de
aplicaciones continuas (por tanto, continua, segin la proposicién 3.2.2):

(A,74) 5 (X,7) L (v, 7).

(La aplicacién i es continua, segin el lema 3.2.3.)

Proposicién 3.2.5 La aplicacion f : (X,7) — (Y,7') entre espacios topoldgicos es con-
tinua si, y sdlo si, f: (X,7) = (f(X),T}<X)) es continua.
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Demostracion:
Basta darse cuenta de que, dado un subconjunto B CY,

FHB) = f7HBNf(X)).

Por tanto, decir que, dado cualquier Ger  f _1(6) € 7, equivale a decir que, dado
G=GNnf(X)) e TIQ(X), f~HG) € 7, lo que, por el teorema 3.2.1, es justamente lo que
querfamos probar.

| |

Para acabar con esta serie de enunciados de tipo “instrumental”, vamos a demostrar
de seguida un par de resultados relativos a la continuidad global de funciones que podemos
entender como continuas “a trozos”.

Proposicién 3.2.6 (Caricter local de la continuidad) Una aplicacion f : (X,7) —
(Y,7') entre espacios topoldgicos es continua si y solo si existe un recubrimiento por abier-
tos X = UierG; de modo que fig, : (Gi,7¢,) — (Y, ') es continua, para cada i € I.

Demostracion: Si f es continua, no hay nada que decir, pues basta tomar al propio X
como recubrimiento.

Reciprocamente, sea X = Uje;G; de modo que fig, : (Gi,16,) — (Y,7') es continua,
para cada ¢ € I. Como G; € 7, si A € 7, , entonces (por ser interseccién de un abierto
de 7 con G;, también abiertoen 7) A€ 7.

Teniendo eso en cuenta, veamos ahora que, dado G € 7, f~1(G) € 7:

FHG) = UGN X = fFHG) N (UierGi) = Yier(fHG) N Gy) = Uier(fig,) ™ (G);

obtenemos un abierto en (X, 7), pues es una unién de abiertos en (X, 7). Efectivamente,
cada ( f|Gi)’1(G) es un abierto de 7¢, , pues por hipétesis fi¢;, es continua para cadai € I.
Luego (f‘Gi)_l(G) er.

Proposicién 3.2.7 Sea f: (X,7) — (Y,7') una aplicacidn entre espacios topoldgicos. Si
X=FRU...UFy (con N €N y E cerrado en (X,7), para cada i € {1,...,N}), y
figy o (FiymR) — (Y, 7') es continua (para cada i € {1,...,N} ), entonces f es continua.

Demostracion:

Del mismo modo que en la demostracion de la proposicién 3.2.6, hagamos notar primero
que, para cada cualquier ¢ € {1,..., N}, si un subconjunto A es cerrado en (Fj,7r,),
entonces A es cerrado en (X, 7), por ser interseccién de dos cerrados.

Comprobemos ya que, dado F cerrado en (Y,7'), f~1(F) es cerrado en (X,7), (es
decir, hacemos uso de la condicién (c) del teorema 3.2.1, para demostrar que f es continua):

FUR) = HF) X = fHF) N (UL F) = UL (fTHE) N E) = U (fir) 7 (F):;

lo que nos sale es un cerrado en (X, 7), por ser una unién finita de cerrados.
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Cada (fm)_l(F) es un cerrado en (X, ), ya que por hipétesis f|p, es continua (pa-
ra cada i € {1,...,N}), y, por tanto, (fir,)"*(F) es cerrado en (Fj,7r,), con lo que
para concluir no hace falta mas que recordar la observacion que hicimos al inicio de la
demostracion.

3.3. Homeomorfismos

Definicién 3.3.1 Una aplicacion [ : (X,7) — (Y,7') entre espacios topoldgicos es un
homeomorfismo si f es biyectiva y “bicontinua” (tanto f como f~! son aplicaciones
continuas).

Diremos que dos espacios topoldgicos son homeomorfos cuando entre ambos erista
algin homeomorfismo.

La definicién de homeomorfismo y el teorema 3.2.1 proporcionan el siguiente teorema,
cuya demostracion es elemental a la luz de lo expuesto.

Teorema 3.3.2 Sea f: (X,7) — (Y,7') una biyeccion. Son equivalentes:
a) f es un homeomorfismo;
b) f(G) e si,ysdlosi,GeT;
c¢) f(F) es cerrado en (Y,7') si, y sdlo si, F' es cerrado en (X, 7).

Definicién 3.3.3 Una aplicacidn f : (X,7) = (Y,7') entre espacios topoldgicos se dice
abierta si lleva subconjuntos abiertos en abiertos:

f(G) e 7, paracada G € 7.
De modo andlogo, diremos que la aplicacion f es cerrada si lleva cerrados en cerrados:
f(F) es cerrado en (Y,7'), para cada F cerrado en (X, 7).
Obviamente, si f : (X,7) — (Y,7') es una biyeccién entre espacios topoldgicos, del
teorema 3.2.1 se sigue la siguiente equivalencia:
f es abierta < f~! es continua.

(Lo mismo puede afirmarse cambiando “abierta” por “cerrada”.)

Es decir, una aplicacién f : (X,7) — (Y,7') es homeomorfismo si, y sélo si, [ es
biyectiva, continua y abierta (o cerrada).

Es importante entender que un homeomorfismo entre espacios topoldgicos no sélo
establece una biyeccién entre los elementos de los espacios, sino (lo que es mas importante)
entre sus topologias, de modo que a cada abierto de cada espacio le corresponde un abierto
en el otro espacio. Es decir, del mismo modo que un isomorfismo de K—espacios vectoriales
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es una biyeccién entre los espacios que conserva la estructura K—lineal, o un isomorfismo
de grupos es una biyeccion entre los grupos que conserva las operaciones (y, por tanto, la
estructura de grupo), un homeomorfismo entre espacios topoldgicos es una biyeccién entre
ambos que conserva la estructura topoldgica, es decir, los abiertos de uno y otro espacio.

Ejemplos:

1. La aplicacién
X,7) 5 (x,7)

r  — ldx(z)==

es homeomorfismo, usando el teorema 3.3.2, si, y sélo si, para cada G € 7, G € T,
y para cada G € 7', G € 7; dicho de otro modo, si, y sélo si, 7 = 7’.

2. La aplicacion
N L (Linew
no flw=t
es un homeomorfismo, considerando tanto N como {% :n € N} con la topologia de
subespacio de la usual de R.

Es una aplicacién trivialmente biyectiva, y tanto ella como su inversa son continuas,
pues salen de espacios topologicos discretos.

3. No son homeomorfos, sin embargo, N y A = {1 : n € N} U {0}, vistos ambos como
subespacios de (R, Tysual) -

Obviamente, existen biyecciones entre ambos conjuntos. El problema es que ninguna
biyeccién que podamos dar entre A y N, digamos f : A — N, puede ser continua.
(Si lo serd, desde luego, cualquier aplicacién que salga de N, por salir de un discreto,
y en particular por tanto serd continua f~!.)

Sea ng = f(0). Como {ny} es abierto en N, para que f sea continua, es necesario
que f~1({no}) = {0} sea abierto en A, lo cual no es cierto, pues, sea cual sea ¢ > 0,
siempre existe N € N tal que % € (—¢,¢). Dicho de otro modo, no existe ningtin
abierto en (R, Tysual) tal que su interseccién con A sea {0} .

4. Tampoco son homeomorfos N y Q, de nuevo como subespacios de (R, 7ysual). Y

de nuevo sucede, por supuesto, que existen biyecciones entre ambos conjuntos. El
problema viene otra vez a cuento de la continuidad en uno de los dos sentidos de la
biyeccion.
Asi, si f : Q@ — N es una biyeccién, entonces como, sea cual sea n, {n} es abierto
en N, {f~}(n)} debe ser abierto en Q. Pero esto es falso, pues {f~'(n)} es un
subconjunto formado por un tnico nimero racional, y en cualquier intervalo de
ntmeros reales hay infinitos racionales, con lo cual es imposible encontrar un abierto
en (R, Tysual) Cuya interseccién con Q sea un tinico racional.
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Definicién 3.3.4 Una propiedad P que pueda predicarse de un espacio topoldgico se dice
topoldgica si puede definirse en términos de la topologia del espacio.

Observacién: Por la identificacion que establece un homeomorfismo entre los abiertos
de dos espacios topoldgicos homeomorfos, cualquier propiedad topolégica se conserva me-
diante homeomorfismos.

Es decir, si f: (X,7) — (Y,7') es un homeomorfismo, y (X, 7) tiene la propiedad P,
entonces (Y, 7') también tiene la propiedad P.

Equivalentemente, si (X, 7) tiene la propiedad topolégica P, mientras que el espa-
cio (Y,7') no la verifica, entonces podemos afirmar que (X,7) e (Y,7’) no son espacios
homeomorfos.

Ejemplos:

1. La metrizabilidad (véase la seccién 2.4) es una propiedad topoldgica.

Comprobémoslo, mostrando que se conserva por homeomorfismos. Sea, asi pues,
(X,7) un espacio topoldgico metrizable (es decir, sea d una distancia sobre X tal
que 74 = 7) y sea un homeomorfismo f: (X,7) = (Y,7').

La siguiente es una distancia sobre Y cuya topologia inducida coincide con 7':
d'(y1,92) = d(f (1), f 7 (w2) , Yoy €Y

Trivialmente, f : (X,d) — (Y,d’) es una isometria (véase el ejercicio 28 del tema 1).
En el ejercicio 9 de este tema se pide demostrar que toda isometria entre espacios
métricos es un homeomorfismo.

Por tanto, la aplicacién Idy del diagrama es homeomorfismo (por ser composicién
de homeomorfismos), y, segiin hemos visto en el primer ejemplo de esta seccién, ello
significa que 7p = 7’

(X, Td)

(Y, 7)

e

(Ya Td’)

Segtn lo expuesto anteriormente, un espacio topolégico métrico no puede ser jamas
homeomorfo a un espacio topoldgico grosero o a un espacio infinito no numerable
dotado de la topologia conumerable, pues estos dos tltimos ejemplos de espacios
topoldgicos no son metrizables.

2. Ser primero contable y ser segundo contable (en la seccién 2.3) son propiedades
topoldgicas.

Vedmoslo en relacién con el segundo axioma de numerabilidad. (La correspondiente
demostracién de que el primer axioma también es una propiedad topolégica sera lo
que se pida en el ejercicio 3.)
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Supongamos, pues, que (X,7) es un espacio segundo contable, y que la coleccién
B = {Bp}nen es una base numerable de abiertos de 7. Sea f: (X,7) = (Y,7') un
homeomorfismo.

Comprobemos que B’ = {f(By)}nen (coleccién obviamente numerable) es base de
la topologia 7'
Dado un abierto G € 7', por ser f continua, f~}(G) € 7,y ya que B es base de T:

f_l(G) = U By,

ciertos Bp,€B

de donde se sigue, tomando imagen por f:

a=ruten=r0 U Bo= U B

ciertos B,€B ciertos f(Bn)eB’

Esto demuestra que B’ es base de la topologfa 7'. Y, puesto que admite una base
numerable de abiertos, el espacio (Y;7') es segundo contable.

3. Ya vimos (en la seccién 1.4) que la acotacién no es una propiedad topoldgica.

Problemas

(En toda esta seccién, cada vez que aparezca R™ (para cualquier n € N) —o algin
subconjunto suyo—, y no se diga lo contrario, supondremos que la topologia con la que
trabajamos es la usual —respectivamente, la de subespacio inducida por la usual de R™ —.)

1. Se propone en este ejercicio hacer una generalizacién de los apartados b y ¢ del teorema
3.1.2:

a) Pruébese que un espacio topoldgico (X, 7) lleva la topologia discreta si, y sélo si,
toda funcién en cualquier otro espacio, f : (X, 7) — (Y,7'), es continua.

b) Demuéstrese que (X,7) tiene la topologia grosera si, y sélo si, toda funcién de
cualquier espacio en él, f: (Y,7') = (X, 7), es continua.

2. Veamos hasta qué grado de generalidad se pueden reformular los apartados b y ¢ del
teorema 3.1.2 para funciones abiertas (o cerradas), a la manera como lo hemos hecho
en el ejercicio anterior:

a) Pruébese que (X,7) tiene la topologia discreta si, y sélo si, toda aplicacién de
cualquier espacio topoldgico en él, f: (Y,7') — (X, 7), es abierta (o cerrada).

b) Demuéstrese que (X, 7) tiene la topologia grosera si, y sélo si, toda aplicacién
epiyectiva sobre cualquier otro espacio, f : (X,7) — (Y, 7'), es abierta (o cerrada).

¢) {Qué sucede si en el apartado b no pedimos que las aplicaciones de las que habla-
mos sean epiyectivas?
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3. Demuéstrese que ser primero contable es una propiedad topolégica.

4. Sea f : (X,7) — (Y,7') una aplicacién entre espacios topoldgicos, y sea xg € X .
Demuéstrese que f es continua en x¢ si, y sélo si, para cualquier A C X tal que
xp € A, se verifica que f(xg) € f(A).

Como consecuencia, pruébese que f es continua (globalmente) si, y sélo si, para cual-

quier A C X, f(4) C f(4).

5. Compruébese que
R\Z L R
z  — fla)=E),
donde E(z) es la parte entera (véase el ejercicio 2g del tema 1) de z, es una funcién
continua.

6. Compruébese que la siguiente funcién real de variable real es continua:

R\{0} L R
1, siz>0,

* — f(x):{l , siz<O0.

7. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, y sea A un subconjunto suyo no vacio. La funcidn
caracteristica de A se define como sigue:

(X,71) — R

1, siz€eA,
v xale) = 0, siz¢gA.

a) Pruébese que x4 es continua si, y sélo si, A es abierto y cerrado al mismo tiempo
en X .

b) Compruébese que x4 es continua en todos los puntos del interior y del exterior
de A (el exterior de A es el interior de A®), y discontinua en todos los puntos de
la frontera de A.

¢) Apliquese lo hecho para concluir que la funcién de Dirichlet (xg definida sobre
(R, Tusua1) ) es totalmente discontinua (no existe ningin nimero real en el que sea
continua).

8. Sean f y g dos aplicaciones continuas de un espacio topolégico (X, 7) en un espacio
topoldgico de Hausdorff (Y, 7).

a) Demuéstrese que {z € X : f(z) = g(x)} es un cerrado en (X, 7).

b) Como consecuencia del apartado anterior, pruébese que, si f y ¢ coinciden sobre
un subconjunto denso de X , entonces son la misma funcién sobre todo X .
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. Compruébese que cualquier aplicacién que preserve distancias (véase el ejercicio 28 del

temal) f: (X,d) = (Y,d') es una aplicacién continua. (En realidad, mds que continua:
es uniformemente continua —ejercicio 17 del tema de Espacios Métricos—.)

En particular, esto significard que cualquier isometria (en aquel mismo ejercicio 28) es
un homeomorfismo.

Sea f: (X,7) = (Y,7') una aplicacién continua y epiyectiva. Pruébese que la imagen
por f de cualquier subconjunto denso en X es densa en Y .

Sean f : (X,7) = (Y,7') y g : (Y,7') = (Z,7") dos aplicaciones entre espacios
topoldgicos.

a) Demuéstrese que, si gof es abierta (cerrada), y f es continua y epiyectiva, entonces
g es abierta (respectivamente, cerrada).

b) Demuéstrese que, si gof es abierta (cerrada), y g es continua e inyectiva, entonces
/ es abierta (respectivamente, cerrada).

¢) Sigo f y f son aplicaciones continuas, jes g necesariamente continua?

d) Sigo f y g son continuas, jes f también una aplicacién continua?

Sea (X, 7) un espacio topoldgico, y sea p € X . Compruébese que las siguientes propo-
siciones son equivalentes:

a) {p} e,
b) Para todo espacio (Y,7'), toda aplicacién f : (X,7) — (Y,7') es continua en p.

¢) Toda aplicacién f: (X,7) = (X, Tdiscreta) €S continua en p.

Una aplicacién f : (X,7) = (Y,7') entre espacios topolégicos se dice localmente cons-
tante si, para cualquier punto x € X, existe un entorno V' tal que fjy es constante.
Demuéstrense las dos afirmaciones siguientes:

a) Toda aplicacién localmente constante es continua.

b) (Y,7') es un espacio topoldgico discreto si, y sélo si, para todo espacio (X,7)
y toda aplicacién continua f : (X,7) — (Y,7') se tiene que f es localmente
constante.

Demuéstrese que todos los espacios topoldgicos discretos e infinitos numerables son
homeomorfos entre si, y que cualquier espacio topolégico homeomorfo a uno de ellos es
también infinito numerable y discreto.

Un subconjunto I C R es un intervalo si para cualesquiera x,y € I tales que x <y, y
para cualquier z € R tal que z < z < y, se verifica z € I. (Véase el ejercicio 20d del
tema 2.)

a) Demuéstrese que una aplicacién sobreyectiva y estrictamente creciente (o decre-
ciente) entre intervalos de R, f: I — J, es un homeomorfismo.
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Como aplicacién directa del apartado anterior, compruébese que los intervalos que

se enuncian a continuaciéon son homeomorfos a todos los que se mencionan en el
mismo {tem:

1) R, (a,b) (cona,b€eR ya<b),(a,+00) (cona € R)y (—00,a) (cona € R);
2) [a,b) (con a,b € R ya <b), (a,b] (cona,beR ya<b), [a,+00) (con
a€R)y (—00,a] (cona€eR);

3) [a,0] (cona,beR ya<b);

4) {zo} (con zg € R).

(Este ejercicio podra completarse, viendo que un intervalo correspondiente a un
item no es homeomorfo a ninguno que esté escrito en otro distinto, en los temas 5
(Conexién) y 6 (Compacidad).)

16. Diremos que una aplicacién f : (X,7) — (Y,7') entre espacios topoldgicos es secuen-
cialmente continua en zg € X si f lleva sucesiones convergentes a o a sucesiones
convergentes a f(zo); es decir, si, para cada (z,)neny C X convergente a xg, la suce-
sién (f(zn))neny C Y es convergente a f(zp).

(Cuando la aplicacién f sea secuencialmente continua en todo punto de X diremos
simplemente que es secuencialmente continua.)

)

Demuéstrese que, si f : (X,7) = (Y,7') es una aplicacién continua en 2y € X,
entonces f es secuencialmente continua en xg .

(Globalmente, si f es una aplicacién continua, entonces es secuencialmente conti-
nua en todo punto.)

Compruébese que la aplicacién Id : (R, Tconumerable) — (R, Tdiscreta) 1léva sucesiones
convergentes en sucesiones convergentes, y, sin embargo, no es continua.

Sea (X,7) un espacio topoldgico primero contable, y sea zp € X . Demuéstrese
que f: (X,7) = (Y,7') es continua en 7y € X si, y sélo si, para cualquier sucesién
(Tp)nen convergente a xg, (f(y))nen €s una sucesion convergente a f(zg) .
Por consiguiente, f es continua si, y s6lo si, f es secuencialmente continua.

(Indicacién: Para la demostracién de (<) hagase uso del ejercicio 50 del tema
2)

(Este ejercicio completa el apartado 16a anterior: una de las dos implicaciones,
como se vio en aquél, es general; el apartado 165 nos dice que la otra implicacién no
es cierta en general. Si ademéds pedimos que (X, 7) sea primero contable, entonces
tenemos la equivalencia entre continuidad y continuidad secuencial.)

17. En este ejercicio el objetivo es demostrar que en el plano euclideo R? (analogamente

y con los cambios adecuados, en el espacio euclideo R™) movimientos y semejanzas
son homeomorfismos, y, por tanto, cualquier “figura geométrica” serd topoldgicamente
equivalente a cualquier otra que se obtenga de la primera a través de alguna de esas
transformaciones.

Asi pues, utilicese el ejercicio 9 para demostrar las siguientes afirmaciones:
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a) La traslacién en la direccién de cualquier vector (a,b) de R?,

RQ
(x,y) — Tap(®y) =(@+a,y+b),

es un homeomorfismo.

b) El giro de centro (0,0) y dngulo 0 € [0,27),

R? 2 R?
(z,y) — wo(z,y) = (xcosf —ysend, zsend + ycosb)

_ [ cosf —send x
“ \ senf cosf Yy '

¢) La simetrfa respecto de la recta r = {(z,y) € R? : y = 0},

es un homeomorfismo.

R? I R?
(.%’,y) — O—T('T7y):(x7_y)7

es un homeomorfismo.

d) La homotecia de centro (0,0) y razén A > 0,

Rz Dy g
(z,y) — Hi(z,y) = (A, \y),

es un homeomorfismo.

(Indicacién: Una vez se haya comprobado que, efectivamente, la homotecia es
una biyeccion, lo mas sencillo seria comprobar que tanto ella como su inversa son

funciones lipschitzianas para la distancia dy :

Una funcién entre espacios métricos f : (X,d) = (Y, d') es lipschitziana si existe

K >0 tal que
d(f(x), fy)) < Kd(z,y) , Vo,y € X .

La tltima parte del ejercicio consiste en demostrar que toda funcién lipschitziana
es continua, para lo cual basta demostrar que cualquier funcién lipschitziana es
uniformemente continua, pues, si una funcién es uniformemente continua, entonces

es continua.)

18. Estidiese si las siguientes aplicaciones son continuas —para las que no lo sean, estidiese
su continuidad punto a punto—, abiertas o cerradas (y si pueden ser homeomorfismos).

a)
R —
r ZL‘S.
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R
1, sizeqQ,
0, sizgQ.

— (R7 7-discreta)
— T

— (Ra Tgrosera)
— X

(R,7) — R

{0 , siz <0,
Xz —

con T ={0,R,Q,I}.

x , siz>0,

Ny71) — (Nym)
{ n o, sin#2,
n —

1, sin=2,

donde las topologias que ahi aparecen son:

L= {vav {1}7 {2}7 {1’ 2}} y T2 = {ﬂva {1}7 {3}7 {1’ 3}7N \ {2}} :
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19. Sea f: R — R la funcién definida a continuacion:

lz| -, sifz] <1,
f@y=q A, sifal=1,
l¢] , si|z]>1.

a) Si A =0, pruébese que f no es continua.

b) Calctilese el valor de A para el que f es continua. jEs f un homeomorfismo para
tal valor?

20. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, o € X y A € R. Demuéstrese que, si f : (X,7) = R
y g: (X,7) = R son funciones continuas en z, entonces también son continuas en xg
las siguientes funciones:

=

2
[z

=

x,7) 2% R
—

x,7) 25 R

z = (Af)(@)=Af(2).
Una vez demostrada la continuidad de sumas, productos y productos por niimeros reales
de funciones continuas (y, por tanto, también de diferencias o cocientes cuyo denomina-
dor no se anule), ya quedard demostrado que C(X) = {f: (X,7) = R/ f continua}

es un R—4lgebra. De hecho, C(X) recibe el nombre de dlgebra de funciones continuas
sobre X .

21. Sea (X,7) un espacio topoldgico, y sea p € X . Dadas cuatro aplicaciones continuas o
01,09 yo3:[0,1] = (X,7) que verifican

0(0) = o(1) = 01(0) = 01(1) = 02(0) = 02(1) = 03(0) = 03(1) = p,

demuéstrese que las siguientes aplicaciones (que salen de [0, 1] x [0,1] y llegan a (X, 7))
son continuas:

a)

2t .
H1(t7s): U(m) , si2t<s+1,
p , si2t>s+1.
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b)
P , si2t<1—s,
Hy(t,s) = 0<%) s> 1-s.
¢)
o(2t) , si2t<1—3s,
Hs(t,s)=<¢ o(l—s5) , sil—s<2t<1+s,

o(2-2t) , si2t>1+s.

o(1-2t) , si2t<1-—s,
Hy(t,s) = o(s) , sil—s<2t<1+s,
o2t —-1) , si2t>1+s.

01<Si—tl) Csidt<1+s,
Hs(t,s)=( oo(dt—s—1) , sil+s<4t<2+s,
03(‘”77_372) , sidt>2+s.

22. (Para ampliar:) Equivalencia de métricas.

Sea X un conjunto no vacfo, y sean d y d' dos distancias sobre X .

a) Diremos que d y d' son topoldgicamente equivalentes si inducen la misma topologfa
sobre X : 74 = 7 . Compruébese que d y d’ son topoldgicamente equivalentes, si,

y solo si, (X, 74) ldx (X, 74) es un homeomorfismo.

b) Demuéstrese que dysual ¥ ddiscreta SON distancias topolgicamente equivalentes
sobre N.

¢) Sid es una distancia sobre X # (), podemos definir sobre X una distancia acotada

que induzca la misma topologia que d. En concreto: d(z,y) = min{1,d(z,y)}.
Demuéstrese que d y d son topoldgicamente equivalentes.

d) Diremos que d y d' son uniformemente equivalentes si (X, d) L= (X,d') es un
homeomorfismo uniforme.
(Una aplicacién entre espacios métricos f : (X,d) — (Y,d') es un homeomorfismo
uniforme si f es biyectiva, y tanto f como f~! son uniformemente continuas.
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Para la definicién de aplicacién uniformemente continua entre espacios métricos,
véase el ejercicio 17 del tema 1.)

Compruébese que la demostracion realizada para el apartado anterior puede adap-
tarse convenientemente para demostrar que d y d son uniformemente equivalentes.

Como toda aplicacién uniformemente continua es continua, es obvio que, si d y d’
son distancias uniformemente equivalentes, entonces también son topol4gicamente
equivalentes.

El reciproco no es cierto. Pruébese que, sobre R, dysual y D(z,y) = |23 — 43| son
topolégicamente equivalentes, pero no uniformemente equivalentes.

Diremos que d y d' son lipschitzianamente equivalentes si (X, d) Idx (X,d) es
un homeomorfismo lipschitziano.

(Una aplicacién entre espacios métricos f : (X,d) = (Y,d’) es un homeomorfismo
lipschitziano si f es biyectiva, y tanto f como f~! son lipschitzianas.

La definicién de aplicacién lipschitziana entre espacios métricos puede leerse en el
ejercicio 17d.)

Toda aplicacion lipschitziana es uniformemente continua, y, por tanto, si dos dis-
tancias son lipschitzianamente equivalentes, entonces también son uniformemente
equivalentes.

Sin embargo, el inverso no es cierto. Demuéstrese que las distancias dysual ¥
d(z,y) = min{1, dysuai(®,y)} —que sabemos por el ejercicio 22d que son uni-
formemente equivalentes— no son lipschitzianamente equivalentes sobre R.

Demuéstrese que las siguientes distancias son lipschitzianamente equivalentes so-
bre R™ (por tanto, segiin lo hecho en los apartados anteriores, topolégicamente
equivalentes; es decir, inducen todas una misma topologia, la que se conoce como
la topologfa usual de R™):

dl((xlv . ~7$n)7 (yla' . 7yn)) = Z |ml - y’L‘ )
i=1

n 1/2
da((x1,- -y 2n), (Y1, 0n)) = (Z |Ii—yz‘2) ;
i=1

doo((T1, .- 20), (Y1, -+ - Yn)) = MK << |2 — il -

(Indicacién: Se recomienda comprobar en primer lugar que d; y ds son lips-
chitzianamente equivalentes, y luego demostrar que dy y doo también lo son.)

Sean d y d' dos distancias lipschitzianamente equivalentes sobre un conjunto no
vacio X . Compruébese que un subconjunto A C X es acotado para la distancia
d si, y sélo si, es acotado para la distancia d’.
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Ejercicios de autoevaluacion

Sélo una de las opciones indicadas es correcta para cada pregunta:

1. La aplicacion

Id
(R, T) — (R, Tdiscreta)
z  +— Idx)==z

es continua en 0 si ...

a

b

T={GCR:0€G}U{0};

T = Tusual ;

o

—_— L =

T = Tconumerable ;

d

ninguna de las anteriores opciones es correcta.

2. Dada la funcién ;
R — (Rv Tusual)
T —

fl@)=0

a) es posible definir una topologia sobre su dominio, de modo que f no sea continua
en 0;

b) es posible definir una topologfa sobre su dominio, de modo que f sea homeomor-
fismo;

¢) sea cual sea la topologia que definamos sobre su dominio, f es cerrada;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

3. La aplicacién
1d
(R7 7—groscra) — (Ra Tdiscreta)
x — Id(z) ==

a) es continua;

c

)
b) no es continua globalmente, pero sf en 0;
) no es abierta;

)

d

es cerrada.

4. DeN a A={L:neN}U{0}, entendidos ambos como subespacios de (R, Tysual) - - -

a) es posible definir un homeomorfismo;

b) es posible definir una aplicacién continua e inyectiva;
¢) es posible definir una aplicacién cerrada e inyectiva, cuya imagen sea {% :n € N}

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
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5. Sobre N ...

@) Tdiscreta €S la topologfa menos fina que hace continua la inclusién natural de N en
(Ra 7_usual) 5

b) Tgrosera €S la topologfa menos fina que hace continua la inclusién natural de N en
(R7 7-usuad) )

€) Teofinita €S la topologia menos fina que hace continua la inclusién natural de N en
(R7 7-usual) )

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

6. Digase cudl de las siguientes funciones f : (R, Tysyal) = (R, Tusual) DO es continua en 0:
-1 , six<0,
a)f(w)—{ 1, siz>0;
b) f(z)=3;
¢) flx)=a%;

d) las tres funciones anteriores son continuas en 0.

7. Digase cuél de las siguientes funciones f : (R, Tgrosera) = (R, Tusual) €s continua en 0:
-1 , six<0,
a)f(x)—{ 1, siz>0;
b) f(z) =2%;
) flz)=1;

d) ninguna de las tres funciones anteriores es continua en 0.
8. Digase cudl de las siguientes no es una propiedad topoldgica:

a
b
c

d

la metrizabilidad;
la acotacion;

ser segundo contable;

—_ L =

ser de Hausdorff.
9. Sobre el conjunto de los nimeros pares P = {2n:n e N} ...

) Tarosera €S la topologia menos fina que hace continua la inclusién natural de P en
(N,7),conT={GCN:1€G}U{0};

b) 7 ={G C P:2¢e G}U{B} es la topologia menos fina que hace continua la
inclusién natural de P en (N,7),con 7={G CN:1€ G}U{0};

€) Teofinita €S la topologfa menos fina que hace continua la inclusién natural de P en
(N7 7-coﬁnita) )
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d) Tdiscreta €S la topologfa menos fina que hace continua la inclusién natural de P en
(N7 7-coﬁnita) .

10. La aplicacién

(N7={GCN:1¢GU{N}) L (Nr={GCN:1eG}u{0})

1, sin#1,
— = .
" f(n) {2 , sin=1...
@) no es continua en 1;
b) no es continua en 3;
¢) no es abierta,
d) no es cerrada.

11. La aplicacién f : (X,7) — (Y,7') es un homeomorfismo si ...

a) f es biyectiva y abierta;

)
b) f es continua y abierta;
¢) f es biyectiva, abierta y cerrada;
)

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

12. Elintervalo (0,1), dotado de la topologia de subespacio inducida por la usual de R, es
homeomorfo a ...

a) ([0, 1], aiscreta)

b) ((0,1), Tdiscrcta)§

¢) (N 7Tgrosera)§

d) ((0,+00), Tusual|(0,4oc)) -

13. El intervalo [3,+00), dotado de la topologfa de subespacio inducida por la usual de R,
es homeomorfo a . ..

a) ([0, )Tusuau[o 1));
b) (N, Tdiscreta) ;
¢) (Q, Taisereta) ;
) (Q, Tusual|g) -

14. La aplicacién f : (X,7) — (Y,7') es un homeomorfismo si ...

a) f es biyectiva y abierta, y f~! es continua;

b) f es continua, abierta y cerrada;
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¢) f es biyectiva y abierta, y f~! es cerrada;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
15. La aplicacién Idy : (X,7) = (X,7') es ...

a) continua, si 7' es estrictamente mds fina que 7;
b) abierta, si T = Tgiscreta » S€a cual sea 7' ;
¢) cerrada, si T < 7';

d) continua, pues es la identidad.

16. Dada la aplicacién

(RvTusual) i> (RvT/)
, six#0,

, sixz=0...

O8I

T — f(z) =

a) es posible definir 7 de modo que f sea continua en 0 y la sucesiéon (n)yeny nO
converja a 0 en (R, 7');

b) es posible definir 7 de modo que f sea continua en 0 y 0 ¢ (0, +oc) en (R,7);
¢) es posible definir 7 de modo que f sea abierta y R\ {0} ¢ 7';
d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
17. Para que la aplicacion
®,7) L ®,7),
conT={GCR:ze€G=-z€G} yr'={GCR:2€GN(0,400) = [0,2] C G},

sea continua en 1 ...

a
b

c

si f(1) =1, f(—1) debe pertenecer a [0,1];
st f(1)=0, f(-1) debe ser —1;
si f(1) = =3, f(—1) debe pertenecer a [0,3];

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

)
)
)
)

18. Para que la aplicacién
R7={GCR:0¢GU{R}) 5 R~ ={GCR:1€GIU{D}) ...

a) sea continua en 0, f debe ser constante;

c

)
b) sea continua en 1, f(1) puede ser cualquier nimero real;
) sea abierta, f no puede ser constante;

)

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
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19. Dada la aplicacién

(N7 = {0.N.{1}.{1,2}}) 5 (V7' = {0 NN\ {1}}) ...

a) para que f sea continua en 2, basta con que f(2) # 1;
b) f solo es continua en 1, si f(1) =1;

¢) sil¢Imf, f es continua en 3;
)

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

2. Y = {% :n € N}, con la topologfa de subespacio inducida por la usual de R, ...

a) es homeomorfo a (N, Tyrosera) ;

)

b) es homeomorfo a (Q, Tusualg) ;

¢) es homeomorfo a (Z, Tgiscreta) ;
)

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.



CAPITULO 4

En este tema estudiaremos como generar nuevos espacios topoldgicos a partir de otros
preexistentes. Concretamente, definiremos las estructuras topolégicas producto y cociente,
de modo que ampliaremos nuestro conocimiento del producto y del cociente —conceptos
tan ubicuos y fundamentales en toda la Matematica— y lo aplicaremos especificamente a
la Topologia.

4.1. Espacio topoldgico producto

Consideremos una familia finita de espacios topolégicos: (X1,71), ..., (Xp, 7) (n € N).
Sea [[;_; X el producto cartesiano (o directo) de los conjuntos X, ..., X, .

Definidas sobre el producto cartesiano canénicamente, tenemos todas las proyecciones
naturales (epiyectivas por definicién) en los distintos “factores”:

o X = (Xim) (i=1,...,n)
(xlw"vxn) — ﬂi((xl7'-~7xn)):xi.

Vamos a tratar de definir sobre el producto [[;_; X} una topologfa con el menor
ntmero posible de abiertos (lo menos fina posible), de modo que las proyecciones naturales
en cada factor sean simultdneamente continuas.!

En una topologia como la que queremos, deben estar, por descontado, todas las image-
nes inversas por las proyecciones naturales de abiertos de los distintos factores. Es decir,
queremos que todos los subconjuntos del siguiente tipo sean abiertos en el espacio to-
polégico producto que pretendemos definir:

7 HG), con Gier (i€{l,...,n});

2

1Si en nuestra bisqueda de una topologia que haga continuas todas las proyecciones naturales a un
tiempo no aplicamos la restriccién de que sea lo menos fina posible, sin ningin trabajo podriamos proponer
como tal topologia la discreta. Resultado intitil, pues perderiamos absolutamente toda informacién sobre
las topologias de los distintos factores.
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ahora bien, como toda topologia es cerrada frente a intersecciones finitas, también tendran
que ser abiertos todas las intersecciones finitas de esos subconjuntos, es decir, cualquier
subconjunto que se escriba como sigue:

n’,;zln,;l(Gk), con Gi € 1y, para cada k€ {l,...,n};

cada uno de esos subconjuntos, en realidad, puede escribirse asimismo de forma més sen-
cilla, segin indica la siguiente igualdad de conjuntos, cuya comprobacion es elemental:

Np_ vy H(Gy) = H Gy (con Gy € 1, para cada k€ {1,...,n});
k=1

y, puesto que una topologia también debe ser cerrada frente a uniones arbitrarias, igual-
mente hemos de garantizar que todas las posibles uniones de subconjuntos como los ante-
riores pertenezcan a nuestra topologia producto.

Asi pues, ésta serd la definicién del espacio producto buscado:

Definicién 4.1.1 El espacio topolégico producto de una familia {(Xy, )}, de es-
pacios topoldgicos, con n € N, es el producto cartesiano [[_, Xk , dotado de la topologia
producto:

Toroducto = {uniones arbitrarias de elementos de B},

donde B es base de la topologia producto, formada por los siguientes abiertos bdsicos:

B={[[Gr:Grem, ke {l,... ,n}}.
k=1

Ejemplos:
1. El espacio topolégico producto de finitos espacios topoldgicos groseros vuelve a ser
un espacio topolégico grosero:

Sean (X, Tgrosera) s (Y, Tarosera) €spacios topoldgicos groseros, y sea (X X Y, Tproducto)
el espacio topolégico producto de ambos.

Por la definicién de topologia producto que acabamos de proponer, los abiertos en
Tproducto SETAN uniones arbitrarias de abiertos bésicos de la topologfa producto, es
decir, uniones arbitrarias de subconjuntos que se escriban como productos de abiertos
en cada espacio factor; en nuestro caso, puesto que tanto X como Y estdn dotados
de la topologia grosera, esos subconjuntos son simplemente los dos siguientes:

XxY,
Xx0 = 0xY = 0x0=0.

Acabamos de comprobar con esto que Tproducto = Terosera -
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2. El espacio topolégico producto de finitos espacios topoldgicos discretos vuelve a ser
un espacio topoldgico discreto:

Sean (X, Taiscreta) » (Y, Tdiscreta) €spacios topoldgicos discretos, y sea (X XY, Tproducto)
su espacio topoldgico producto.

Sabemos que los abiertos en Tproducto 00 uniones arbitrarias de subconjuntos (abier-
tos bésicos de la topologfa producto) que sean productos de abiertos en cada factor.
Como los subconjuntos unitarios son abiertos en la topologia discreta, resulta que
cualquier subconjunto unitario de X x Y™ es abierto basico en 7producto , Puies puede
escribirse como producto de unitarios (abiertos, por tanto) en cada factor:

{(@y)} ={z} x {y} (reXyeY).

Dado que los subconjuntos unitarios en X X Y son abiertos basicos de la topologia
producto, podemos concluir que Tproducto = Tdiscreta -

3. (R™, Tysual) es el espacio topoldgico producto de n copias de (R, Tysual) - Por tratarse
de un espacio producto de finitos factores, serd suficiente comprobarlo —igual que
en los dos ejemplos anteriores— para el producto de dos:

Consideremos (R? Tproducto) » espacio topolégico producto de (R, Tusual) ¥ (R, Tusual) -

Los abiertos en la topologfa usual sobre R? son uniones arbitrarias de bolas abiertas
con la distancia dy ; es decir, uniones arbitrarias de regiones cuadradas sin bordes.

Por otra parte, los abiertos en la topologia producto son uniones arbitrarias de abier-
tos bésicos de Tproducto , €8 decir, de subconjuntos que se escriban como productos
de abiertos en cada factor. Como en (R, Tysya) los abiertos bésicos son intervalos
abiertos, cada abierto de la topologia producto es una unién arbitraria de regiones
rectangulares sin bordes.

Es evidente que cualquier regién rectangular sin bordes se puede escribir como unién
de regiones cuadradas sin bordes, y cualquier region cuadrada sin bordes ya es una
regién rectangular sin bordes. Es decir: Tproducto = Tusual SObre R2.

Segtin acabamos de definir la topologia producto, ya hemos conseguido que las pro-
yecciones naturales en cada factor —epiyectivas—, definidas sobre el espacio topolédgico
producto, sean todas ellas aplicaciones continuas. Pero obtenemos algo mas:

Proposicién 4.1.2 Sea (]_; Xk: Toroducto) €l espacio topoldgico producto de una familia
de espacios topologicos {(Xy, ) }t_, (n € N). Las proyecciones naturales
(HZ:I chvaroducto) l> (Xi-,Ti)
(x1,...,2n) — (21, @) = @,

para cada i € {1,...,n}, son aplicaciones epiyectivas, continuas y abiertas.
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Demostracion:

Por lo hecho hasta ahora, tan sélo hemos de demostrar que las proyecciones son apli-
caciones abiertas.

Para ello, sea G € Tproducto - s decir, G es unién de abiertos basicos de la topologia
producto.

Asf pues, 7;(G) es unién de imdgenes directas por m; de abiertos bésicos. Veamos
cémo es una de estas imdgenes directas (y téngase en cuenta que en la linea siguiente cada
Gp € ):

TI'Z‘(H Gk) = GZ .
k=1

Por lo tanto, m;(G) € 7;, lo que demuestra que 7; es una aplicacién abierta.
| |

Observacidn: Las proyecciones naturales en cada factor de un espacio topolégico producto
no son necesariamente aplicaciones cerradas. Baste como ejemplo la proyeccion en el primer
factor,

(R27Tusual) L (R, Tusual)
(,y)  — m((zy) =1,

que lleva el cerrado A = {(z,y) € R? : zy = 1} en el siguiente subconjunto no cerrado:
m(4) = (—00,0) U (0, +00).

4.2. Propiedad Universal del Producto

Teorema 4.2.1 (Propiedad Universal del Producto Directo.)

Sea (szl X, Toroducto) €l espacio topoldgico producto de una familia de espacios to-
poldgicos {(Xp, ) }1_; (n € N), y sea (Y,7') un espacio topoldgico.

Una aplicacion f: (Y,7') = (ITe=1 Xk: Tproducto) €8 continua si, y solo si, las compo-

siciones m; o f son continuas (para cada i € {1,...,n}).
Demostracion:
(=) Sif es continua, ;o f es trivialmente continua, para cada i € {1,...,n}, por ser

composicion de continuas.
(<) Ya sabemos cémo son los abiertos de la topologia producto. Por eso, debemos ver
que la imagen inversa por f de una unién arbitraria de subconjuntos del tipo

Nr_ym, ' (Gx) (con Gy € 7, para cada k€ {1,...,n}),

es un abierto en (Y, 7).

f_l(Uarbitraria(mzzlﬂlgl(Gk))) = Uarbitraria(mzzlf_l(ﬂ'];l(Gk))) =

= Uarbitraria(mzzl (ﬂ'k © f)il(Gk)) 5
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como, por hipétesis, m, o f es continua, para cada k € {1,...,n}, el conjunto obtenido es
una unién arbitraria de intersecciones finitas de abiertos de (Y,7’); por tanto, abierto, lo
que nos permite concluir que f es continua.

Ejemplos:

1. La recta (afin) real y la pardbola son espacios topolégicos homeomorfos. Mas con-
cretamente, el espacio topoldgico (R, Tysual) €s homeomorfo al siguiente subespacio
topolégico de (R, Tusual) ,

P={(z,y) €R?:y=2%},
a través de este homeomorfismo:

h
(R7 Tusual) — (Pa Tusual‘p)
T —

La aplicacién h es obviamente biyectiva.

Su inversa, b1, es continua, por tratarse de la restriccién de una aplicacién continua
(la proyeccién natural 7 en el primer factor, definida sobre el espacio producto
(R2, Tusual) ) al subespacio P.

En cuanto a la continuidad de h, puesto que se trata de una aplicacion que toma
valores en un espacio topoldgico producto, la Propiedad Universal del Producto nos
dice que h es continua, si, y sélo si, m; oh y meoh son ambas aplicaciones continuas:

=

mo

(RaTusual) — (Ra Tusual)
x — (moh)(z) ==,

(R7 Tusual) WLO})L (Ra 7-usual)
x —  (myoh)(z) =22,

La primera composicién (w1 0h ) es justamente la aplicacién identidad Idg , continua,
pues la topologia en la salida y en la llegada es la misma. La segunda composicion
es producto de funciones reales continuas (m2 0 h = Idg - Idg ), y, por tanto, segiin el
ejercicio 20 del tema 3, es una funcién continua.

2. Una circunferencia a la que se haya quitado un punto es homeomorfa a la recta (afin)
real.

En términos mds precisos, son homeomorfos el espacio (R, Tysua1) y €l subespacio
topolégico S1 \ {(0,1)} de (R% Tysual), con S1 = {(z,y) € R? : 22 + 4% = 1}.
(Aunque obviamente podrfamos haber quitado a la circunferencia cualquier otro
punto distinto de (0,1).)
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Lo son a través del homeomorfismo ¢ siguiente (cuya inversa ¢~! damos a conti-
nuacién):
@
(Sl \ {(07 1)}7 Tusual‘sl\{(gyl)}) — (Ra Tusual)
—

(,y) =

(P((xa y)) =1y

-1
(]Rv Tusual) ¢—> (Sl \ {(07 1)}7 Tusual|51\{(0)1)})

— 2_
t — @ 1(t):(t24j4,§2+i).

Es una cuenta rutinaria comprobar que una aplicacién es inversa de la otra.

La continuidad de ¢ estd asegurada nuevamente por el ejercicio 20 del tema 3, pues
se trata de un cociente de funciones reales continuas cuyo denominador no se anula
si (z,y) € S1\{(0,1)} (el numerador es 2 veces la proyeccién natural en el primer
factor del espacio producto (]RQ, Tusual) ; €1 denominador es la diferencia de la funcién
constante 1y la proyeccién natural en el segundo factor del mismo espacio producto).

La aplicacién inversa, ¢!, es una aplicacién valorada sobre un espacio topolégico

producto. Aplicando la Propiedad Universal del Producto, sabemos que ¢! es con-
tinua si, y sélo si, son continuas las composiciones con las proyecciones naturales en
cada factor: 7 0 ™! y m 0!, Y ambas son de nuevo funciones reales (en este
caso, de variable real) que se expresan como cocientes de funciones continuas cuyos
denominadores no se anulan.

(Observacién: Lo hecho aquf admite generalizacién para demostrar que (R”, Tygyal)
(con n > 2) es homeomorfo a S, \ {(0,...,0,1)}, como subespacio topolégico de
(R™ Tugual) , donde Sy, = {(1,..., 2pq1) s +... + 22, =1}.

En el caso n = 2 la aplicacién que se corresponde con ¢ en lo hecho anteriormente
suele recibir el nombre de proyeccion estereogrdfica, que puede describirse geométri-
camente del siguiente modo:

Denotemos por 7 al plano tangente a la esfera en el polo sur. Dado un punto P de
la esfera que no sea el polo norte, llamemos s la recta que pasa por P y por el polo
norte de la esfera.

La proyeccién estereografica asigna a cada punto P el punto de corte de la recta s
con el plano 7.)

4.3. Metrizabilidad del espacio producto

Dada una familia finita de espacios topoldgicos, (X1,71),...,(Xn, ) (con n € N), la
cuestion planteada en esta seccién es qué se puede decir de la metrizabilidad del espacio
topolégico producto ([T;—; Xk, Tproducto) & partir de la metrizabilidad de los factores.

El enunciado del siguiente teorema afirma que la metrizabilidad de cada uno de los
factores es condicién necesaria y suficiente para la metrizabilidad del espacio producto.
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Teorema 4.3.1 Sea ([[;_; Xk, Tproducto) €l espacio topoldgico producto de una familia
finita de espacios topoldgicos: (X1,71),..,(Xn, ) (con n € N ). El espacio topoldgico
producto es metrizable si, y sdlo si, (X;,7;) es metrizable, para cadai € {1,...,n}.

Antes de demostrar el teorema, introduzcamos un nuevo concepto de interés.

Definicién 4.3.2 Sea ([[}_, Xk Toroducto) €l espacio topoldgico producto de una familia
de espacios topoldgicos, {(Xp, ) }1_; (n € N), y sea (a1,...,an) € [[j_; Xi. La seccién
paralela al factor i-ésimo que pasa por el punto (a1,...,an) es el siguiente subespacio
topoldgico del espacio producto:

S(Xi;(al,...,an)):{(:cl,...,xn)eHXk:xk:ak, sik#i}.
k=1

Ejemplos:

1. La seccién de (R?, Tysual) paralela al primer factor que pasa por el punto (3,1) es el
siguiente subespacio:

SRY;(3,1) ={(x,y) eR* 1y =1};
es decir, la recta que tiene por ecuacién y =1.

2. La seccién de (R3, Tyqual) paralela al segundo factor que pasa por el punto (0, 4, —2)
es el siguiente subespacio:

S(R(2) 5 (0a4> 72)) = {(I7ya Z) € Rs rx=0,z= 72};
en este caso, la seccion es la recta que tiene por ecuaciones z =0, z = —2.

Proposiciéon 4.3.3 Toda seccion paralela a un factor de un espacio topoldgico producto
es homeomorfa al factor correspondiente.

Demostracion:

Sea S(X;;(ai,...,an)) la seccién paralela al factor X; que pasa por (ay,...,a,) del
espacio topoldgico producto ([Tj_; Xk, Tproducto) -

Comprobemos que esa seccién es homeomorfa al espacio topolégico (X;,7;) a través
del siguiente homeomorfismo, cuya inversa escribimos a continuacion:

h
(S(Xz ) (aly ey an))7 Tproducto‘s) — (Xi>7—i)
(®1,...,2n) — h((@1,. .. ,20)) = 24,

h—l
(Xi7 Ti) — (Xz ) (CLl, cee 7an))a Tproducto‘s)
€ H h_l(m):(y17""yn)’
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cony;, =x,eyp=ag,parak € {1,....,n}\ {i}.

La aplicacién h es continua, ya que es la restriccién de una aplicacién continua (la
proyeccién natural sobre el factor (X;,7;)) al subespacio S(X;; (a1, ...,a,)) del espacio
producto.

Para acabar con la demostracién, basta considerar que A~ es una aplicacién que toma
valores en un subespacio del espacio producto, y, por tanto, segin la Propiedad Universal
del Producto, h™! es continua si, y sélo si, lo son las composiciones 7, o ™!, para cada
ke {l,...,n}. Veamos cémo es cada una de estas composiciones:

-l -
(Xim) "= (S(Xis5(av,. -, an)); Toroductoys) = (Xi,7:)
z — hil(x) :(y1:~-~7yn) — ﬂi(hfl(x)) =y =1,

mioh~! es continua, pues se trata de la aplicacién Idy, de (X;,7;) en sf mismo.
Por otra parte, si tomamos k # i, obtenemos que la aplicacién 7, o A~! es constante
(asigna a cada z € X; el punto a;, € X} ), y, por tanto, continua:

1 r
(Xi77—i) L (S(le (a17' . -7an))77—producto‘s) —k> (Xk7Tk)
z — hil(x) = (Y1,---,Yn) — Wk(hil(m)) =Yk = Qg -

Demostremos ahora el teorema enunciado anteriormente sobre la metrizabilidad del
producto.

Demostracion del teorema 4.3.1:
(=) Supongamos que el espacio producto ([],_; Xk, Tproducto) €s metrizable.

Puesto que la metrizabilidad es una propiedad hereditaria (véase el ejercicio 12b del
tema 2), cualquier seccién del producto paralela a un factor es metrizable. Ahora la pro-

posicién 4.3.3 nos permite concluir que los espacios factores (X, 7x), con k € {1,...,n},
son todos metrizables.
(<) Paracadak € {1,...,n}, sea dj, una métrica sobre Xj, tal que 74, = 7.

Comprobemos que la métrica producto do , definida como a continuacién puede leerse,
induce la topologfa producto, es decir, 74, = Tproducto :

ﬁXk X ﬁXk d%'o R
k=1 k=1

(@1, szn), (U1 tm)) = doo((21, 05 20), (Y155 9n)) s

UEX

con dOO((xlv ey .%'n), (ylv s 7yn)) = méXlSkﬁndk(xka yk) .

Para ello, probemos que la siguiente aplicacion identidad es un homeomorfismo:

1a®)

r —
(H Xk7 7-producto) 1d (H Xk7 Tdm) .
k=1 Al
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Veamos que Id") es continua en (a1,...,an) € [Tp_q Xi:
Dado € > 0, basta tomar

n
U= H Bdk(ak,a)
k=1
como entorno de (ai,...,ay), de tal modo que, si (z1,...,z,) € U, entonces

doo((T1y -+ 2n), (a1, .. an)) < e.

Respecto a la continuidad de 1@ , al ser una aplicacién que toma valores en un espacio
topoldgico producto, es suficiente aplicar la Propiedad Universal del Producto para afirmar
que 1d® es continua si, y s6lo si, las composiciones 7; oId® con las proyecciones naturales
son continuas, para cada i € {1,...,n}.

Fijado i € {1,...,n}, comprobemos que m; 0Id® es continua en el punto (a1,...,an)
del producto. Téngase en cuenta que m; o 1@ es la siguiente aplicacion entre espacios
métricos:

n n
1d® )
(] Xk7) = (I Xbs Toroducto) —  (Xi, 7 = 74,)
k=1 k=1

(x1,...,2n) +— (®1,...,2n) — X

Dado ¢ > 0, podemos tomar § = ¢, de manera que, siempre que

doo((®1, -+ -y 2n), (a1, .. an)) <0,

entonces d;(z;,a;) < €.

4.4. Espacio topolégico cociente

Definicién 4.4.1 Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Dados un conjunto no vacio Y y una
aplicacion epiyectiva f : (X,7) = Y, la topologia cociente dada por [ sobre Y es:

rr={GCY:fHG)er}.

El espacio topoldgico (Y, 7y) recibe el nombre de espacio cociente, mientras que la apli-
cacion f: (X,7) = (Y,74) se llama aplicacion cociente.

En general, diremos que una aplicacion epiyectiva f : (X,7) — (Y,7') entre espacios
topoldgicos es una aplicacion cociente si 1’ coincide con la topologia cociente Ty definida
por f sobre Y .

Observaciones:

1. Es inmediato comprobar que la familia de cerrados de un espacio topoldgico cociente
se caracteriza de manera idéntica al modo en que quedan descritos los abiertos de la
topologfa. Es decir, si f : (X,7) — (Y,7¢) es una aplicacién cociente, los cerrados
en (Y,74) son:

C={FCY:fY(F)es cerrado en (X,7)}.
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2. Ndtese que, por definicién, toda aplicacién cociente es, en particular, una aplicacién
continua.

(De hecho, la topologfa cociente es la topologia més fina de la que se puede dotar a
Y, de modo que la aplicacién epiyectiva f : (X,7) = Y sea continua. Vedmoslo:

Sea 7' una topologfa sobre Y tal que f : (X, 7) — (¥, 7') sea continua, y sea G € 7'.
Puesto que hemos supuesto que f es continua poniendo 7 en Y, f~}(G) € 7; por
definicién de 7y, ello implica que G € 77 .)

Ejemplos:

1. Todo cociente de un espacio topolédgico grosero es un espacio grosero.

Sea f 1 (X, Tgrosera) — (Y, 7') una aplicacién cociente. Puesto que la topologia gro-
sera es la menos fina entre todas las posibles topologias sobre un conjunto, para
comprobar 7/ = Tgrosera , tan s6lo debemos limitarnos a demostrar < Tgrosera -

Sea G € 7'; como 7' es la topologfa cociente dada por f sobre Y, f~1(G) pertenece
a la topologfa grosera sobre X ; es decir: f~1(G) = X, o bien f~1(G) =10.

Si f71(G) =X, al ser f epiyectiva, se verifica:
G=f(IH@)=fX)=Y.

Por otra parte, si f~1(G) = 0, tendrfamos:
G=f(fHG)=f(0)=0.

En cualquier caso, acabamos de comprobar que, si G € 7', entonces G € Tgrosera
sobre Y.

2. Todo cociente de un espacio topolégico discreto es un espacio discreto.

Sea f: (X, Tdiscreta) — (Y, 7') una aplicacion cociente. Hemos de comprobar que 7/
coincide con la topologia discreta sobre Y .

Para ello, ya que la topologia discreta es la topologia més fina entre todas las posibles
sobre un conjunto, basta ver que, dado cualquier abierto G' € Tgisereta, G € 7'

Dar G € Tgiscreta €n Y es dar un subconjunto cualquiera de Y'; por tanto, f _1(G)
es un subconjunto cualquiera de X , es decir, f ’I(G) € Tdiscreta €N X , lo cual, por
definicién de topologfa cociente, implica que G € 7'

A continuacién, enunciaremos un par de resultados que serdn de gran utilidad para
comprobar que una aplicacién dada entre espacios topoldgicos es una aplicacion cociente.

Proposicion 4.4.2 Si f : (X,7) — (Y,7') es una aplicacién epiyectiva, continua y abier-
ta (o cerrada), entonces f es una aplicacion cociente, es decir, 7' = 15 (la topologia 7'
coincide con la topologia cociente dada por f sobre Y ).
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Demostracion:
(Haremos la demostracién para el caso en que f sea abierta. El caso en que [ sea
cerrada se deja como sencillo ejercicio.)

(<) Esto ya se hizo en la segunda de las observaciones inmediatamente siguientes a la
definicién 4.4.1.

(>) Sea G € 74; por definicién, f~1(G) € 7. Puesto que f : (X,7) = (Y,7’) es abierta,
f(f7YG)) € 7. Y, como f es epiyectiva, f(f~1(G)) = G, de donde se sigue que G € 7.

Ejemplos:

1. Las proposiciones 4.1.2 y 4.4.2 nos presentan un primer ejemplo bien sencillo de
aplicacion cociente: cualquier proyeccién natural de un espacio topoldgico producto
en uno de sus espacios factores es siempre una aplicacién cociente.

Sin embargo, debe notarse que la observacién justamente siguiente a aquella mis-
ma proposicion 4.1.2 nos dice que no es verdad que cualquier aplicacion cociente
(epiyectiva y continua, por definicién) tenga que ser ademéds cerrada.

2. El ejercicio 15 de este mismo capitulo propone un ejemplo de aplicacién cociente
(epiyectiva y continua, por definicién) que no es abierta.

3. Consideremos la aplicacién siguiente:

(R27Tusual) i> (Rv 7—usua,l)
(@,y)  — fllzy)=2+y.

Esta aplicacion es epiyectiva, continua y abierta; por tanto, segiin la proposicion
4.4.2, se trata de una aplicacién cociente.

Definicién 4.4.3 Una aplicacion h : A — B es una seccidn (o inversa por la dere-
cha) de la aplicacion f : B — A si foh=1dy.

Proposicién 4.4.4 Sea f : (X,7) = (Y,7') una aplicacién continua entre espacios to-
poldgicos. Si f admite alguna seccion continua, entonces f es una aplicacion cociente.

Demostracion:

Supongamos que la aplicacién continua f : (X,7) — (Y, 7') tiene una seccién continua
s: (Y, 7)) = (X,7).

Veamos en primer lugar que entonces f es epiyectiva: dado y € Y, su imagen por la
seccidn, s(y), es un elemento de X que verifica justamente f(s(y)) =y .

Para demostrar que f es una aplicacion cociente, hemos de comprobar que la topologia
7' es la topologia cociente 74 dada por f sobre Y.

Como por hipétesis f es continua, y la topologia cociente es la mas fina que podemos
definir sobre Y de modo que f sea continua, se tiene 77 > 7'.
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Nos falta pues ver que 7/ > 7;. Sea G € 7y; por definicién de topologia cociente,
f~HG) € 7. Puesto que la seccién s es continua, s~ (f~1(G)) € 7', y, como fos = Idy:

G=1d,(G)=s"HfHG) e,

lo que concluye la demostracion.

Ejemplos:

1. La funcién

(RvTusual) L ([07+OO)7Tusual)
x — f(z) =22

es cociente, por la proposicién 4.4.4, ya que es continua y ademas admite alguna
seccién continua; basta considerar como tal la siguiente:

([Ov—l'oo):Tusual) e (RaTusual)
t — s(t) = +VE.

2. La siguiente aplicacion entre espacios topoldgicos también es cociente:

(R37Tusual) L (R X R x {0}7 Tusual)
(z.9,2) — f((z,y,2)) = (2,9,0).

De nuevo la proposicién 4.4.4 nos garantiza la afirmacién anterior, ya que f es
continua (jpor qué?) y podemos dar alguna seccién continua suya; por ejemplo:

(]R X R X {0}7 Tusual) = (R3, Tusual)
(>‘a 22 0) — 5(()‘7 Hs O)) = (Aaua 0)'

4.5. Propiedad Universal del Cociente

Teorema 4.5.1 (Propiedad Universal del Cociente.)
Sea f:(X,7) = (Y,7") una aplicacién cociente. Una aplicacion g : (Y,7') = (Z,7")
es continua si, y sélo si, go f: (X,7) — (Z,7") es continua.

Demostracion:

La aplicacién ¢ es continua si, y sélo si, dado cualquier G € 7, g71(G) € 7'.

Como por hipétesis f es una aplicacién cociente, 7' es la topologia cociente sobre Y’
dada por f. Por ello, dada la definicién de topologia cociente, g~(G) € 7 si, y sélo si,
F Y M) (= (go f)~HG)) € 7, lo cual equivale, como sabemos, a que go f sea una
aplicacion continua.
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Corolario 4.5.2 (Teorema de factorizacién por el cociente.)

Sea f: (X,7) = (Y,7') una aplicacidén cociente, y sea g : (X,7) = (Z,7") una
aplicacion continua con la siguiente propiedad:

(¢) Para cualesquiera z1,z2 € X tales que f(21) = f(x2), se verifica g(z1) = g(x2) .

En estas condiciones, existe una dnica aplicacion continua h : (Y,7') = (Z,7"), de
modo que ho f=g:

(X,7) (Y, )

cociente

continua+ (¢) | 9 B
.~ 3 h continua : hof=g

5
(2,7")
Demostracion:
Empecemos con la unicidad:
Sean hy , hy dos aplicaciones continuas de (Y, 7') en (Z,7") tales que hiof = g = hgof .
Entonces, dado y € Y, y teniendo en cuenta que f , al ser cociente, es epiyectiva, se verifica:

hi(y) = ha(f(2)) = (hr o f)(x) = g(x) = (ha 0 f)(x) = ha(f(x)) = ha(y),
con lo que ya queda demostrado hy = hs.

En cuanto a la existencia, definamos h de la siguiente forma, para cada y € Y :

hy) == g(z), conz € fy) (es decir, f(z)=y).

De este modo, h estd bien definida: en efecto, si 1, o son elementos de X tales que
f(z1) = f(x2) =y € Y, entonces, puesto que g verifica por hip6tesis la propiedad (o),
g(z1) = h(y) = g(x2), y por tanto la definicién de h(y) no depende de la eleccién que
hagamos de 2 € f~1(y).

Ademaés, ho f=g:

(o f)(x) =h(f(z)) = g(x) , Vo e X,

segun la definicién que hemos dado de h.

Por ltimo, la continuidad de h se obtiene de aplicar la Propiedad Universal del Co-
ciente, pues h es una aplicacién que sale del espacio topoldgico cociente (Y,7'), y cuya
composicién con la aplicacién cociente, h o f = g, es continua por hipétesis.

4.6. Cocientes y relaciones de equivalencia

Sea ~ una relacién de equivalencia sobre un conjunto no vacio X , y sea 7 : X — X/~
la aplicacién canénica de paso al cociente, que hace corresponder a cada x € X su clase
de equivalencia, como elemento del conjunto cociente, [z] € X/~ .
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Si dotamos al conjunto X de una topologia 7, tendremos entonces una aplicacién
epiyectiva 7 : (X,7) = X/~ , y podremos considerar la topologfa cociente definida sobre
X/~ porm:

m={GCX/~:nYG) e T},

de modo que la aplicacién canénica de paso al cociente es una aplicacion cociente en el
sentido topoldgico que hemos introducido en este capitulo:

(X,7) — (X/~,7x)
z  — w(x)=[z].

Comprobemos ahora que cualquier aplicacién cociente entre espacios topoldgicos puede
entenderse como la aplicacién candnica de paso al cociente por una relacion de equivalencia.

Toda aplicacién f : X — Y define una relacién de equivalencia ~; sobre X del
siguiente modo:

Ty ~pxn e flrn) = fla).
En particular, si tenemos una aplicacién cociente f : (X,7) — (Y,7'), veamos que
(Y,7') es homeomorfo al espacio topolégico (X/~y,7x), siendo 7 : (X,7) = X/~ la
aplicacién canénica de paso al cociente por la relacién de equivalencia ~ .

(x,r) —2

(Y, 7)

(X/~g,72)
Se verifica trivialmente la siguiente proposicién:
(z1,22 € X)) f21) = f(22) & @1 ~f 20 & m(21) = 7(22).

(Dicho de otro modo, tanto f como m podrdn hacer el mismo papel que hace la
aplicacion ¢g en el corolario 4.5.2, pues ambas son continuas —las dos son aplicaciones
cocientes— y verifican una respecto de la otra la propiedad (¢) que verifica g en aquel
enunciado.)

I

(X7 T) cociente (Y7 T/) (461)
m continua o V
[
e
(X/Nf7 Tﬂ')
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Por el mencionado teorema de factorizacién por el cociente (corolario 4.5.2), existe una
unica aplicacién ¢ continua, tal que ¢ o f = m —obsérvese el diagrama 4.6.1—, definida
ast:

¢(y) = 7(x) (= clase de equivalencia por ~; de z, conz € f~(y)).

f
(X,7) pr——" (Y, 7) (4.6.2)
m cociente e '
_—
(X/~p, )

Aplicando de nuevo el teorema de factorizacion, atendiendo ahora al diagrama 4.6.2,
tenemos garantizada la existencia de una unica aplicacién continua ¢, tal que Yom = f|
cuya definicién es (denotando [2] la clase de equivalencia por ~¢ de z):

([]) = f(z) , con x tal que 7(z) = [a].
Veamos para acabar que ¢ y i/ son inversas:
- (@ov)([2]) = o((x])) = é(f () = m(z) = [a] = Idx)~ ([2]);
- (Vo d)(y) =v(d(y)) = ¥((z]) = fz) =y =1dy(y).
Con todo esto, queda comprobado que (X/~y,7;) es homeomorfo a (Y, 7).

Ejemplos:

1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, sobre el que consideramos definida la siguiente
relacién de equivalencia:
T~y o T=Yy.

Esta relacion de equivalencia —que es simplemente la relacion de igualdad entre
elementos de X — hace que haya tantas clases de equivalencia como elementos en
X . Por tanto, el conjunto cociente X/~ estd en biyeccién con X, de modo que,
considerando los conjuntos dotados de topologias, tenemos el siguiente diagrama:

(X,7) — =

(X,7)

UEX
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Tanto © como Idy son aplicaciones cocientes, y verifican:

W(Il):ﬂ'(xg) IS4 Idx(xl):ldx(z‘g).

Por tanto, usando el teorema de factorizacidn por el espacio cociente (X/~,7x),
obtenemos la aplicacion continua ¢ del diagrama 4.6.3, que estard definida, segin
sabemos, como:

p(a]) = Tdx(x).

Idx

(X,7) — (X,7) (4.6.3)
™ cociente - .
TP
(X/~,7r)

Del mismo modo, aplicando el teorema de factorizaciéon por el espacio cociente
(X,7), conseguimos la aplicacién continua ¢ del diagrama 4.6.4, definida asf:

¥(z) =n(z).
(X7 T) coIc(ii(:lte (X’ T) (4.6.4)
7 continua = .
Y
L .
(X/N7 7_71')

Es facil ver que ¢ y ¢ son inversas la una de la otra, y por tanto hemos comprobado
que (X/ ~,7:) y (X, ) son espacios topoldgicos homeomorfos.

. Sobre el espacio (X,7) consideremos la relacién de equivalencia que hace que dos

elementos cualesquiera de X sean equivalentes.

Con esta relacién de equivalencia, todos los elementos de X pertenecen a una misma
clase de equivalencia, y por tanto el conjunto cociente X/~ tiene un tnico elemento.

Por tanto, en este caso el espacio topoldgico cociente es trivial.
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Problemas

1. Sean (X,7) e (Y,7') espacios topoldgicos, y sea (X XY, Tproducto) SU €spacio topoldgico
producto.

a) Demuéstrese que, si B es una base de abiertos de 7 y B’ es una base de 7/,
entonces la siguiente coleccién es una base de abiertos de Tproducto :

B={GxG :GeB,G cBY}.

b) Dado un elemento (zg,y0) € X xY , pruébese que, si B(zg) es una base de entornos
de mg en (X, 7) y B(yo) es una base de entornos de yo en (Y,7'), entonces

B((xo,y0)) ={U x V : U € B(xo),V € Blyo)}

es una base de entornos de (zo,y0) en (X X Y, Tproducto) -
2. Sean (X,7) e (Y,7') espacios topoldgicos, y sean A C X, B CY . Pruébese que en el
espacio producto X x Y se verifican las siguientes propiedades:

o

a) Int(Ax B)=Ax B.
b) AxB=AxB.
¢) Como consecuencia del apartado anterior, si A y B son densos en X e Y respec-

tivamente, entonces A X B es denso en X x Y.

3. Pruébese que, dados dos espacios topolégicos, (X, 7), (Y,7'), los espacios topoldgicos
productos X XY e Y x X son homeomorfos.

4. Sean {(X;, 7))}y, {(Yi, 7{)}, dos familias finitas de espacios topolégicos, sean los es-

pacios topoldgicos productos respectivos, ([T, Xi,7) v ([[i-, Y, 7’), y consideremos,
para cada i € {1,...,n}, la aplicacién f; : (X;, ;) = (Yi, 7/) . Demuéstrese que

f: (ﬁXZaT) — (ﬁyivT/> ’
i=1 i=1

definida del siguiente modo:
f((xlv o ,In)) = (fl(-Tl)-, [ERN] fn(xn)) )
es continua si, y sélo si, f; es continua para cada i € {1,...,n}.

5. Sea f : (X,7) — (Y,7’) una aplicacién entre espacios topoldgicos. Consideremos el
siguiente subespacio topoldgico del espacio producto de (X,7) e (Y,7'):

Grafo (f) ={(z,y) e X xY :y = f(2)}.

Pruébese que f es continua si, y sélo si, la aplicacién entre X y Grafo (f) que asigna
acadaz € X el par (z, f(z)) es un homeomorfismo.
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6. Sea {(X;,7;)}iL; una familia de espacios topoldgicos, y sea (A;, 7i|4,) subespacio to-
polégico de (X;,7;), para cada i € {1,...,n}. Compruébese que la topologfa producto
sobre [, 4; coincide con su topologfa de subespacio de []1; X .

7. Consideremos R? dotado de la topologia producto de la discreta y de la topologia

7={R,Q,L0}.

a) Encuéntrese una base de entornos, si es posible numerable, de cada punto de R?.
b) Péngase un ejemplo de un subconjunto propio A que sea a la vez abierto y cerrado.

¢) Sea L = {(x,y) € R?:y =z} . ;Es cerrado L? ;Cual es su topologfa de subespa-
cio?

8. Sea R? dotado de la topologia producto de la discreta y la usual.

o) Encuéntrese una base de entornos, si es posible numerable, de cada punto de R?.

Péngase un ejemplo de un subconjunto propio A que sea denso en R2.

)
b) Péngase un ejemplo de un subconjunto propio A que sea a la vez abierto y cerrado.
¢)

)

d) (Es S (véase el ejercicio 3) un subespacio cerrado de R?? Estiidiese cual es la
topologia de subespacio que hereda S .

9. Considérese el conjunto X = [0,1] x [0,1] dotado de la topologia 7 producto de 71 y
la discreta, donde 71 es la topologia sobre [0, 1] definida del siguiente modo:

n1={GC[0,1]:0¢ G, osi0€ G, entonces [0,1) CG}.

a) Encuéntrense sendas bases de entornos de los puntos (0,0) y (1,0).
b) Sea A ={(z,y) € X : = y}. Calcilense &, A, A yFr(A).

¢) Estidiese la continuidad de la siguiente funcién:

(X, T) i> (X7 Tgrosera X Tdiscreta)

(z,y) — f((z,y)=12).

10. Sea (X,7) un espacio topolégico. Demuéstrese que son equivalentes las siguientes afir-
maciones:

a) (X,7) es Tq.

b) La diagonal A = {(x,z) : © € X} es un subconjunto cerrado en (X x X, Tproducto) -

UEX

11. Sean 71, 7o dos topologias de Hausdorff sobre un conjunto no vacio X . Pruébese que,
si (X,71N72) es un espacio de Hausdorfl, entonces la diagonal es cerrada en el espacio
producto de (X,71) v (X,72).
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Sea f: (X,7) = (Y,7') una funcién continua entre espacios topoldgicos, siendo (Y, 7')
un espacio Ty .

Compruébese que Grafo(f) = {(z,y):y = f(z)} C X x Y es un cerrado en el espacio
topoldgico producto de (X,7) e (Y,7).

(Indicacién: Escribase Grafo(f) como la imagen inversa por cierta aplicacién continua
de la diagonal de Y x Y, y apliquese el ejercicio 10 para concluir la demostracién.)

Péngase un ejemplo que ilustre la siguiente situacién: el espacio topoldgico X x Y es
homeomorfo a X X Z, y, sin embargo, Y no es homeomorfo a Z .

(Para ampliar:) Productos de familias infinitas de espacios topolégicos.

Sea {(X;,7)}ier una familia arbitraria de espacios topolégicos, y consideremos el pro-
ducto cartesiano [[;c; X; . La topologia producto sobre J[;.; Xi se define como sigue:

Toroducto = {G C HXi : G es unién arbitraria de elementos de Bproducto »
i€l
donde Bproducto €s la base de abiertos de la topologia producto formada por los siguien-
tes subconjuntos:
Bproducto = {B c HXl :B= Hcl}
i€l i€l
con
o = Gier, , siield,
! Xi s si g ¢ J7
donde J es algtin subconjunto finito de I.
(Es decir, los abiertos bésicos de la topologia producto son productos cartesianos de

abiertos del espacio factor correspondiente en finitos factores y del total del espacio
factor correspondiente en el resto de los factores.)

a) Siel conjunto I es finito, compruébese que esta definicién de la topologfa producto
y la que se dio en la definicién 4.1.1 son la misma.

b) Sobre Hz‘e 1 Xi es posible también definir la siguiente topologia, que recibe el
nombre de topologia por cajas y generaliza al caso arbitrario la definicién 4.1.1
que se dio para productos finitos:

Teajas = {G C HXi : G es unién arbitraria de elementos de B},
iel

donde B’ es la base de abiertos de la topologia por cajas formada por los siguientes
subconjuntos:
B,Z{HGZ‘Z G; €T, VZE[}
el
Demuéstrese que la topologia por cajas es, en general, mas fina que la topologia
producto.
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¢) Sea BB; una base de abiertos en (X;,7;) para cada i € I. Demuéstrense:

1) La siguiente coleccién es una base de abiertos de la topologia producto sobre
[Ties Xi:
B={[[B:}
icl
donde B; € B;, parai€ J,y B;=X;, parai ¢ J, con J algin subconjunto
finito de I .
2) La siguiente coleccién es una base de abiertos de la topologia por cajas sobre

[Lies Xi:
B ={]] B}
i€l

donde B; € B;, para cadai € I.

d) Sea (x;)icr € [[;c; Xi, y sea Bi(x;) una base de entornos de z; en (Xj,7;), para
cada i € I. Demuéstrense:
1) La siguiente coleccién es una base de entornos de (z;);c; en la topologia
producto sobre [[;c; X,

B((z:)ier) = {[] B}
il
donde B; € Bj(z;), parai € J,y B; = X;, para i ¢ J, con J algin
subconjunto finito de I .

2) La siguiente coleccién es una base de entornos de (z;);c; en la topologia por

cajas sobre J[;c; Xi:
l'z ZEI {H B }
i€l
donde B; € B;, para cada i € I.
e) Sea A; C X;, para cadai € I.

1) Compruébese que, tanto si sobre [[;.; X; se considera la topologfa producto,
como si se considera la topologia por cajas, se verifican las siguientes propo-
siciones:

@) [Ties A = [Lic; Ai - (La clausura del producto es el producto de las clau-
suras.)
B) Ilicr Ai es denso en J;.; X; si, y sélo si, 4; es denso en X;, para cada
iel.
2) Esttdiese sise verifica Int(] [;; Ai) = [];c; Int(A;) , cuando se considera sobre
[Iic; Xi bien la topologfa producto, bien la topologfa por cajas.
f) Sea (Aj,7i|4,) un subespacio topoldgico de (X;, 7;) , para cada i € I . Compruében-
se:

1) Tlie; Ai es un subespacio topolégico de [[;c; X, si sobre ambos productos

consideramos las topologias productos respectivas.
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[Lic; As es un subespacio topoldgico de [[;.; X;, si sobre ambos productos
consideramos las topologias por cajas respectivas.

g) Es importante observar que la Propiedad Universal del Producto (teorema 4.2.1)
se verifica igualmente para productos arbitrarios dotados de la topologia produc-
to, pero no cuando se consideran dotados de la topologia por cajas. Vedmoslo a
continuacion:

1)

Demuéstrese la siguiente generalizacion del teorema 4.2.1 a productos arbi-
trarios:
(Propiedad Universal del Producto.) Sean ([];c; Xi, Tproducto) €l espacio to-
poldgico producto de una familia de espacios topoldgicos {(Xi, 7i) }ier , la pro-
yeccién natural m : ([ T;c; Xi, Toroducto) = (Xk, 7k) , paracada k € I, e (Y, 7')
un espacio topoldgico.
Una aplicacién f : (Y,7') = ([T;c; Xi, Tproducto) €s continua si, y solo si, las
composiciones 7, o f son continuas (para cada k € I).
Denotaremos por RY el producto cartesiano de numerables copias de R, es
decir:
RY = H R = {(%n)nen : Tn € R, para cada n € N}.
neN

(Obviamente, RY es el conjunto de todas las posibles sucesiones de nimeros
reales.)
Consideremos la siguiente aplicacion entre espacios topolégicos:

(]R7 Tusual) L (RN7 Tcajas)
€z '—> f(m):(x7:177:177"')’

donde 7,05 €s la topologia por cajas que se obtiene al considerar la topologfa
usual en cada factor de RY.
Para cada k € N, la aplicacién
(R7 7-usual) pl (R: 7-usual)
x — (mpof)(z) ==

es trivialmente continua. Demuéstrese que, sin embargo, la aplicacion f no lo
es.

h) Para el espacio topolégico producto (HlE 1 Xis Tproducto) Sigue siendo cierta la pro-
posicién 4.3.3 sobre las secciones paralelas de un producto. Compruébese que la

demostracion que hicimos en su momento es enteramente vélida ahora, cambiando
los obvios detalles de notacion.

i) El apartado inmediatamente anterior permite generalizar a un producto arbitrario
de espacios topologicos la primera implicacion que demostramos en el teorema

4.3.1: si un espacio topoldgico producto es metrizable, también lo es cada uno de

sus factores.
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La implicacion inversa de aquel teorema sigue siendo vélida para un espacio to-
poldgico producto de una familia numerable de espacios topolégicos. En la de-
mostracién, sin embargo, no podremos considerar como métrica producto (que
inducia, segin se probaba, la topologia producto) la misma que tomébamos en el
caso de una familia finita.

Ahora procederiamos asi, dada una familia de espacios topoldgicos metrizables
{(Xn;7n)}nen (de tal modo que existen métricas d,, tales que 7, = 74, para cada
n € N), y dado su producto (J],,cn Xn, Tproducto) :

1) Para cada n € N, sustituimos la distancia d,, por la siguiente:

Jn(mnayn) = ml’n{l, dn(l'nayn)} (xmyn € Xn) s

que, segun se dijo en el ejercicio 22¢ del tema 3, es una distancia acotada
(siempre menor o igual que 1) topolgicamente equivalente a d, .
Demuéstrese que D , definida a continuacién, es una distancia sobre HnEN X

o0

dn xmyn
D((In)nEN: yn nEN Z .

n=1

(Obsérvese que esa serie siempre es sumable, pues estd mayorada por la serie

sumable Y>° | )

2) Demuséstrese que la aplicacién siguiente es un homeomorfismo:

Id
(H Xnanroducto) — (H XanD) .

neN neN

(Una vez demostrado esto, ya se podrd concluir que la métrica D induce la
topologia producto sobre [, .y Xn .)

7) No obstante, no es cierto que el espacio producto de una familia infinita no nume-
rable de espacios metrizables sea necesariamente metrizable.

Compruébese que RE | dotado de la topologfa producto de la usual en cada factor,
no es metrizable.

(Indicacién: Demuéstrese que el espacio producto no es primero contable.)
k) Sea {(Xi,7i)}icr una familia de espacios topoldgicos discretos con mas de un

elemento. Demuéstrese que el espacio producto (Hie 1 Xi, Toroducto) €S UN espacio
discreto si, y sélo si, I es finito.

UEX

1) Para cadai € I, sea b; € X;. Pruébese que el conjunto

A={(z)ier € HXi : 2; = b; salvo para finitos i € I'}
el

es denso en ([T;c; Xi, Toroducto) -
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m) Sea RE = [locrR el producto cartesiano de tantas copias de R como niimeros
reales, y consideremos sobre RE la topologfa producto de la usual en cada factor.

(Obsérvese que R es el conjunto de todas las funciones reales de variable real.)

Describase una base de entornos de un elemento f € R¥.

Dada una aplicacién cociente f : (X,7) = (Y, 7'), diremos que un subconjunto A de
X es saturado por f sise verifica la igualdad f~1(f(A4)) = A.

Llamaremos cociente por un subconjunto A de un conjunto X —y lo denotaremos
X/A— al conjunto cociente de X determinado por la relacién de equivalencia que
hace equivalentes entre si todos los elementos de A, y fuera de A es simplemente la
relacion de igualdad entre elementos.

Sean A ={:neN}, I =101 ym:I— I/A la proyeccién canénica de paso al
cociente. Pruébese que V = [0, 1] U {1} es un entorno saturado de 0, pero que (V')
no es entorno de 7(0).

Diremos que una relacién de equivalencia definida sobre un espacio topolégico es abierta
(cerrada) si la aplicacién natural de paso al cociente inducida por la relacién es una
aplicacién abierta (respectivamente, cerrada).

Demuéstrese que una relacién de equivalencia ~ sobre un espacio (X, 7) es abierta (ce-
rrada) si, y sélo si, el conjunto saturado (véase el ejercicio anterior) por ~ de cualquier
abierto (cerrado) de (X,7) es también abierto (cerrado) en dicho espacio.

Consideremos una familia finita {(X;, )}, de espacios topolégicos, sobre los cuales
tenemos sendas relaciones {R;}1; de equivalencia abiertas (véase el ejercicio anterior).
Si definimos una relacién R de equivalencia sobre el espacio producto H?:l X; del
siguiente modo:

(@1,...,2n) R(Y1,- .., yn) < 2 Ry, paracada i€ {1,...,n},

compruébese entonces que son homeomorfos estos espacios topolégicos:

HXi/Ri y (H&) /R.
-1

i=1

(El primero va dotado de la topologia producto de las topologias cocientes de cada
7; por R;, mientras que el segundo lleva la topologia cociente por R de la topologia
producto de las 7;.)

a) Sea (X,7) un espacio topoldgico y sea ~ una relacién de equivalencia sobre X
tal que cada clase por ~ es densa en (X, 7). Pruébese que X/~ tiene la topologia
grosera.

b) Como consecuencia del apartado a, compruébese que, si sobre R consideramos la
relacién o ~ y, siz —y € Q, el cociente R/~ tiene la topologia grosera.

UEX
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Sean f1: (X1,7) = (Y1,7), fo : (X2, 72) — (Ya,75) aplicaciones epiyectivas, continuas
y abiertas. Demuéstrese que la aplicacién

(fis f2) + (X1 X X2, Tproducto) — (Y1 X Y27T£,roducm)7
definida como

(fh f2)(9€17 152) = (f1($1)7 f2(332)) )

es una aplicacién cociente.

Un retracto de un espacio topolégico (X, 7) en un subespacio suyo (4,74) es una
aplicacién continua r : (X,7) — (A,7)4) tal que r(a) = a, si a € A. (Es decir,
roi=1Ida, donde i es la inclusién natural de A en X .)

Demuéstrese que todo retracto es una aplicacién cociente.

Sean ~1 y ~o dos relaciones de equivalencia sobre los espacios topoldgicos (X1,71) y
(X5,73), respectivamente. Sea f : (X1,71) = (X2,72) una funcién compatible con ~;
y ~o (es decir, £ ~1 y = f(2) ~2 f(y)). Sea f : X1/~ — Xo/~y la funcién definida
entre los espacios cocientes del siguiente modo:

F(]) = [f()].
Demuéstrense:

a) Si f es continua, f es continua. Ademés, si f y my (paso al cociente por ~9 ) son
cerradas (abiertas), entonces f es cerrada (abierta, respectivamente).

b) Si f es aplicacién cociente, f es cociente.

¢) Si f es aplicacidn cociente, y f biyectiva, entonces f es homeomorfismo.

Consideremos el siguiente espacio topolégico:

(X = {172a37 4,5,6,7,8,9, 10}a7_ = {X} U P({la 3,5, 7, 9})) :

Describase el espacio topoldgico cociente (X/A, 1), donde A = {1,2,3,4,5,6} (véase
el ejercicio 15 de este mismo tema) y 7 es la aplicacién candénica de paso al cociente.

Sea (Rz, Tusual) » ¥ Sea H un subespacio vectorial de R2. Dada la relacién de equivalencia
habitual inducida por el subespacio sobre el espacio vectorial,

(Z',y) ~ (Il7y/) g (.I/ _zvy/ - y) € H7
consideremos el espacio topolégico cociente (R?/~,7,).

a) Compruébese que el espacio cociente cuando H = 0 es homeomorfo a (R?, Tygua) -

b) Compruébese que el espacio cociente es homeomorfo a un espacio trivial (con un
solo elemento) si H = R?.



24.

25.

26.

APUNTES

¢) Demuéstrese que el espacio cociente es homeomorfo a (R, Tygua1) cuando H es un
subespacio de dimensién 1.

Consideremos (Rz,Tusual). Determinese a qué espacio topoldgico conocido es homeo-
morfo el espacio topolégico cociente (R%/~, 1), siendo ~ cada una de las siguientes
relaciones de equivalencia y 7 : R? — R?/~ la aplicacién canénica de paso al cociente:

En (R, Tysual) se considera la siguiente relacion de equivalencia:

r~y<=ir—yel.

Pruébese que el espacio cociente R/~ es homeomorfo a la circunferencia, con la topo-
logfa de subespacio de (R?, Tyguat) : S1 = {(z,y) € R? : 22 + 42 = 1}.

(En el tema 6, tras el corolario 6.2.4, este ejercicio serd mucho més sencillo.)

Sea E =R2\ {(0,0)} dotado de la topologia de subespacio de la usual de R?.

a) Sobre E considérese la relacién de equivalencia siguiente:

e~ & existe A >0 tal que e =M.

Siendo 7 : E — E/~ la aplicacién canénica de paso al cociente, demuéstrese que
el espacio topolégico cociente (E/~,7,) es homeomorfo a la circunferencia S,
dotada de la topologia de subespacio de la usual de R?.

b) Sisobre E consideramos la relacién de equivalencia
e~v & existe A # 0 tal que e = v,
entonces el conjunto cociente E/~ es, por definicién, la recta proyectiva real:
Py={<e>e€E}.

La recta proyectiva puede verse como espacio topolégico de modo natural, sin mas
que considerar P; dotado de la topologia cociente de la topologia de E por la
aplicacién candnica de paso al cociente (aplicacién de proyectivizacién):

E 5 Pi(=E/~)
e — wle)=<e>.

Demuéstrese que la recta proyectiva real es un espacio topoldgico homeomorfo a
S1 con su topologia de subespacio de la usual del plano real.
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27. Sea I = [0,1] dotado de su topologia de subespacio de (R, Tygya1) . Determinese a qué
espacio topoldgico conocido es homeomorfo el espacio cociente (I/~, 7;), siendo ~ cada
una de las siguientes relaciones de equivalencia y 7 : I — I/~ la aplicacién canénica
de paso al cociente:

a) t~t & t=1t, o bien t,t' €{0,1}.
b) t~t < t=1t, o bien t+t' =1.

28. Si en la circunferencia unidad S; consideramos la relacion de equivalencia
x ~y <=z ey son diametralmente opuestos,

véase que S1 es homeomorfo al cociente S1/~ . ;Qué sucede si consideramos la misma
relacién de equivalencia sobre la esfera unidad Sy ?

Ejercicios de autoevaluacion

Sélo una de las opciones indicadas es correcta para cada pregunta:

1. Sean dos espacios topoldgicos, (X,7), (Y,7'), y consideremos su espacio producto.
Digase cual de las siguientes afirmaciones es correcta:

a) si el producto es un espacio metrizable, entonces (X,7) e (Y,7') son espacios
metrizables;

b) si el producto es un espacio metrizable, entonces es que 7 y 7 coinciden con la
topologia discreta sobre X e Y | respectivamente;

¢) puede suceder que el espacio producto sea metrizable, y que algin subespacio suyo
no lo sea;

d) si (X,7) e (Y,7') son espacios groseros, su espacio producto puede ser metrizable.

2. Sean (X,7) e (Y,7') dos espacios topolégicos, y sean A C X y B CY . En el espacio
producto de (X,7) e (Y,7) ...

a) AX B es cerrado si, y sélo si, (X \ A) x (Y \ B) es cerrado;

b) A x B es cerrado si, y sélo si, A y B son cerrados en sus espacios respectivos;
) A X B es abierto si, y s6lo si, (X \ A) x (Y \ B) es abierto;
)

c
d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

UEX

3. Sean dos espacios topoldgicos, (X, 7), (Y,7'), y consideremos su espacio producto. Las
proyecciones naturales del producto en cada factor ...
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a) son cerradas;

b

) son continuas sdlo si 7 es menos fina que 7';
¢) no son abiertas en general;

d) son aplicaciones cocientes.

4. Consideremos la funcién

f
(Ra Tusual) — (Rza Tdiscreta X Tgrosera)
(1,z) , siz <0,

v @E 0 | sieso.

La funcién f ...

a) es abierta;
b) es cerrada;
¢) 1o es continua en ningin punto;

d) es continua globalmente.

5. El espacio topoldgico producto de ([0, 1], Tusual) ¥ ([0, 1], Tgrosera) €S- .-

a) metrizable;
b

)

) homeomorfo a ([0, 1] x [0, 1], Tusual) ;
¢) un espacio topoldgico grosero;

)

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

6. Sean (X, Tqiscreta) Un espacio topoldgico discreto y f : (X, Tgisereta) — R una aplicacién

epiyectiva. La topologfa cociente sobre R dada por la aplicacién f ...

a) es la grosera;

4

)
b) no es metrizable;
) es la discreta;

)

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

7. Sean (X, Tgrosera) Un espacio topoldgico grosero y f : (X, Tyrosera) = R una aplicacion

epiyectiva. La topologia cociente sobre R dada por la aplicacion f ...

a
b

) no es metrizable;
)
¢) es la usual;
)

es la discreta;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

UEX
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8. Dado (R, Tysual) ; consideremos la aplicacién de paso al cociente

(Ra 7-usual) L) (R/NvTﬂ')
r o w(z) =[x,

donde ~ es la siguiente relacién de equivalencia sobre R:
r~yesr—y€el.
Digase cudl de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) el espacio cociente es un espacio grosero;
b) el espacio cociente es un espacio discreto;

¢) el espacio cociente es homeomorfo a Sy (circunferencia unidad) con su topologia
. 2 .
de subespacio de (R*, Tysyal) ;

d) el espacio cociente es homeomorfo a (0,1) con su topologia de subespacio de
(R7 7-usual) .

9. Dado el espacio topolégico (X = {a,b, ¢}, 7 = {0, X, {a}, {b}, {a,b}}) y dada la minima
relacion de equivalencia sobre X tal que a ~ b, consideremos el espacio topolégico
cociente. Digase cudl de las siguientes afirmaciones es correcta:

a) el espacio cociente es homeomorfo a (X, 7);

b

) el espacio cociente tiene un tnico punto aislado;
¢) el espacio cociente es un espacio topoldgico discreto;

d) el espacio cociente es un espacio metrizable.

10. Dado el espacio topolégico (X = {a,b,c,d},7 = {0, X, {a, b}, {c,d}}) y dada la minima
relacion de equivalencia sobre X tal que ¢ ~ d, consideremos el espacio topolédgico
cociente (X/~,7,). La aplicacién

(X/~m) L (X07)
a  — f@=a,
b — f(b)=b,
& — f(@)=c

a) es una aplicacion cociente;

UEX

c¢) es abierta;

d

)
b) es un homeomorfismo;
)
) es continua.

11. El espacio topolégico producto de (R, 7qiscreta) ¥ (R, Teonumerable) - - -

a) es un espacio metrizable;
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b) es un espacio topoldgico grosero;
¢) no es un espacio de Hausdorft;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

12. Si (X, 7) es un espacio topoldgico Ty, ...

a
b
c

d

el espacio producto de (X, 7) con (R, Tysual) €s To;
todo espacio cociente suyo es T ;

el espacio producto de (X, 7) con (R, Tgrosera) €s metrizable;

—_— L =

ninguna de las anteriores opciones es correcta.

13. Sea f : (X, Tgiscreta) — (Y, 7') una aplicacién epiyectiva entre espacios topoldgicos. Si

~y es la relacién de equivalencia definida sobre X por f (z ~yy <: f(z) = f(y)),

¥ 7T (X, Tdiscreta) = (X/~f,7x) es la aplicacién cociente correspondiente, entonces la
factorizacion de f por el cociente,

(X/~pr) -5 (¥,7)

7 — f(@) = f(2),...

a
b
c

d

no es homeomorfismo, si 7 no es la topologia grosera;
es homeomorfismo sélo si 7’ es la topologia discreta,;

no es homeomorfismo, porque no es inyectiva;

= = =

ninguna de las anteriores opciones es correcta.

14. En el espacio topoldgico producto (R2,Tproduct0) de (R, Tusual) ¥ (R, Taiscreta) , 1a suce-

15.

sion ((L,4))pen ...
a) converge al punto (0,0);
b)
)
)

c
d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

tiene como conjunto de limites todo R?;

no converge a ningtn punto de R?;

Sea (X, Tyroducto) €l espacio topoldgico producto de ({0,1},7) y ({0,1},7"), donde 7
y 7' son las siguientes topologias:

T= {(2)7 {07 1}7 {0}} ) T = {07 {Oa 1}7 {1}}

Sobre X consideremos la minima relacién de equivalencia ~ tal que (1,0) ~ (0,1), y
sea 7 la aplicacién candnica de paso al cociente:

(X7 7-plroducto) L (X/N7 Tﬂ') .

En estas condiciones ...

UEX
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a) la aplicacion cociente 7 es abierta;

)

b) la topologia cociente 7, es la topologfa discreta;

¢) el espacio topoldgico cociente (X/~, 7;) no es primero contable;
)

d) la topologia cociente 7, es la topologia grosera.

Sea (R?, Tyroducto) €l espacio topoldgico producto de (R, D) y (R,D’), donde D y D’
son las siguientes distancias:

1+.7I—y ’ Six#y7
D(x,y)z{ |0 | si =Y.

D'(z,y) = e —¢Y|.
Siendo do la métrica producto de D y D' sobre R?, es decir
doo((21,22), (y1,92)) = méx{D(z1,y1), D' (w2, 92)} ,
entonces . ..

@) Tproducto = Tdiscreta ;

=

¢) la bola con dy de centro (0,0) y radio 1 es {(0,0)};

)

) Tproducto = Tusual 3

)

d) labola con dy, de centro (0,0) yradio 1 no es un subconjunto acotado en (R?, dy) .

En el espacio topoldgico producto (R3, Tproducto) de (R, Tarosera) s (R, Tusual) ¥ (R, 7),
donde 7 = {G CR:[0,1] C G} U {0}, si consideramos A = [0,1] x [0,1] x [0,1]...

a) ;1:14,
b) A=R?;
¢) A=1;
Q) A=A

Sea (R, Tproducto) €l espacio topoldgico producto de (R, Tgrosera) con (R, Taiscreta) - La
topologfa de subespacio que induce la topologia producto sobre [0,1] x {0} es ...

a
b
c

d

la topologia grosera;
la topologia discreta;

la topologia usual;

NN N

ninguna de las anteriores opciones es correcta.

Sea (R?, Tproducto) €l espacio topolégico producto de (R, Taiscreta) con (R,7'), siendo
7 ={G CR:0e G}U{0}. La topologfa de subespacio que induce la topologfa
producto sobre Sy = {(z,y) : 22 +y> =1} es ...
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a

b

la topologia grosera;
la topologia discreta;
c

d

la topologia usual;

NN N

ninguna de las anteriores opciones es correcta.
20. Consideremos sobre (R, Tysyal) la siguiente relacién de equivalencia:
Ty =t =2,
ysea T : (R, Tysual) = (R/~, ) la aplicacion cociente correspondiente. La sucesién en

el espacio cociente, (7(1), 7(—1),7(0),7(1), 7(=1),7(0),...) (que va alternando indefi-
nidamente esos tres valores), ...

a
b
c

d

es convergente;
tiene un unico valor de adherencia;

tiene tres valores de adherencia distintos;

= = =

tiene dos valores de adherencia distintos.

UEX
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CAPITULO 5

La conexion es la primera de las dos propiedades topoldgicas que se estudian en este
curso. Que sea propiedad topoldgica quiere decir que se trata de una propiedad que se
conserva por homeomorfismos (y ain més, la imagen por una aplicacién continua de un
espacio conexo es un espacio conexo, Proposicién 5.1.3). Este importante hecho es lo que
subyace, por ejemplo, en el Teorema de Bolzano del Célculo de una variable real del primer
curso.

Habitualmente, el estudio de la conexién de un espacio puede resultar dificil, por lo
que se introduce al final del capitulo otro tipo de conexién —la conexién por arcos— que
se adapta mejor para tratar espacios topoldgicos que sean similares a R™ con la topologia
usual.

5.1. Definicién y ejemplos

Definicién 5.1.1 Un espacio topoldgico (X, T) se dice inconezo (o disconezo) si existen
dos abiertos no vacios y disjuntos, G1,Go € T, cuya union sea el total: X = G1 UG5 .
Diremos que (X,7) es conexo si no es inconezo.

Observacidn:

La condicién que debe verificar un espacio topoldgico (X, 7) para ser considerado como
inconexo puede enunciarse de todos estos modos equivalentes (demuéstrese su equivalencia
como ejercicio):

1. Que existan dos cerrados no vacios y disjuntos Fi, Fy, tales que: X = F; U F;.

2. Que exista un subconjunto propio (ni vacio ni total) que sea simultdneamente abierto
y cerrado en (X, 7).

3. Que exista un subconjunto propio de X cuya frontera sea vacia.
Ejemplos:

1. Desde luego, un espacio topoldgico con un tinico punto es un conexo de modo trivial.
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2. Un espacio topoldgico grosero también es trivialmente conexo, pues en él no hay mas
abiertos que total y vacio.

3. Un espacio topoldgico discreto (X, Tgiscreta) con més de un elemento no es conexo
bl b
pues X puede escribirse como la siguiente unién de abiertos, no vacfos y disjuntos:

X:{Jjo}U(X\{l‘o}) , con xp € X.

4. El ejemplo anterior se puede generalizar del siguiente modo:

Todo espacio de Hausdorff' con més de un elemento y algin punto aislado es inco-
1exo.

Sea z¢ un punto aislado del espacio de Hausdorff (X, 7). Entonces podemos desco-
nectar X como unién de dos abiertos, no vacios y disjuntos, asi:

X = {wo} U(X\ {a0}).

Pero el ejemplo méds importante lo vamos a presentar en forma del siguiente teorema.

Teorema 5.1.2 Sea A un subespacio topoldgico de (R, Tysual) - A es conexo si, y sélo si,
A es un intervalo?

Demostracion:
(=) Sisuponemos que A no es un intervalo, entonces existen z,y € A, digamos z < y,
de modo que existe z tal quez <z <y y 2z ¢ A.
En estas condiciones, A no es conexo, pues es la unién de dos abiertos, no vacios y
disjuntos:
A= (AN(=00,2))U(AN(z,+0)).

(Obviamente, AN (—0c0,2) y AN (z,400) son disjuntos; ademds, z € AN (—00,2) e
y € AN (z,+00). Puesto que ambos son interseccién de un abierto de (R, Tysual) con A,
ambos son abiertos de A.)

(<) Sea A un intervalo de R. Supondremos que A no es conexo, y lleguemos a contra-
diccidn.

Que A no sea conexo significa que existen abiertos en la topologia de subespacio de
A, digamos G, Go, disjuntos y no vacios, y tales que A =Gy U Gs.

(Existen, por tanto, G1 y Ga, abiertos en R, tales que G; = G1NA y Go =GN A))

'En realidad, no hay que pedir tanto. Basta con que cualquier punto sea cerrado en el espacio topoldgico,
lo cual resulta equivalente a que el espacio verifique otro axioma de separacién mas débil: T .

Un espacio topoldgico (X, 7) es Ty si, para cada par de puntos distintos z,y € X , existen abiertos G
yG  talesquer€G,2¢ G ,yeG ,y¢G.

Es una consecuencia directa de la definicién que todo espacio T2 (o de Hausdorff) es también T;.
Ademds, los espacios topoldgicos T1 pueden caracterizarse mediante la propiedad de que los subconjuntos
unitarios (los puntos, hablando vagamente) son cerrados del espacio.

“Entendemos intervalo segiin su definicién en un conjunto totalmente ordenado —que puede repasarse
en el ejercicio 20d del tema 2—, como es el caso de R.
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Ya que G1 y G2 son distintos del vacio, existen a € G1 y b € Ga, tales que a # b,
puesto que G1 NGy = (. Digamos que a < b.

Entonces existe « = sup (G1 N [a,b)), pues G1 N [a,b) es un subconjunto acotado
superiormente® (b es una cota superior) de niimeros reales.

Por ser a el supremo (en particular, cota superior) del conjunto G1 N [a,b), a < .
Por otra parte, al ser a la minima cota superior de dicho conjunto, y ya que b es una cota
superior, también se tiene a < b.

Es decir,a < a < b; como A es un intervalo, « € A. Con esto llegamos a contradiccién,
pues vamos a comprobar que o no puede estar ni en Gp ni en Gy :

1. Sia e Gi(= élﬂA) C G, entonces aw < b, pues b € Go.

Por tanto, a € Gy N (—00,b); tanto Gy como (—00,b) son abiertos en (R, Tysual) s
luego la interseccién de ambos también lo es, y podemos afirmar que existe 6 > 0
tal que:

[a@ =8, +68] C Gy N (—00,b);
de ahi se sigue que o < a4 0 < b, y por consiguiente o +d € A, puesto que A es
un intervalo.

Entonces tenemos que a +4d € A y que a 0 € Gi, luego a + 8 también estd en
Gi=GINA.

Como, por otra parte, a < a < a+ 6 < b, lo cual quiere decir que a no puede ser
el supremo de G1 N [a,b), en contradiccién con lo supuesto mds arriba.
2. Sia € Gy(= égﬂA) C Gy, entonces a < a, pues a € G .

Por tanto, a € (a,400) N Gy. Igual que antes, Gy y (a,+00) son abiertos en
(R, Tusual) 5 ¥ la interseccién de ambos también lo es; por eso, existe ¢ > 0 tal que:
[ —e,a+¢e CGyn(a,+00);
paracada z € [0 —e,0], a < a—e <z <,y yaque A es un intervalo, se sigue

quez € A.
Es decir, tenemos:

[@—¢e,a|CA, [a—e,a] CGy,
de donde [ —£,0] C Go = GaN A.

Puesto que G; y G2 son disjuntos, [a —e,a] N G1 = 0, y llegamos a la conclusién
de que v — ¢ es una cota superior de G1Nla,b); como a —¢ < @, & tampoco podria
ser el supremo de G1 NJa,b), de nuevo en contradiccién con lo que supusimos antes.

La conexidn es una propiedad topoldgica, pues se conserva por homeomorfismos, como
nos garantiza el siguiente resultado.

3Recuérdese el Teorema Fundamental del Orden: Todo subconjunto no vacio y acotado superiormente
(inferiormente) de nimeros reales tiene supremo (respectivamente, infimo).
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Proposicién 5.1.3 La imagen continua de un conexo es un conero.

Demostracion:

Sea f: (X,7) = (Y,7') una aplicacién epiyectiva y continua.

Si (Y,7') no es conexo, es porque existen abiertos Gq,Gy abiertos, disjuntos y no
vacios, tales que Y = G U Gjy.

Entonces:

X=f1Y)=fHG1UG) =G U (G,

de donde se sigue que (X, 7) tampoco serfa conexo, pues f~1(G1) y f~*(Gq) son abiertos
(imégenes inversas de abiertos por una aplicacién continua), no vacios (f es epiyectiva,
luego es seguro que existen elementos que por f van a G; y a Gy, que son ambos no
vacios) y disjuntos (ya que, si existe z € f~1(G1) N f~1(Gs), entonces f(z) € G1 NGy, lo
cual contradirfa el hecho de que G1 y Go son disjuntos).

Ejemplos:

1. EI teorema 5.1.2, la proposicién 5.1.3 y el ejemplo de aplicacién de la Propiedad
Universal del Producto (teorema 4.2.1), en el que vefamos que la recta y la parabola
son espacios topoldgicos homeomorfos, permiten afirmar que la parabola —entendida
como subespacio topoldgico de (]Rz, Tusual)— €8 Un espacio topoldgico conexo.

2. De igual manera, como (R, Tysya1) €s homeomorfo a la circunferencia menos un punto,
S1\ {p} C (R?, Tysual), éste es otro ejemplo de espacio conexo.

3. Cualquier segmento entre dos puntos (considerando sus extremos o no) en R™ es
homeomorfo, dotado de la topologia de subespacio inducida por la usual, a un inter-
valo, visto como subespacio de (R, Tysua1). Si denotamos por pg el segmento cerrado
de extremos p y ¢ en R™, el homeomorfismo (compruébese) es bien sencillo:

0,1 % pg
t o pt)=(1-t)p+tq

Luego un segmento también es un espacio conexo.

5.2. Algunos resultados tutiles mas

En esta seccién estudiaremos una serie de resultados que nos permitiran ir ampliando
nuestro “bestiario” de espacios conexos.
Empecemos por un teorema que nos serd de mucha utilidad en lo sucesivo.

Teorema 5.2.1 Se verifican las siguientes proposiciones :
a) Si {Xi}ier es una coleccion arbitraria de subespacios topoldgicos conezos de un
espacio topoldgico (X, 7), tales que X = U1 X; y Nier X; # 0, entonces (X, 7) es conero.
b) Sea (X, 7) un espacio topoldgico que verifica la siguiente propiedad: para cada par
de puntos distintos x,y € X , existe un subespacio conexo Yy, tal que z,y € Y, C X .
FEntonces (X, T) es conexo.
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Demostracion:
a) Sean G y G abiertos disjuntos tales que X = G1 U Gs.
Para k € I, tenemos:
Xp CUier Xi = X =G1UGo,

luego Xj = (G1 N Xy) U (Ga N Xy) .

Como X}, es conexo, alguno de esos dos abiertos de la topologia de subespacio de X},
debe ser vacfo, pues ambos son disjuntos. Digamos, pues, que G5 N Xy = (J; por tanto,
X, C Gi.

Comprobemos que entonces, para cada ¢ € I', X; C G . Supongamos que no; es decir,
existe [ € I, tal que I # k, y X; C Go. De ahi se sigue:

0#NMierXi CXpNX; CGINGy,

pero jG1 y Gy eran disjuntos!
Esta contradiccién nos permite concluir, pues X = U;erX; € Gy, y Go = 0, lo cual
implica que X es conexo.

b) Fijemos a € X . Para cada z € X, tal que = # a, existe un subconjunto conexo Y, ,
tal que a,z €Y, , C X.
Entonces podemos escribir X asi:

X = U Ya,za
z€X ,z#a

como unién de conexos que tienen todos ellos al menos un punto en comin, a.
Basta entonces aplicar el apartado a para poder afirmar que X es conexo.

Ejemplo:

Denotando por (0,0)(1, %) el segmento de R? que une los puntos (0,0) y (1, %) (con
n € N), entonces el teorema 5.2.1 afirma que el siguiente subespacio de (R?, Tygual) €s
conexo, por ser unién de conexos (cada segmento lo es, segiin vimos en el ejemplo 3 de
aplicacién del teorema 5.1.2 y de la proposicién 5.1.3) con un punto en comin (el (0,0)):

X = Unen(0,0)(1,1/n).

Proposicién 5.2.2 Sea (X, 7) un espacio topoldgico, y sea Y C X un subespacio conezo.
SiY CACY, entonces A es conezo.

Demostracion:

En realidad, vamos a demostrar que en cualquier espacio topoldgico la clausura de
un subconjunto conexo es conexo. Nos bastard con esto, puessi Y C A CY C (X,7)
entonces:

b

Clu(Y)=ClynA=A4.
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Supongamos que 7~: G1 UGy, con Gy, G abiertos en ?~ y disjuntos. (Es decir,
existen abiertos en X, G1, Gg, tales que G1 = G1NY y Gy = GaNY .) Probaremos que
alguno de esos abiertos (G1 o Go) es vacio.

Como Y C Y, de lo anterior se sigue:
Y =(GiNY)U(GeNY)=(GiNY NY)U(GoNY NY) = (G NY)U(GaNY).

Puesto que Y es conexo, uno de los dos abiertos, bien Gin Y, bien Gy N Y | debe ser
vacio; digamos Go NY = ). De ahi se sigue que Gy = GoNY = 0.

(Siz e G>NY , entonces z € Y, y la interseccién de cualquier entorno de  —en
particular, G, al ser un abierto, y = € Gy — con Y serfa no vacfa. Luego G3NY no serfa
un subconjunto vacio, en contradiccién con lo supuesto anteriormente. )

Ejemplos:

1. Por el ejemplo inmediatamente posterior al teorema 5.2.1, ya sabemos que el subes-
pacio X = Unen(0,0)(1,1/n) de (R?, Tysual) €8 conexo.
Sia X le afiadimos cualquier subconjunto incluido en [0, 1] x {0}, el espacio resul-
tante seguirfa siendo conexo, por la proposicién 5.2.2, ya que X = X U([0,1] x {0}).

2. Ya sabemos que (R, Tysual) €8 conexo, gracias al teorema 5.1.2.

El ejemplo 2 en el que se aplicaba el teorema 4.2.1 (la Propiedad Universal del
Producto) nos dice que (R, Tysual) s homeomorfo al espacio resultante de quitarle
un punto a la circunferencia. Puesto que la proposicién 5.1.3 afirma que la conexién
se conserva por homeomorfismos, S\ {p} (subespacio de (R?, Tysual) ) €s un conexo.

La proposicién 5.2.2 permite afirmar que la circunferencia también es un conexo, ya

que S1\ {p} = 5;.

Observacidn:

Es importante notar que S y (R, Tysual) DO son espacios homeomorfos. Basta pensar
que si hubiese un homeomorfismo entre ambos, digamos f : S; — R, al quitarle un punto
p cualquiera a S7, también seguiria siendo homeomorfismo la siguiente aplicacién:

S\ {p} L R\ {f(0)} -

(Sigue siendo biyeccién, pues hemos quitado un punto en el dominio y la imagen de
dicho punto en el codominio. Ademads, es continua, por ser la restriccién a un subespacio
de una aplicacion continua; idéntico motivo por el cual la aplicacién inversa también es
continua.)

Pero es imposible que S1\ {p} (que ya hemos visto que es conexo, pues es homemorfo a
R) y R\ {f(p)} sean homeomorfos, pues, al quitarle un punto a R, lo hemos desconectado
—ha dejado de ser un intervalo—:

RA{£(p)} = (=00, f(p)) U (f(p), +00).
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Teorema 5.2.3 Sea (X XY, Tyroducto) €l espacio topoldgico producto de los espacios (X, T)
e (Y,7'). El espacio producto es conezo si, y sdlo si, (X,7) e (Y,7') lo son.

Demostracion:
(=) La proposicién 5.1.3 permite concluir, ya que cada espacio topolégico factor es la
imagen continua del espacio producto por la proyeccion natural correspondiente.

(<) Escribiremos X x Y como unién de conexos con algin punto en comun.

Sea (z0,y0) € X XY . Consideremos la seccién paralela al primer factor que pasa por el
punto (zo,%o) , es decir, S(X ; (zo,y0)) . Como sabemos por el teorema 4.3.3, S(X ; (xo, yo))
es homeomorfa a (X, 7), y, por tanto (proposicién 5.1.3), es un conexo.

De idéntico modo, si consideramos la seccién S(Y ; (z,30)) paralela al segundo factor
pasando por el punto (x,yo) (con z cualquier punto en X ), tenemos otro conexo, por ser
homeomorfa a (Y, 7).

La unién de ambas secciones es un conexo, usando el apartado a del teorema 5.2.1 (en
concreto, (z,yo) pertenece a ambas secciones). Lo denotaremos A, :

Az = S(X ) (I(]vy())) U S(Y,(w,yo)) .

Obsérvese que dentro de todos los conjuntos A, (para cada x € X ) se encuentra la
seccién S(X ; (wo,yo)) . Entonces podemos ya escribir X X Y como desedbamos:

XxY = UIEXAZ

Observacion:

No sélo puede ampliarse de modo trivial el enunciado del teorema anterior a un pro-
ducto de finitos (mds de dos) espacios topoldgicos (sin més que tener en cuenta —sencillo
ejercicio— que el espacio producto (X7 X ... x X,—1) X X;, es homemorfo al espacio pro-
ducto X1 x...x X, ), sino que el resultado sigue siendo cierto para un producto arbitrario
de espacios topoldgicos. (Véase en el ejercicio 21.)

Ejemplos:

1. Ya sabemos que (R, 7ysual) €8 un espacio conexo. Luego el teorema 5.2.3, que aca-
bamos de demostrar, afirma que (R", 7ysual) (con n > 2) es conexo.

2. La proyeccién estereografica, de idéntica manera a la que definimos entre Sy \ {p} y
(R, Tusual) ; establece un homeomorfismo entre (R™, Tysual) ¥ Sn \ {p}, para cualquier
pESy={(21,...,2n11) ER"™ 2?4+ 422 =1} (conn>2).

De nuevo la proposicién 5.2.2 garantiza entonces la conexién de S, = S, \ {p}.

Teorema 5.2.4 Sea A un subconjunto numerable de (R™, Tysual) (conn > 2 ). El subes-
pacio R™\ A es conexo.
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Demostracion:

Podemos suponer que O = (0,...,0) ¢ A. (Si éste no fuera el caso, bastarfa considerar
un homeomorfismo de R™ en si mismo —una traslacién valdria— que llevara O a un
punto cualquiera que no estuviese en A.)

Demostremos que, dado cualquier punto € R™\ A, siempre existe un conexo Yp , al
que pertenecen O y = y tal que Yp, C R™\ A.

Consideremos pues el segmento Oz . (Ya sabemos que todo segmento es un conexo en
(Rn’ TI@I) ) o

Si Oz C R™\ A, entonces estd claro que podemos tomar Yp , = Ox.

Supongamos por tanto que existe y € Oz N A. Cojamos otro segmento auxiliar L que
pase por y y que no esté en la misma recta que Oz .

Si encontramos un punto zg € L\ {y}, tal que Oz UZz C R™\ A, entonces bastarfa
tomar Yp , = Oz UZT, pues es la unién de dos conexos (los segmentos Oz y ZZ ) con
un punto en comin (el punto zp ).

Ya que L tiene una cantidad no numerable de puntos, y puesto que, dados cualesquiera
22" e L\{y} (¢ #2"), los conjuntos Oz’ U2’z y Oz" U 2"z sélo tienen en comin los
puntos O y x, forzosamente debe existir aquel zg € L tal que Oz UZz C R*\ A. En
caso contrario, podrfamos definir una aplicacién inyectiva de L\ {y} en A, lo cual querrfa
decir que A no podria ser numerable, contra la hipétesis.

Ejemplos:

1. El teorema 5.2.4 nos permite afirmar que (R, 7ysual) ¥ (R™, Tusual) (con n > 2) no
son espacios homeomorfos: mientras que R™ sigue siendo conexo si le quitamos un
punto, R\ {zo} es, sin embargo, inconexo.

2. Del mismo modo, puesto que, via las proyecciones estereogréficas correspondientes,
ya sabemos que Sy \ {p} (con la topologfa de subespacio de la usual de R?) es
homeomorfo a (R, Tysual) ¥ que Sy \ {¢} (con n > 2 y la topologia de subespacio
inducida por la usual de R"™1) es homeomorfo a (R™, Tysual) , entonces el ejemplo
inmediatamente anterior permite afirmar que la circunferencia S; no es homeomorfa
a ninguna esfera S,, de dimensién mayor o igual que 2.

Teorema 5.2.5 Sea (X,7) un espacio topoldgico. Son equivalentes las siguientes propo-
siciones:

a) (X,7) es conezo;

b) cualquier aplicacion continua de (X,T) en un espacio discreto con dos elementos
es constante;

¢) para cualquier funcion continua f : (X,7) = (R, Tusual) tal que a,b € f(X), se
verifica que [a,b] C f(X).

Demostracion:

(a=1b) Sea f:(X,7)— ({0,1}, Tdiscreta) una aplicacién continua. Por tanto, ya que {0}
y {1} son abiertos en el espacio discreto, f~1({0}) y f~*({1}) son subconjuntos abiertos
(trivialmente disjuntos, ademds) en (X, 7).
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Como X puede escribirse asf:

X =101 = F{opu iy,
forzosamente uno de esos dos abiertos, digamos f~1({0}), debe ser vacio, ya que (X,7)
es conexo por hipdtesis. Entonces f ’1({1}) = X, es decir, f es constante.

(b= ¢) Supongamos que g : (X,7) = (R, Tysua1) es una funcién continua en cuya imagen
estan los nimeros reales a y b, y tal que existe ¢ € (a,b) que no pertenece a la imagen
9(X).

Entonces podemos definir la siguiente aplicaciéon h o g sobre un discreto con dos ele-
mentos, que es continua y no constante:

h
(X,7) - R\ {c}, 7_usuanl|]1{\{c}) » ({0, 1}, Taiscreta)
0, sit<e,

! — h(t)_{l sit>c.

Que hog no es constante es evidente. En cuanto a su continuidad, téngase en cuenta que
es composicién de aplicaciones continuas. (La aplicacién h es continua, pues las imdgenes
inversas por h de los dos abiertos no triviales del discreto con dos elementos son a su vez
abiertos en R\ {c}: h™1({0}) = (=o0,¢) y ™1 ({1}) = (c, +00).)

(¢ = a) Si(X,7) no es conexo, existen G; y G, abiertos disjuntos y no vacios, tales
que X = G1 UGy . Entonces podemos definir la siguiente funcién continua:

(XvT) i> (RvTusual)
0 , sizeGy,

v — f(m)_{l , siz€Gy.

Como f(X) ={0,1} ¥ Tusual|{0,1} = Tdiscreta » que f sea continua es equivalente (segiin
la proposicién 3.2.5) a que lo sea la aplicacién valorada sobre su imagen:

(XaT) _f> ({071}7Tdiscreta)
0 , sizeGy,

v — f@)= 1, sizeGy,

y esta aplicacién es trivialmente continua, pues f~1({0}) = G1 y f~1({1}) = G2, y tanto
G1 como Gy eran abiertos en (X, 7).

Esta funcién continua f es tal que 0 € f(X), 1€ f(X),y, sin embargo, [0,1] ¢ f(X).
(De hecho, (0,1)N f(X)=10.)

(Este teorema generaliza el conocido teorema de Bolzano, ya estudiado en la asignatura
de Célculo I, cuyo enunciado recordamos a continuacion:

Teorema. Sea f : [a,b] C R — R una aplicacion continua, tal que f(a) - f(b) < 0.
Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =0.

Puede entenderse ahora que este enunciado no es més que un caso particular del
teorema 5.2.5, en el cual consideramos que el espacio conexo (X, 7) es el intervalo [a, D] .

En el ejercicio 5, pueden estudiarse algunas sencillas aplicaciones del teorema de Bol-
7ano. )
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5.3. Componentes conexas

Definicién 5.3.1 Sea (X,7) un espacio topoldgico, y sea xg € X . La componente co-
nexa de xy es el mdzimo conezxo Cy, tal que xg € Cyy .

Una componente conexa C del espacio topoldgico (X, ) es la componente coneza
de algin punto en X . (C = Cyy , para algin zp € X .)

Observaciones:

1. En cualquier espacio topoldgico (X, 7), v dado cualquier punto zp € X , siempre
existe un conexo que lo contiene: {zp}. Ademds, basta considerar la unién de todos
los conexos en (X, 7) que contienen a xy (dicha unién es un conexo, por el apartado
a del teorema 5.2.1) para tener la componente conexa de x :

o= |J C.

C' conexo
weC

2. De la definicién se sigue que una componente conexa C en un espacio topolégico
(X,7) es un conexo maximal del espacio; es decir, si A es un conexo en (X, 7) tal
que C C A, entonces C = A.

3. En un espacio topoldgico (X,7) podemos considerar la siguiente relacién de equi-
valencia: dados z,y € X, & ~ y si, y sélo si, existe un conexo A en (X,7) tal que
reAdeyecA.

(Esta relacién ~ verifica la propiedad reflexiva de modo trivial, ya que, dado cual-
quier z € X, {z} es conexo.

La propiedad simétrica es también evidente, pues el orden en el que se enuncian los
puntos en la definicién de esta relacion de equivalencia es totalmente irrelevante.

En cuanto a la propiedad transitiva, si x ~ y, e y ~ z, entonces existen un conexo
Ay tal que z € Ay ey € Ayy v un conexo Ay, tal que y € Ay, y 2z € Ay ..
Basta entonces tomar Az,y U Ay,z para encontrar un conexo (es unién de conexos
con el punto y en comin, y podemos aplicar el apartado a del teorema 5.2.1) tal
quer €Az yUAy, ey Az yUAy..)

Demostremos ahora que la componente conexa de zp en (X,7) es justamente la
clase [zg] de ¢ por esta relacién de equivalencia:

» sea y € Cy, ; entonces los puntos y y o estdn en el conexo Cyy, , luego y ~ 2
es decir, y € [zo];

UEX

= siy € [xg], entonces y ~ xp; por tanto, existe un conexo A tal que zo € A e
y € A. Como la componente conexa de xy es el mdximo conexo que contiene a
xo , entonces A C Cy, , y por consiguiente y € Cy, .

As{ pues, las componentes conexas establecen una particién (como sucede con las
clases por una relacién de equivalencia en cualquier conjunto no vacio) en el espacio
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topoldgico (X, 7), de modo que X puede escribirse como una unién disjunta de
todas sus componentes conexas:

X:HC.
C

componente
conexa

En otras palabras, cualquier punto € X esta en una componente conexa, y, dadas
dos componentes conexas de (X,7),C yC',obien C=C", 0 bien CNC' ={).

Ejemplos:

1. Desde luego, si el espacio (X,7) es conexo, tan sélo hay una componente conexa:

X.

2. En (R, Tysual) la componente conexa de 0 es, pues, R.
La componente de 0 en ([~1,+00), Tusual|[~1,400)) € [~1,4+00).
La componente de 0 en ([~1,1] U {2}, Tusualj—1,1jug2}) s [=1,1].
La componente de 0 en ({0, 1}, Tusual|{0,1}) ©s {0}

Sirva este ejemplo para poner de relieve que el concepto de componente conexa
depende del conjunto donde se considere; y eso es asi, aunque la topologia sea la
misma (en todo este ejemplo, siempre la topologia usual).

3. Sea X =11 ][ r2 el espacio obtenido mediante la unién de dos rectas paralelas en el
plano affn real (con la topologfa de subespacio de la usual de R? ). Obviamente, esas
dos rectas son las dos componentes conexas de X .

(Si consideramos un subespacio A de X formado por la unién de la recta r; y de
cualquier coleccién de puntos de la recta o, entonces cualquier otra recta s paralela
ary yry ,quese encuentre entre ambas —es decir, incluida en la region abierta del
plano limitada por r; y ro—, define dos semiplanos abiertos, H; y Hy, en R?, de
modo que A podria expresarse del siguiente modo:

A=(H NA)U(H2NA),

esto es, unién de dos abiertos, no vacios y disjuntos, lo cual quiere decir que A es
inconexo.)

4. En (X, Tgiscreta) 1a componente conexa de 2 € X es {z}. Lo que hicimos al principio
de este capitulo para comprobar que un espacio topolégico discreto con mas de un
elemento es inconexo vale ahora para afirmar que cualquier subespacio con més de
un elemento de X serd igualmente inconexo.

UEX

Definicién 5.3.2 Un espacio (X, 7) es totalmente disconexo sino existen conezos en
X con mds de un elemento (o, equivalentemente, si no hay mds componentes conezas que
los puntos).
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Observacion:

El ejemplo inmediatamente anterior muestra que cualquier espacio topoldgico discreto
es totalmente disconexo, pero es importante aclarar que no es cierto que cualquier espacio
totalmente disconexo sea un espacio discreto. Simplemente pensemos en (Q, Tusua”Q) , que
es un espacio totalmente disconexo cuya topologia, como ya sabemos —reléase el cuarto
ejemplo de la seccidén 3.3—, no es la discreta.

En Q, entendido como subespacio de (R, Tysual) , 10 hay conexos con mds de un ele-
mento. Si C' es un subconjunto de Q, con ¢ € C y ¢ € C (¢ # ¢, digamos ¢ < ¢'),
entonces, para cierto irracional i tal que ¢ < i < ¢’ (hay infinitos asf, como en cualquier
intervalo de niimeros reales), podemos escribir C' como sigue:

C=(CnN(-00,9))U(CN(i,+00)),
de donde se sigue que C' no puede ser conexo.

Este tltimo ejemplo también permite afirmar que las componentes conexas en un
espacio topolégico (en Q las componentes son los subconjuntos unitarios, que no son
abiertos en su topologfa de subespacio) no son, en general, abiertos del espacio.

Sucede, sin embargo, que las componentes conexas siempre son cerrados en cualquier
espacio, como afirma el siguiente resultado.

Proposicién 5.3.3 5iC es una componente conexa de un espacio topoldgico (X,7), en-
tonces C es un cerrado.

Demostracion:

Comprobemos que C = C.

Puesto que C C C,y ya que C es un conexo en (X, 7), por la proposicién 5.2.2, también
C es conexo.

Como una componente conexa es un conexo maximal, por fuerza C = C.

El teorema que se enuncia a continuacién pone en relieve la importancia del concepto
de componente conexa, pues muestra que “el nimero de componentes conexas” de un
espacio topoldgico se conserva por homeomorfismos:

Teorema 5.3.4 Todo homeomorfismo f: (X,7) — (Y,7') induce una biyeccion entre los
respectivos conjuntos de componentes coneras.

Demostracion:

Sea f: (X,7) — (Y,7') un homeomorfismo entre espacios topoldgicos, y sea C una
componente conexa de (X, 7). Veamos que f(C) es también una componente conexa de
(Y,7'), de modo que habremos probado que el homeomorfismo también establece una
biyeccion entre las componentes conexas de uno y otro espacio.

Puesto que C es conexo, por la proposicién 5.1.3, f(C) también es conexo. Por tanto,
existe una componente conexa, digamos D, que contiene a f(C) en (Y,7').
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Como f~! es continua, de nuevo la proposicién 5.1.3 garantiza que f~'(D) es un
conexo en (X, 7), y tenemos:

¢! ) € (D).

Al ser C una componente (conexo maximal) en (X, ), forzosamente debe verificarse
la siguiente igualdad:

C=fYD).
Basta tomar imagen directa por f en ambos miembros de esa igualdad entre conjuntos
para acabar la demostracion:

f es epiyectiva

F0) = f(f7(D))

Ejemplos:

1. El espacio X , formado por la unién de dos rectas que se cortan en el plano afin real,
no puede ser homeomorfo al espacio Y, formado por la unién de dos circunferen-
cias tangentes. (Ambos espacios son considerados, claro estd, como subespacios de
(RQa 7'usuatl) )

Si suponemos que existe un homeomorfismo f : X — Y entre ambos, y le quitamos
a X el punto p de corte entre las dos rectas, también seguird siendo homeomorfismo
la siguiente aplicacién:

X\ {p} LY\ ()}

y eso no puede suceder, por el teorema 5.3.4, ya que X \ {p} tiene 4 componentes
conexas, mientras que Y \ {f(p)} tendria 1 componente conexa (seguirfa siendo
conexo), si f(p) fuera cualquier punto de las dos circunferencias que no sea el de
tangencia, o bien 2 componentes, si f(p) fuera justamente el punto de tangencia. En
cualquier caso, no se mantendria el niimero de componentes conexas a través de un
homeomorfismo, lo cual no puede suceder.

2. Entendidos también como subespacios de (RQ,Tusual) , no son homeomorfos el espa-
cio X , cerrado y de interior vacio (esto es terminologia topoldgica para decir que se
consideran las lineas del dibujito sin grosor, como verdaderas curvas en el plano),
representado por el simbolo del producto tensorial, y el espacio Y, igualmente cerra-
do y de interior vacio, representado por el dibujito infantil de un tronco de cilindro.
(Véase la figura 5.1.)

UEX

137



UEX

138

GARMENDIA GORDILLO MERINO

Sia X le quitamos los cinco puntos indicados en la figura 5.2, en el espacio resultante
hay 8 componentes conexas: C1, C2, C3, Cq, C5, Cg, C7 v Cg. Todas ellas aparecen
nombradas en la figura 5.3.

En cambio, de todas las maneras posibles que quitemos cinco puntos en el espacio
Y, podremos obtener a lo sumo un espacio con 7 componentes conexas. (Se deja
como ejercicio al lector pensar como deben quitarse esos cinco puntos en Y para
obtener justamente ese niimero de componentes.)

QL

Figura 5.1

Figura 5.3
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5.4. Otros tipos de conexion

Dedicaremos esta seccién (y su continuacién en el ejercicio de ampliacién nimero
22) a presentar otras “conexiones”. Podra verse que la primera definicién de otro tipo
de conexién que presentemos serda mucho mas intuitiva que la de conexién con la que
empezamos el capitulo.

Definicién 5.4.1 Sea (X,7), y sean z,y € X . Un camino (o arco') en X con inicio
enx y final eny es una aplicacion continua

(I=[0,1], Tuguat,) — (X,7)
t — (),

tal que v(0) =z y~(1) =y.

Observaciones:

1. A partir de ahora, y en este contexto, I serad la notacién empleada para el intervalo
[0,1].

2. En lo sucesivo escribiremos los caminos como aplicaciones continuas v : I — X | sin
escribir las topologias, dando por hecho que I lleva la topologia de subespacio de la
usual de R, y X su topologia correspondiente.

3. Abusando del lenguaje, es habitual llamar camino entre dos puntos de un espacio
topoldgico a la imagen de la aplicacién continua.

4. En ocasiones, interesard poder expresar un camino v : I — X como una aplicacién
definida sobre un intervalo cualquiera [a,b] . Entonces usaremos el homeomorfismo
entre intervalos,

[a,b] = [0,1]
s pls) =33

b—a’
de modo que el camino definido sobre [a,b] serd la composicién de las aplicaciones
© ¥ 7, que, sin embargo, para no liar demasiado la notacién, seguiremos denotando
v
[a,b) - X
—

s a

1(3=8)-
Ejemplos:

1. Un camino en un espacio topolégico (X, 7) que una x € X consigo mismo recibe el
nombre de lazo en z. Se trata, pues, de una aplicacién continua
I 5 X
t — oft),

4No haremos en estas paginas la distincién que aparece en no pocos textos entre camino y arco. En
ellos un camino coincide con nuestra definicién, mientras que un arco es un camino v que establece un
homeomorfismo entre I y la imagen de 7.
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tal que o0(0) =o(1) = z.

. En cualquier espacio topoldgico (X,7), dado cualquier z € X, podemos definir

el lazo constante en x, como la siguiente aplicacién (que es continua, ya que es
constante):

I = X

t — x(t)==z.

. Siy:I— X esun camino en X que une z con y, el camino inverso de 7 es la

siguiente aplicacién:
-1
I = X
t — Yl =y(1-1).
Este camino ~ recorre” la imagen de 7 en sentido inverso, empezando en el
extremo final de v, y, y acabando alli donde empezaba ~y, es decir, en z .

-1 «

(Es un sencillo ejercicio comprobar que y~! es continua, y que se verifica tanto
77H0) =y comoy M) =x.)

. Dados z,y,z € (X,7), y dados dos arcos 41 y 72, que unen, respectivamente, & con

y, ey con z, podemos definir la composicién de ambos caminos (serd un camino
cuya imagen “recorrerd” la imagen de v, entre 0 y % , para acabar “recorriendo” la
imagen de o entre % y 1) del siguiente modo —jmucho cuidado con la notacién,
que no es la habitual de la composicién de aplicaciones!, téngase en cuenta que no
tiene sentido pensar en componer los arcos como aplicaciones—:

I %X
_ [ mi(2t) , sitel0,q],
t — (71'72)(t)_{72(2t—1) , site[%j]-

(Para obtener el arco 71 -2, tan sélo hace falta expresar el camino 7, definido sobre
el intervalo [0, 3], y el camino 7, definido sobre el intervalo [%,1], como hicimos en
la ultima de las observaciones previas a estos ejemplos.

La aplicacién v; - 72 es continua, segin la proposicién 3.2.7, pues esta bien definida
sobre la unién de dos cerrados de I (v1(2-3) =72(2-§ — 1)), y de modo continuo
sobre cada uno de los dos.)

. Cualquier par de puntos z,y € (R™, Tysual) puede unirse mediante un arco, el que

recorre el segmento de extremos x e y:
I L R
t — t)=1-t)-z+t-y.
(La aplicacién «y es continua, por la Propiedad Universal del Producto, ya que, dados
z=(x1,...,%0), Yy = (Y1,...,Yn), €ntonces
Y(t) = (1 =t)zr +tyr, ..., (1 — t)zn + tyn),

siendo cada una de las componentes obviamente una funcién continua de ¢.)
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6. Un subconjunto C' de R™ se dice convexo si, para cada par de puntos x,y € C, el
segmento que los tiene como extremos estd contenido integramente en C'.

Por tanto, cualquier par de puntos & e y en un convexo C' puede unirse mediante
un camino, el correspondiente al segmento que los une, de modo idéntico a lo que se
hace en el ejemplo anterior en R™:

I - C
t — ) =(1-¢t)- x4+t y.

(Un ejemplo especialmente importante de subconjunto convexo en R™ es cualquier
bola abierta (o cerrada) con cualquier distancia que venga inducida por una norma:
dados y, z € B(xg,r), sit € (0,1), entonces

(L =t)yy+tz—zol = (1 =)y +tz — ((1 = t)zo + txo)|| <
<A=t)y—=zol +t]z—mo|| <X =t)r+ir=r.)

7. Un subconjunto A de R™ se dice estrellado si existe algiin punto senalado ag € A,
tal que, para cada a € A, el segmento de extremos ag y a estd contenido en A.

Si A es un subconjunto estrellado de R™, para cualquier par de puntos a,b € A,
existe un camino que los une; concretamente, la composicion del camino que une a
con el punto senalado ag (el segmento de extremos a y ag) con el camino que une
ag con el punto b (el segmento de extremos ap y b).

El lector deberfa detallar todo esto como ejercicio.

8. Dados los puntos p = (1,0) y ¢ = (—1,0) en S; (entendido como subespacio de R?
con la topologfa usual), el siguiente es un camino en la circunferencia con inicio en
p vy final en q:
I 585
t +— 7(t) = (cosmt,senrt).

(Queda como ejercicio al lector pensar en algiin camino que una dos puntos cuales-
quiera, digamos a = (cos o, sena) y b= (cos 3,sen3), con a, B € [0,2m).)

Definicién 5.4.2 Un espacio topoldgico (X,T) es arco-conexo (o conexo por arcos,
0 conexo por caminos) si, para cada par de puntos x,y € X, existe un camino y en
X que los une.

UEX

Ejemplos:
1. Segtin los ejemplos anteriores, (R™, Tysual) €S arco-conexo.

2. Cualquier subespacio convexo o estrellado de (R™, Tygua1) es igualmente conexo por
arcos.
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La conexion por arcos también es, como la conexién, una propiedad topolégica, segin
puede verse en el siguiente resultado.

Proposicién 5.4.3 La imagen continua de un espacio topoldgico arco-conexo es un espa-
€10 arco-conezo.

Demostracion:

Sea f: (X,7) = (Y,7') una aplicacién epiyectiva y continua entre espacios topolégicos,
y sea (X,7) arco-conexo.

Dados 41,2 € Y, puesto que f es epiyectiva, existen 1 , z2 € X , tales que f(z1) =41
y f(z2) =y2.

Como (X, T) es arco-conexo, existe un camino en X que une 27 con xs:

v:1— X continua, tal que v(0) ==z, y(1) = z2.

Entonces la siguiente aplicacién es un camino en Y (es continua por ser composicién
de aplicaciones continuas):

con extremo inicial en y1 ((f o 7)(0) = f(7(0)) = f(z1) = y1) y extremo final en yo

((fon)(1) = F(v(1) = f(x2) = y2)-

Ejemplos:

1. En el ejemplo en el que hablamos de subconjuntos convexos en R™, ya vimos que
cualquier bola abierta (o cerrada) con una distancia inducida por una norma sobre
R™ es un convexo, y, por tanto, serfa un espacio arco-conexo.

Otro modo de razonar, usando la proposicién 5.4.3, es comprobando que cualquier

bola abierta es homeomorfa a (R", Tysyal) - Puede considerarse el siguiente homeo-
morfismo entre R” y B(0,1) (con 0= (0,...,0)):

R* % B(0,1)

z — px)= 1_;‘3‘1“ .

(Se deja como ejercicio al lector comprobar que ¢ es, en efecto, homeomorfismo, y
pensar por qué basta con ver que B(0,1) es homeomorfa a R para asegurar que
entre R™ y una bola abierta de cualquier centro y cualquier radio hay un homeo-
morfismo. )

Puesto que R™ es arco-conexo, entonces una bola B(zg,7) —recordemos: correspon-
diente a una distancia definida a partir de una norma sobre R™— es también un
espacio conexo por arcos.

2. Si se repasa la demostracion del teorema 5.2.4, podrd comprobarse que lo que se
demostré alll —un segmento, ya lo hemos visto anteriormente, puede entenderse
como un camino entre sus extremos—, aunque entonces no fue expresado en estos
términos, es que, si A es un subconjunto numerable de (R, Tygyal) (con n > 2),
entonces el subespacio R™ \ A es conexo por arcos.
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3. Segtin lo dicho en el punto anterior, el subespacio R"™ \ {0} es arco-conexo. La
siguiente aplicacién es epiyectiva y continua, y entonces la proposicion 5.4.3 garantiza
que S, (subespacio de (R™! 7ua1), con n > 1) es también un espacio conexo por
arcos:

R\ {0} L S,
x — fz) =%

[E]]

Teorema 5.4.4 Todo espacio topoldgico conexo por arcos es conexo.

Demostracion:
Sea (X, 7) un espacio arco-conexo. Supondremos que X no es conexo, y llegaremos a
contradiccion:

X=G1UG,,

con G, G € 7, no vacios y disjuntos. Es decir, existen z € G1 ey € Go, talesque x # y.
Como X es conexo por arcos, existe un camino v : I — X que une z con y (y que
seguro que no puede ser una aplicacién constante, pues & # y ); es decir, 7 es continua, y
10) =z yr(1)=y.
Entonces podemos escribir el espacio conexo I como la siguiente unién:

I=7"1(X) =" (G1) Uy (Ga).

Y esto no puede suceder, pues v es continua, luego v }(G1) y 7~ }(Ga) son abiertos
en I, disjuntos (G1 y G2 lo son) y no vacios (0 € y"1(G1) y 1 € v 1(Gy)).

Ejemplos:

1. El subespacio X de (R?, Tysua1) definido como

X = (0.1 % o) (U Chx m)

neN

(véase la figura 5.4) es trivialmente arco-conexo —y, por tanto, conexo—. Dos puntos
a y b cualesquiera en X pueden estar en alguna de estas cuatro situaciones:

» tanto a como b estdn en el segmento horizontal de X: a, b € [0,1] x {0}.
Entonces un camino en X que une a con b es el propio segmento que los tiene
como extremos;

»a€0,1]x{0} ybe {1} x[0,1], para algtn n € N (es decir, un punto en
el segmento horizontal de X y otro en alguno de los segmentos verticales). En
este caso, basta tomar como camino la composicion de los siguientes: primero,
el segmento de extremos a y el punto (%, 0), en la base del segmento vertical;
después, el segmento de extremos el punto (%, 0) y el punto b;
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» tanto a como b estdn en un mismo segmento vertical {1} x [0,1]; el propio
segmento de extremos a y b es el camino que los une;

»ac{2}x[0,1] ybe{L}x[0,1], para ciertos n,m € N (n # m) (es decir, un
punto en un segmento vertical de X y otro en otro segmento vertical distinto).
Entonces habra que considerar el siguiente camino, composicion de los tres
siguientes: en primer lugar, el segmento que tiene por extremos a y el punto
(%7 0) ; en segundo lugar, el segmento de extremos (%, 0) y (%, 0) ; para acabar,

el segmento de extremos (X,0) y b.

2. Si ahora consideramos Y = X U {p}, con p = (0,1), puesto que p estd en la

adherencia de X , la proposicién 5.2.2 asegura la conexién de Y . Sin embargo, Y no
es un espacio arco-conexo. Veamoslo:

Lo que haremos serd comprobar que, si tenemos un camino v : I — Y tal que v(0) = p,
entonces v no “se mueve” de p, es decir, v(t) = p, para todo t € I. Con esto, ya quedara
claro que Y no es conexo por arcos, pues es imposible dar un camino que empiece en p y
acabe en algin punto de X .

Como {p} es un cerrado en Y y 7 es una aplicacién continua, y=*({p}) es cerrado en I.
Ademés, es no vacifo, ya que 0 € v~1({p}).

Si podemos comprobar que y~!({p}) es también abierto en I, entonces, puesto que I es
conexo, forzosamente debe darse la igualdad I = y~!({p}), y habremos acabado. Probemos,
pues, que 7~ 1({p}) es abierto en I.

Sea tg € v~ 1({p}). Veamos que existe un abierto U en I que contiene a to, y tal que
Ucy'({p}).

Por la continuidad de 7, dada cualquier bola abierta con la distancia dy centrada en p de
radio 0 <7 < 1, B(p,r), debe existir e > 0 tal que:

Y((to —e,to+e)NI) C B(p,r)NY.

Este conjunto (t) —e,t9 +¢) NI es el abierto U buscado. Concluiremos la demostracién en
cuanto comprobemos que v((tg — &,tg + &) N I) C {p}.

P

Y=X U {(0,1)}

Figura 5.4
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Observemos que B(p,r) N'Y es una unién de segmentos verticales disjuntos de X, junto
con el punto p. (Véase la figura 5.5.) Es decir, B(p,r) N X es unién de segmentos verticales
disjuntos.

Si existe t' € (to —e,to +¢) NI, tal que v(t') € X, es porque (t') pertenece a alguno
de esos segmentos. Pero cada uno de esos segmentos es simultdneamente abierto y cerrado
en B(p,r)NY (jpor qué?), con lo que el segmento en el que estd v(¢') es un subconjunto
abierto, cerrado y no vacfo de v((to —¢,to+¢)NI), y ademds no es todo y((to—¢,to+)NI),
yaquep€((to—e,to+e)NI).

Pero todo esto no es posible, ya que, gracias a la proposicion 5.1.3, v((tg — &,tg + ) N 1)
debe ser conexo, por ser la imagen por una aplicacién continua (y lo es) de un conexo
((to —e,to +€) NI es un intervalo, luego conexo).

Es decir, y((to — &,tp +€)NI)NX =0, y, por tanto, ya conseguimos lo que buscdbamos:
2 ((to - 2,0 +2)N 1) C {o}.

Este ltimo ejemplo sirve de aviso a quien intente formular un reciproco de la implica-

cién “arco-conexo = conexo”. De hecho, si queremos enunciar el inverso correspondiente
de esa implicacién, hay que aniadir alguna hipdtesis adicional, pues no basta con que el
espacio topoldgico sea conexo, para garantizar también la conexién por arcos.

Definicién 5.4.5 Un espacio topoldgico (X, ) es localmente conexo por arcos (o
localmente arco-conexo) si cada punto x € X admite una base de entornos conezos
pOT CAMINos.

Teorema 5.4.6 Sea (X,7) un espacio localmente arco-conexo. Si (X, ) es conezo, en-
tonces es arco-conezo.

Demostracion:

Fijemos un punto a € X , y comprobemos que, dado cualquier x € X , existe un camino

que tiene por extremos r y a.

©
(S
Seeaaaa-

Bp,)NY

Figura 5.5
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Sea H = {z € X : existe un camino que une z con a}. Demostremos que H = X .
Para ello, primero observemos que H # (, pues a € H (el lazo constante a es un camino
que une el punto a consigo mismo).

El subconjunto H es abierto: dado y € H (es decir, existe un camino v, que une y
con a ), puesto que (X, 7) es localmente arco-conexo, podemos coger un entorno bésico V
de y que sea arco-conexo; dicho entorno verifica V' C H , como puede verse a continuacion:

Dado cualquier x € V', existe un camino v en V' (por tanto, en X ) que une z con
y . El camino composicién 7 - 2 es un camino que une x con a, por lo que € H .

Ademés, H es cerrado (H = H):siz e H,entonces dado cualquier entorno bésico V
arco-conexo (podemos tomar una base de entornos arco-conexos de z ), existe y € VN H .
Es decir, y € V', luego existe un camino y; que une x con y en V (por consiguiente, en
X ). Por otra parte, como también y € H , existe un camino v, que une y con a. Asi pues,
el camino compuesto 77 - y2 une x con a, lo que significa que x € H .

Puesto que (X, 7) es conexo, y H C X es no vacio, abierto y cerrado, queda claro que
H=X.

Corolario 5.4.7 Cualquier subconjunto no vacio, abierto y conezxo de (R™, Tysyal) €S co-
NeTo Por arcos.

Demostracion:

Si G C R™ es un subconjunto no vacio y abierto, entonces cada punto x € G admite
una bola abierta (con la distancia dy , por ejemplo) centrada en él, B(z,r), contenida en
G . Puesto que cada bola abierta con la distancia dy es, como sabemos —reléase el primer
ejemplo tras la proposicién 5.4.3—, un espacio arco-conexo, resulta que G es localmente
arco-conexo y conexo, con lo que, por el teorema 5.4.6, G es conexo por arcos.

Problemas

(En toda esta seccién, cada vez que aparezca R™ (para cualquier n € N) —o algin
subconjunto suyo—, y no se diga lo contrario, supondremos que la topologia con la que
trabajamos es la usual —respectivamente, la de subespacio inducida por la usual de R" —.)

1. Clasifiquense topolégicamente las cénicas del plano. (Es decir, consideradas como subes-
pacios de R?, digase con cudl es homeomorfa —y con cudl no— cada una de ellas:
circunferencia, elipse, parabola, hipérbola, par de rectas paralelas, par de rectas que se
cortan, una recta.)

2. ;Son homeomorfos una circunferencia y el intervalo cerrado [0, 27] ? ; Puede ser homeo-
morfa la circunferencia a algin intervalo, del tipo que sea éste?

3. ;Son homeomorfos la circunferencia y el espacio topoldgico formado por dos circunferen-
cias que no se cortan? ;Y la circunferencia y el espacio formado por dos circunferencias
tangentes en un punto?
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4. ;Son homeomorfos una recta y el espacio que se obtiene de considerar una circunferencia
y la recta tangente a ella en un punto dado?

5. Apliquese el teorema 5.2.5 para demostrar el apartado a, y posteriormente hégase uso
de este mismo apartado para demostrar by c :

a) Sea f:(X,7) = R una funcién continua. Si (X,7) es conexo y f toma valores
positivos y negativos, entonces existe algin punto de X donde la funcién se anula.

b) Toda funcién continua f : [0,1] — [0, 1] tiene un punto fijo (es decir, existe algin
xp € [0,1] tal que f(zo) = x0)-

¢) Todo polinomio de grado impar tiene al menos una raiz real.

6. Sabemos (ejercicio 5 del tema 4) que, dada una funcién continua f : (X,7) — (¥,7),
existe un homeomorfismo entre (X,7) y Grafo(f) = {(z,y) : y = f(z)} (la gréfica
de f), considerado éste como subespacio topoldgico del espacio producto de (X, 7) e
(Y, 7).

Como la conexién es una propiedad topoldgica, podemos afirmar directamente que la
grafica de cualquier funcién continua que salga de un espacio conexo es conexa. {Es
posible poner un ejemplo de una funcién continua definida sobre un espacio inconexo
cuya gréfica sea conexa? | Y de una funcién no continua sobre un espacio conexo cuya
grafica si sea conexa?

7. En este ejercicio trabajaremos sobre el concepto de espacio totalmente disconexo (de-
finicién 5.3.2).

a) Utilicese que en un espacio totalmente disconexo la componente conexa de cual-
quier punto es el propio punto para demostrar que todo espacio totalmente dis-
conexo es T . (Se puede encontrar la definicién —as{ como una caracterizacién
especialmente interesante para este apartado— de espacio topoldgico Tq en la
primera nota a pie de pagina del capitulo, en la seccién 5.1.)

(Indicacion: Hégase buen uso de la proposicién 5.3.3.)

b) Demuéstrese que todo espacio T1 no vacio, y con una base de la topologfa cons-
tituida por conjuntos que son simultdneamente abiertos y cerrados, es totalmente
disconexo.

¢) Pruébese que cualquier subespacio de un espacio totalmente disconexo es también
totalmente disconexo.

d) Sea (X,7) un espacio conexo. Un punto 2 € X se llama punto de dispersion si
X \ {z} es un espacio totalmente disconexo. Péngase un ejemplo lo més sencillo
posible de espacio conexo con algiin punto de dispersion.

UEX

e) Un espacio topoldgico se dice extremadamente disconezo si es de Hausdorff y todo
abierto tiene clausura abierta. Pruébese que todo espacio extremadamente disco-
nexo es totalmente disconexo. ;Es Q un espacio extremadamente disconexo?
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Sea G un abierto en (R™, Tygyal) -

a) Pruébese que cada componente conexa de G es un abierto.

b) Demuéstrese que el conjunto de las componentes conexas de G es un conjunto
numerable.

¢) Utilicense los dos apartados anteriores para probar que todo abierto de (R, Tysya1)
es unién numerable de intervalos abiertos que no se cortan.

Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Pruébese que la relacién que se establece en X cuando
se dice “existe un camino en X que une el punto & con el punto y” es una relaciéon de
equivalencia.

Consideremos una familia {C;};c; de subconjuntos conexos por caminos en un espacio
topoldgico (X, 7).

a) Pruébese que, si para dos indices distintos cualesquiera 4,5 € I, se verifica que
C;NC; # 0, entonces U;erC; es conexo por caminos.

b) Demuséstrese que, si existe ip € I tal que C;NC;, # 0 para todo i € I\ {ip},
entonces U;c;C; es conexo por caminos.

Sean x,y dos puntos en un espacio topolégico (X, 7). Diremos que = e y estan rela-
cionados mediante la relacién ~ (y escribiremos z ~ y ), si, y slo si, x e y pertenecen
a algun subconjunto conexo de X .

Igualmente, diremos que estdn relacionados mediante la relacién ~ (lo denotaremos
x ~Y), si, y s6lo si, no hay ninguna descomposicién del tipo X =U UV, con U y V
abiertos disjuntos que contengan respectivamente x e y.

a) Ya se ha demostrado en la tercera observacién tras la definicién 5.3.1 de compo-
nente conexa que ~ es una relacién de equivalencia sobre X | y que la clase de
equivalencia de x no es otra cosa que la componente conexa de = en (X, 7).
Pruébese que =~ es también una relacién de equivalencia sobre X . Diremos que la
clase de equivalencia de = por la relacién ~ es la cuasicomponente de z en (X, 7).

b) Demuéstrese que la cuasicomponente de € X es la interseccién de todos los
subconjuntos simultdneamente abiertos y cerrados de (X, 7) que contengan z .

¢) Pruébese que la componente de cualquier punto estd contenida en su cuasicompo-
nente.

d) Denotaremos por X el subespacio del plano real formado por los intervalos cerra-
dos I; = [0,1] x {%} (coni=1,2,...) y por los puntos (0,0) y (1,0).
Pruébese que las componentes del espacio X son los segmentos I; y los pun-
tos (0,0) y (1,0). Compruébese, sin embargo, que las cuasicomponentes son los
segmentos I; y el subconjunto {(0,0),(1,0)}.

Digase si los siguientes espacios topoldgicos son conexos o arco-conexos:
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a) (Rr={GCR:0¢G}U{R}).
b) (R,r={GCR:0eG}U{0}).
¢) Rer={GCR:zeG=—1€G}).

13. Sea (]R, Tconumerable) .

a) Demuéstrese que este espacio topoldgico es conexo.

b) Compruébese que cualquier subespacio finito con més de un punto o infinito nu-
merable de este espacio es inconexo.

¢) Apliquese el ejercicio 15 del tema 6 (“Compacidad”) para demostrar que este
espacio no es conexo Por arcos.

Concretamente, pruébese que toda aplicacién continua 7y : I — (R, Tconumerable) €S
constante.

oo
14. Consideremos el conjunto de Cantor C = ﬂ C, , donde:

n=1

¢, = [0,1]

\
o= a3 ()]

Pruébese que este espacio no es conexo y que sus componentes conexas son los puntos
(es decir, que es totalmente disconexo).

15. Consideremos la curva seno del topdlogo:
X ={(z,sen(l/z)) : 2 > 0} U{(0,y) : y € [-1,1]}.
a) Demuéstrese que X es conexo. (Es mds, puede demostrarse que la unién de

{(z,sen(1/z)) : = > 0} con cualquier subconjunto de {(0,y) : y € [-1,1]} es
un conexo.)

UEX

b) Demuéstrese que X no es arco-conexo.
¢) Compruébese que {(z,sen(1/z)): z > 0} si es arco-conexo.

(Teniendo en cuenta también el apartado anterior, acabamos de demostrar que la
clausura de un conjunto arco-conexo no es necesariamente arco-conexa. )
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d) Compruébese que, si a la curva seno del topélogo le unimos todo el semieje negativo
de abscisas, obtenemos otro espacio conexo:

Y ={(2,0):2<0}UX.

e) Compruébese igualmente que también es conexa la “doble” curva seno del topélo-

go:
Z ={(z,sen(l/z)) :x < 0}UX.

Consideremos ahora el siguiente “doble peine”:

X =1[0,1] x {1,-1}U
ul(@no,1]) x (0,1)] U
ulIN|0,1]) x (~1,0)] U
U{(0,0)}.

Pruébese que X es un espacio conexo.

Pintese la tipica carita sonriente (a gusto del lector), y determinense sus componentes
conexas como subespacio del plano real.

Clasifiquense topolgicamente las letras del abecedario (entendidas como subespacios
cerrados de interior vacio de (R, Tysual) ):

ABCDEFGHIJKLMNNOPQRSTUVWXYZ.

(Es posible definir una relacién de equivalencia ~ sobre el intervalo cerrado unidad I de
modo que el espacio topoldgico cociente (I/ ~,7;) (siendo 7 : [ — I/ ~ la aplicacién
canénica de paso al cociente) sea homeomorfo a la letra N (vista como subespacio
cerrado de interior vacio de (R?, Tysuat) )?

Complétese la clasificacion iniciada en el ejercicio 15b del tema 3.

(Es posible —aunque no necesario— usar también en algin instante la compacidad
como argumento, motivo por el cual este ejercicio aparecera también enunciado en el
tema 6, dedicado a la compacidad.)

(Para ampliar:) Productos arbitrarios de espacios conexos.

(Se recomienda al lector trabajar previamente sobre el ejercicio 14 del tema 4.)

Sea {(Xi,7i)}ier una familia de espacios topoldgicos conexos, y sea (X, 7) su espacio
topolégico producto.

El objetivo de este ejercicio es generalizar la demostracién que hemos hecho en el
teorema 5.2.3 de que el producto de finitos espacios conexos es también un espacio
€Onexo.

Fijemos un elemento a = (a;)ier € X .
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a) Demuéstrese que, para cada subconjunto finito J C I, el siguiente subespacio del
espacio producto es conexo:

Xj={z=@)icr€ X :m;=0a;,¥i ¢ J}.
b) Compruébese que también es conexo el siguiente subespacio del espacio topoldgico

producto:
vy=J x,.

JcI
J finito

¢) Concliyase la demostracion de que el espacio topoldgico producto (X,7) es cone-
x0, viendo que X =Y.

22. (Para ampliar:) Espacios localmente conexos.

Un espacio topolégico (X, 7) es localmente conexo si cada z € X tiene una base de
entornos conexos (0, equivalentemente —piénsese por qué—, si cada z tiene una base
de entornos abiertos conexos).

a) Compruébese que (0,1) U (2,3) es un espacio topoldgico localmente conexo, pero
noO Conexo.

b) Consideremos el siguiente subespacio del plano real:

X ={0,1} x [-1,1]U

U (%[O’ 1] x {Tll}) U
U (%[0,1} X {—i}) U

u[0,1] x {0}.

Demuéstrese que X es conexo —de hecho, es arco-conexo—, pero no localmente
conexo.

¢) Consideremos X =NU{0} e Y = {1 :neN}uU{0}.
Compruébese que X es localmente conexo e Y no lo es, y obsérvese que podemos
definir la siguiente aplicacién continua y epiyectiva de X a Y':

L.<

(0) =
(n) =

S o
L1l-

S

(Es decir, la imagen continua de un espacio localmente conexo no es necesariamente
localmente conexo.)
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d) Sea (X,7) localmente conexo. Pruébese que, si f : (X,7) = (Y,7') es una apli-
cacién epiyectiva, continua y abierta (o cerrada), entonces (Y,7’) es localmente

conexo.

(Es decir, la conexién local es una propiedad topoldgica, pues se conserva por
homeomorfismos.)

e) Demuéstrese que un espacio topoldgico es localmente conexo si, y sdlo si, cada
componente conexa en cada abierto del espacio es un abierto.

f) Aplicando el apartado 22e, pruébese que el cociente de un espacio localmente
conexo siempre es localmente conexo.

g) Hégase uso del apartado 22e para probar que las componentes conexas de un
espacio localmente conexo son simultaneamente abiertos y cerrados del espacio.

Ejercicios de autoevaluacion

Sélo una de las opciones indicadas es correcta para cada pregunta:

1. En un espacio topoldgico conexo ...

@) no existe ningin subconjunto abierto y cerrado simultdneamente;
b) el total no puede escribirse como la unién de dos cerrados disjuntos;
) el total no puede escribirse como la unién de dos abiertos disjuntos no vacios;

c
d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
2. En un espacio topoldgico conexo con més de un punto ...

a
b
c

d

la componente conexa de cada punto es todo el espacio;
pueden existir tantas componentes conexas como puntos haya en el espacio;

no existe ninguna componente conexa;

= = =

ninguna de las anteriores opciones es correcta.
3. En un espacio topolédgico conexo con més de un punto ...

a) siempre existe alguna componente conexa abierta que no es cerrada;
b) siempre existe alguna componente conexa cerrada que no es abierta;
¢) el subconjunto formado por un solo punto nunca puede ser su componente conexa;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
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4. En (R, Tysual) - - -

2 (

b) {1 :n €N} no es conexo;

¢) (0,1)U{2} es conexo;
)

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

0,1] no es conexo;

5. En (R7 Tdiscreta)

a) (0,1] no es conexo;

b) {1 :n €N} es conexo;
¢) (0,1)U{2} es conexo;
)

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
6. En (R, Tgrosera) - - -

a) (0,1] no es conexo;

b) {L:n €N} es conexo;
¢) (0,1)U{2} no es conexo;
)

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

7. Sea (X,7) un espacio topoldgico, y sea Y C X . Digase cuél de las siguientes afirma-
ciones es cierta:

a) siY no es conexo en X, entonces la clausura de Y tampoco es conexo en X ;

b) si Y es conexo en X y de interior no vacfo, entonces el interior de Y también es
conexo en X;

¢) si la clausura de Y no es conexo, entonces Y tampoco lo es;
d) si Y no es conexo y tiene interior no vacio, entonces el interior de Y tampoco es
€Onexo.

8. En (R%, Tysual) - -

a
b
c

d

el subespacio formado por la unién de dos rectas paralelas es conexo;
el subespacio formado por los lados de un poligono regular no es conexo;

el subespacio formado por la unién de las dos ramas de una hipérbola no es conexo;

= = =

UEX

el subespacio formado por la unién de dos rectas que pasan por (0,0) no es conexo.

9. En (R?, Tysual) - - -

a) el subespacio formado por la unién de dos circunferencias concéntricas no es co-
nexo;
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b) el subespacio formado por la unién de una circunferencia con su centro es conexo;

¢) la corona circular comprendida entre dos circunferencias concéntricas no es un
CONEXO;

d) la unién de dos abiertos conexos vuelve a ser un abierto conexo.
10. Digase cudl de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) la interseccién de dos conexos en un espacio topoldgico es un conexo;
b) la unién de dos conexos en un espacio topoldgico es un conexo;
¢) la frontera de un conexo en un espacio topoldgico es un conexo;

d) el complementario de un conexo en un espacio topoldgico no tiene por qué ser un
conexo.

11. Digase cudl de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) la unién de dos componentes conexas distintas en un espacio topoldgico no es otra
componente conexa;

b) la interseccién de dos componentes conexas distintas en un espacio topoldgico tiene
siempre interior no vacio;

¢) la componente conexa de un punto en un espacio topoldgico siempre tiene mds de
un punto;

d) toda componente conexa en un espacio topoldgico es un abierto del espacio.
12. Digase cual de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) un espacio topoldgico conexo por arcos puede tener tres componentes conexas;

b) un espacio topolégico con tres componentes conexas no puede ser localmente co-
Nexo por arcos;

¢) un espacio topoldgico conexo puede tener tres componentes conexas;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
13. Digase cudl de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) en un espacio topoldgico conexo por arcos siempre hay al menos dos componentes
conexas distintas;

b) en un espacio topoldgico conexo y localmente conexo por arcos puede existir un
par de puntos que no se unan mediante un arco;

¢) en un espacio topolégico localmente conexo por arcos puede existir un par de
puntos que no se unan mediante un arco;

d) en un espacio conexo dos puntos cualesquiera siempre pueden unirse mediante un
arco.
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14. En (R, Tysual) - - -

a) (0,1) no es conexo por arcos;

)
)
)
)

=

:n € N} es conexo por arcos;

o

:n € N} no es localmente conexo por arcos;

d

-
S| 3= 3=

:n € N}U{0} no es localmente conexo por arcos.

15. En un espacio métrico . ..

@) ningtin subespacio no acotado es conexo;
b) todo subespacio acotado es conexo;

¢) la componente conexa de cada punto es la bola abierta de centro dicho punto y
de radio 1;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
16. En un espacio métrico . ..

a
b
c

d

hay tantas componentes conexas como puntos haya en el espacio;
s6lo hay una componente conexa;

las componentes conexas no tienen por qué ser subconjuntos acotados;

_ = =

ninguna de las anteriores opciones es correcta.

17. En un espacio conexo por arcos ...

a) es posible definir una relacién de equivalencia, de modo que el espacio cociente sea
homeomorfo a un espacio topolégico discreto con més de un elemento;

b) sdlo hay una componente conexa,;
¢) todo subespacio es conexo por arcos;

d) puede existir algin punto cerrado que sea aislado.

18. Sea (X,7) un espacio topoldgico, y sean z,y € X dos puntos distintos. Digase cudl de
las siguientes situaciones es la tinica posible:

a) z ey pertenecen a componentes conexas distintas, y existe un arco que une z con
Y

b) x e y son puntos aislados, y el subespacio {x,y} no es conexo;

UEX

¢) x puede unirse con y mediante un camino, pero y no puede unirse con ;

d) ni {z} ni {y} son conexos.

19. Sea (X,7) un espacio topoldgico, y sean A, B C X dos subconjuntos distintos y no
vacios. Digase cudl de las siguientes situaciones es la tinica posible:
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a) A, By AU B son conexos;

)

b) Ay B son conexos por arcos, ANB # (), y AU B no es conexo;

¢) A es la componente conexa de un punto de B, A C B,y B es conexo;
)

d) ANB#0,y AN B es la componente conexa de todo punto de AN B, siendo A
y B conexos.

20. Un espacio topoldgico Ty con mas de un punto en el que cada abierto tiene clausura

abierta ...

a
b
c
d

tiene una unica componente conexa;

no puede SE€r CONexo por arcos;

tiene dos componentes conexas distintas cuya interseccién es distinta del vacio;

= = =

ninguna de las anteriores opciones es correcta.



CAPITULO 5

El dltimo capitulo de este libro esta dedicado al estudio de la compacidad, que quiza
sea la propiedad topoldgica mds importante de las introducidas hasta ahora. En cierto
sentido, los espacios topoldgicos compactos se comportan como los espacios finitos; por
ejemplo, en ellos toda funcién continua alcanza un maximo y un minimo.

Tras presentar unos resultados generales, se concluye con el estudio de los subespacios
compactos en los espacios métricos. Entre estos resultados, cabe destacar la caracterizacién
—que no es puramente topoldgica, ya que la acotacion no es una propiedad topolégica—
de los subespacios compactos de (R™, Tysuq1) como los subespacios cerrados y acotados
(Teorema 6.3.1).

6.1. Definicion y ejemplos

Definicién 6.1.1 Sea (X,7) un espacio topolégico. Diremos que una coleccion de abiertos
{Gi}ier C 7 es un recubrimiento de X si X = UieiG; .

Dado un recubrimiento {G;}icr por abiertos de X , un subrecubrimiento de €l serd
cualquier subcoleccion de {Gi}ier que sirva a su vez como recubrimiento de X .

Definicién 6.1.2 Un espacio topoldgico (X,7) es compacto si cualquier recubrimiento
por abiertos de X admite un subrecubrimiento finito:

N
X:UGi ~ X = UGik (para algin N € N).
i€l k=1

Ejemplos:

1. Cualquier espacio topoldgico grosero (X, Tarosera) €5 COmpacto, ya que en un recu-
brimiento por abiertos de X por fuerza se debe encontrar el unico abierto no vacio
que existe en esta topologia, que es el propio X . Dicho abierto sirve como subrecu-
brimiento finito, por tanto.
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2. Cualquier espacio topolégico (X = {z1,...,zn},7) (con N € N) con una cantidad

finita de elementos es trivialmente compacto, pues, dado cualquier recubrimiento por
abiertos del espacio, X = U;c;G;, basta escoger, para cada punto, un abierto que
lo contenga, entre los del recubrimiento, de modo que puede extraerse el siguiente
subrecubrimiento finito:

(zr € Gy, , para cada k € {1,...,N}).

. Un espacio topoldgico discreto no es, sin embargo, compacto en general. De hecho,

lo cierto es que se verifica el siguiente resultado:

“Un espacio topoldgico discreto es compacto si, y sélo si, tiene una cantidad finita
de elementos.”

Demostracion:

Una de las dos implicaciones ya sabemos que es cierta en general, independientemente
de la topologia del espacio. Comprobemos la otra:

(=) Sea (X, Tdiscreta) un espacio discreto con una cantidad infinita de elementos.
Entonces el siguiente es un recubrimiento por abiertos del que obviamente no es
posible extraer ningin subrecubrimiento finito:

X =|J{=}.

zeX

. (R, Tysual) 10 es compacto. El siguiente recubrimiento por abiertos no admite ningiin

subrecubrimiento finito:

R= U(—n,n).

neN

(Esta coleccién de intervalos abiertos es un recubrimiento de R por la propiedad
arquimediana.)

. Tampoco es compacto el intervalo (0,1) con la topologfa de subespacio inducida por

la usual de R, pues este recubrimiento por abiertos no admite ningtin subrecubri-

(0,1) = Ej (0,1—:) .

n=2

miento finito:

(De nuevo la propiedad arquimediana garantiza que esta coleccién de intervalos
abiertos es un recubrimiento de (0,1).)
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6. Sea (X,7) un espacio topoldgico de Hausdorff, y sean (z,)neny una sucesién en X
y xg € X su limite.

El subespacio K = {z9} U {z,, : n € N} es compacto:

Dado un recubrimiento abierto de K ,

KclJG,

i€l

sea Gj, (para algin ip € I) un abierto del recubrimiento tal que zy € Gj, ; como z
es el limite de (z,,)nen, debe existir N € N tal que, para cada n > N, z, € G;, .

Ahora basta tomar un abierto del recubrimiento que contenga a cada uno de los
N —1 primeros términos de la sucesion, y se obtiene el siguiente subrecubrimiento
finito del de partida:

KVCGZ'UUGZ‘1 U...UGZ'N_1

(conzy € Gy ..y an—1 € Giy_y)-

El teorema que enunciamos a continuacién nos proporciona un importante ejemplo de
espacio topoldgico compacto.

Teorema 6.1.3 El intervalo cerrado [0,1], dotado de la topologia de subespacio de la
usual de R, es compacto.

Demostracion:
Sea [0,1] C UjerG; un recubrimiento abierto.
Llamemos a: = sup {z € [0,1] : [0, z] serecubre con finitos abiertos del recubrimiento} .

Es suficiente comprobar que v = 1: como 1 € [0,1] C U;e1Gi, existe i1 € T, tal que
1 € G, ; puesto que Gj, es un abierto de Tysyal , existe € > 0, tal que (1 —¢,1] C Gy, , ¥y
[0,1—¢] puede recubrirse con finitos abiertos del recubrimiento —pues 1 es el supremo de
los z € [0,1] tales que [0, ] puede recubrirse con finitos de aquellos abiertos—. Uniendo
esos abiertos al abierto G, , tendriamos un subrecubrimiento finito del intervalo [0, 1] .

Demostremos pues que a = 1. Para ello, supongamos que a < 1, y lleguemos a
contradiccion.

Sea (i, un abierto del recubrimiento de partida al que pertenezca o, y sea € > 0 tal
que [a —g,a+¢] CG;, .

Pero entonces sucede que o no puede ser el supremo de los nimeros x de [0,1] tales
que [0,z] puede recubrirse con finitos abiertos del recubrimiento de inicio, pues a4 ¢ es
un nimero estrictamente mayor que «, y [0, + €] puede recubrirse con finitos abiertos
de la familia {G;}ic;, a saber: en primer lugar, G;_ , que sirve para recubrir desde o — ¢
hasta a + ¢; en segundo lugar, los finitos abiertos entre {G;}icr que sirvan para recubrir
[0,a—¢].

La compacidad es, como sucede con la conexién (véase el tema 5), una propiedad
topologica:
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Proposicién 6.1.4 La imagen continua de un espacio topoldgico compacto es un espacio
topoldgico compacto.

Demostracion:

Sea f: (X,7) = (Y,7') una aplicacién continua y epiyectiva entre espacios topolégicos,
y sea (X,7) compacto.

Consideremos un recubrimiento por abiertos de Y : Y = U;c1G; , v veamos que admite
algiin subrecubrimiento finito.

Como f es continua, el siguiente es un recubrimiento por abiertos de X :

X=fw=1Je)=Ur'e.

i€l i€l

Y, puesto que por hipdtesis X es compacto, existe un subrecubrimiento finito de él:

N
X= @G,
k=1

de donde se sigue, ya que f es epiyectiva, que éste es un subrecubrimiento finito de Y del
de partida:

Ejemplos:

1. Aprovechando el ejercicio 156 del tema 3, la proposicién 6.1.4 nos dice que todos los
intervalos cerrados y acotados, de la forma [a,b], con a < b, son compactos.

2. La aplicacién

[07 1} & Sl

t > ¢(t) = (cos2mt,sen 2mt)

(considerando tanto el intervalo como la circunferencia unidad dotados de las topo-
logfas de subespacio inducidas por la usual de R y R?, respectivamente) es epiyectiva
y continua, luego el teorema 6.1.3 y la proposicién 6.1.4 aseguran que S; es un es-
pacio compacto.

3. No serd compacto, sin embargo, el espacio que se obtiene cuando a la circunferencia
unidad le quitamos un cierto punto p € S; .

El ejemplo 2 tras la Propiedad Universal del Producto (teorema 4.2.1) muestra cémo
S1\ {p} C (R?, Tysual) es homeomorfo a (R, Tysual). Como este tltimo espacio no es
compacto, tampoco puede serlo S1 \ {p}.
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6.2. Algunos resultados de interés

Dedicamos esta seccién a aumentar la coleccion de resultados teéricos que nos permitan
manejar el concepto de compacidad con mas soltura.

Empezamos viendo que la compacidad y el que un subespacio topolégico sea cerrado
son cosas muy relacionadas. (Al menos, en espacios topoldgicos de Hausdorff, que es, como
puede verse, una propiedad especialmente interesante en espacios topoldgicos.) Para ello
es necesario el siguiente lema.

Lema 6.2.1 Si K y H son dos subespacios compactos disjuntos de un espacio topoldgico
de Hausdorff (X,7), entonces existen abiertos disjuntos, U, V € 7, tales que K CU y
HCV.

Demostracion:

Tomemos € K ey € H. Como z #y y (X,7) es de Hausdorff, existen abiertos Uy
yVy, talesquez €Uy, y €V, yU,NV, =0.

Si consideramos todos los posibles elementos de H , manteniendo fijo z en K, obtene-
mos el siguiente recubrimiento abierto de H :

HC |V,
yeH

Como H es compacto, de ese recubrimiento podemos extraer un subrecubrimiento
finito:

N
HS | V=V (.
( )

k=1

yp€H
Para cada V,, (con k € {1,...,N}), existe el correspondiente abierto Uy, disjunto
con Vy, , tal que z € Uy, , segiin comentamos al inicio de la demostracién. La interseccién

de todos ellos (son finitos) vuelve a dar un abierto U, = Uy, N...N Uy, disjunto con V;
y tal que x € U, .
De este modo podemos dar un recubrimiento por abiertos de K :

Kc|JU.
zeK

Al ser K compacto también, existe algin subrecubrimiento finito del anterior:

M
Kc |J u,=U.
=1

=
(m]EK)
Segtin vimos en (%), para cada x; de los anteriores, H C V., y, por tanto:

HCV,N...nV,

M

=V,
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con lo cual ya hemos encontrado el par de abiertos disjuntos que buscdbamos:

KCU,HCV,UnV=40.

Teorema 6.2.2 Sea A un subespacio de un espacio topoldgico (X, 7). Se verifican las
siguientes proposiciones:

a) Si X es compacto, y A es cerrado, entonces A es compacto.

b) Si X esTo, A es compacto, entonces A es cerrado.

Demostracion:
a) Sea A C UjesG; un recubrimiento abierto de A. Como A es cerrado, el siguiente es un
recubrimiento por abiertos de X :

X = Ui€IGi UAC

Puesto que por hipdtesis X es compacto, de ese recubrimiento debe poder extraerse
algiin subrecubrimiento finito, que, por fuerza, debe tener como uno de los abiertos de la
coleccién al complementario de A, porque, si no fuera asi, no habria manera de garantizar
que todo X siguiera recubierto. Digamos que éste sea un subrecubrimiento finito del
anterior:

X =Ul,G; uA.

Ya hemos obtenido con ello un subrecubrimiento finito de A a partir del que dimos al
inicio:
A C UivzlGik .

b) Demostremos que A° es abierto en (X, 7). Sea x € A°; como {x} y A son compactos
disjuntos, el lema 6.2.1 garantiza la existencia de dos abiertos U, V', tales que {z} C U,
ACV yUNV =40.
Asf pues, ya hemos encontrado un entorno (el abierto U ) de # contenido en A°, y por
tanto A° es abierto:
zef{z} CUCVC A

Como consecuencia del teorema 6.2.2, obtenemos los siguientes enunciados, de gran
utilidad:

Proposicién 6.2.3 Si f : (X,7) = (Y,7') es una aplicacidn continua entre un espacio
topolégico compacto y un espacio topoldgico de Hausdorff, entonces f es cerrada.

Demostracion:

Si F es cerrado en el espacio compacto (X, 7), entonces por el apartado a del teorema
6.2.2 sabemos que F' es compacto. Puesto que f es una aplicacién continua, la proposicién
6.1.4 garantiza que f(F) es compacto.
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Al ser un compacto dentro del espacio de Hausdorff (Y, 7'), el apartado b del teorema
6.2.2 permite concluir afirmando que f(F) es cerrado.

Corolario 6.2.4 Cualquier aplicacion biyectiva y continua de un compacto en un espacio
de Hausdorff es un homeomorfismo.

Ejemplo:

(Retomamos el ejercicio 25 del tema 4.)

Si consideramos sobre (R, 7ysua1) la relacion de equivalencia z ~ y &:x—y € Z y
la aplicacién epiyectiva y continua (entendiendo que S; estd dotado de la topologia de
subespacio de (R?, Tysual) )

(Ra Tusual) i) Sl
t —  f(t) = (cos 2rt, sen 2mt),

entonces (véase el diagrama 6.2.1) por el corolario 4.5.2 existe una aplicacién ¢ conti-

nua entre el espacio cociente y la circunferencia unidad, entendida como subespacio de
2

(R P Tusual) .

(R7 Tusual) Sl (621)

continua 7

B~ = x([0,1]),77)

La aplicacién ¢ es, ademés de continua, biyectiva (compruébese como sencillo ejer-
cicio). Como cada clase de equivalencia en R/~ tiene un representante en [0,1] (;por
qué?), resulta que R/~ = ([0, 1]), es decir, R/~ es un espacio compacto, por ser la ima-
gen continua de un compacto. Puesto que, ademas, S; es de Hausdorff, podemos acabar
aplicando el corolario 6.2.4 para afirmar que ¢ es un homeomorfismo.

A continuacién probaremos que el producto de dos (por tanto, de finitos, sin més que
proceder por induccién) espacios topoldgicos compactos vuelve a ser un espacio compacto.

(Este resultado puede generalizarse para productos de familias arbitrarias —véase
el ejercicio 14 del tema 4— de espacios topoldgicos, y es el conocido como teorema de
Tychonoff, pero su demostracién no es en absoluto sencilla, e involucra el Axioma de
Eleccién. El lector interesado puede encontrar esta demostracién en [5, Teorema 37.3].)

En primer lugar, necesitamos un lema:

Lema 6.2.5 (del entorno tubular) Sean (X,7) e (Y,7') espacios topoldgicos, y sea
(X X Y, Tproducto) €l espacio topoldgico producto. Sean x € X, K compacto en Y y
U € Tproducto tal que {2} x K C U. Entonces existen abiertos V.e 7 y W € 7' (con
zeV yK CW) tales que {a} x KCV xW CU.

UEX

163



UEX

164

GARMENDIA GORDILLO MERINO

Demostracion:

Para cada y € K, (z,y) € {z} x K C U, y como U es un abierto de la topologia
producto, debe existir algin abierto bésico dentro de U que contenga a (z,y); es decir,
existen V, € 7, W, € 7', tales que (z,y) € Vy; x W, CU.

De este modo, obtenemos el siguiente recubrimiento por abiertos de K :

K C UyEKWy )
del que, gracias a la compacidad de K , podemos extraer algin subrecubrimiento finito:
KCWy,U...UW,, =W (con N €N).

Con cada uno de esos finitos Wy, , tenemos el correspondiente V;, abierto en (X,7)
(v todos ellos verifican 2 € Vy, ); la interseccion de estos finitos abiertos, que denotamos
V =V, N...NV,, , vuelve a ser un abierto que contiene el elemento x y, por tanto, hemos
acabado, pues se verifica:

{2} x KCVXKCVXxWCU.

Teorema 6.2.6 Sean (X,7) e (Y,7') espacios topoldgicos. El espacio topoldgico producto
(X XY, Toroducto) €8 compacto si, y sélo si, (X,7) e (Y,7') son compactos.

Demostracion:
(=) Como las proyecciones naturales de un espacio topoldgico producto son aplicaciones
epiyectivas y continuas, resulta que tanto (X,7) como (Y,7’) son imdgenes continuas de
un espacio topolégico conexo, luego ambos espacios son conexos.

(Este argumento es enteramente valido para demostrar esta misma implicacién en el
caso de un producto arbitrario de espacios topoldgicos.)
(<) Vamos a demostrar, en realidad, que si K es un compacto en (X,7) y K’ es un
compacto en (Y,7'), entonces K x K’ es un compacto de (X X Y, Tproducto) -

Sea, pues, el siguiente un recubrimiento por abiertos (de la topologia producto) de
Kx K':

K x K' CUjetU;.

Fijemos x € K , y consideremos {z} x K’ , trivialmente homeomorfo a K’ , y por tanto
compacto.

Entonces, como {2} x K’ C K xK' C U;c1U; , podemos quedarnos con una subcoleccién
finita de los abiertos {U;}ie; que siga recubriendo {z} x K':

{2} x K' CU;, U...UU;, = U, (para cierto N € N).

Estamos ya en las hipdtesis del lema 6.2.5 del entorno tubular, y asi pues existen
abiertos V, € 7, W, € 7/, talesque x € V., K' C W, , v

{2} x K' CV, x K' CV, x W, CU, (4).



APUNTES

Como esto lo podemos hacer para cada x € K | tenemos el siguiente recubrimiento por
abiertos del compacto K :
K - Uzek Vm )

del que podremos extraer un subrecubrimiento finito:

KCV,U...UY,

TM

(con M €N).
Y teniendo en cuenta (#), se verifica:
KXK' C (Vo x K)U...U (Vi x K') CUpy U...UUy,, ,

donde cada U, de ésos no era mas que una unién de finitos abiertos de la coleccién
{U;}ier de partida, y por tanto hemos obtenido un subrecubrimiento finito de K x K’ del
que dimos al inicio.

Ejemplos:

1. Los teoremas 6.1.3 y 6.2.6 aseguran que el n—cubo unidad [0,1]x ™) x[0,1] es
compacto en (R", Tysyal) -

Igualmente, como, segiin vimos, todo intervalo cerrado de la forma [a,b] (cona < b)
es compacto en (R, Tysual) , cualquier paralelepipedo [a1, bi]X. .. X [an, by] es compacto
en (Rn: 7-usual) .

2. No es compacto, sin embargo, el cilindro S; x R (considerado dotado de la topologia
producto de la topologfa de subespacio inducida por la usual de R? sobre S; y de
la usual de R), pues ya sabemos que (R, Tysya) 1O €s compacto.

Y silo es el tronco de cilindro S; x [0, 1] (con la topologfa evidente), como aplicacién
sencilla del teorema 6.2.6, pues tanto S; como [0, 1] son compactos con sus topologias
usuales.

6.3. Compacidad en espacios métricos

El primer resultado que se presenta en esta seccion no es general para cualquier espacio
métrico, sino que estd enunciado para (R", 7ysua1) - El hecho de que su demostracién pueda
hacerse sin necesitar mas que lo expuesto hasta el momento, asi como la buena cantidad
de ejemplos de espacios compactos (y no compactos) que permite poner, son motivos
suficientes para encabezar este apartado.

Teorema 6.3.1 Sea A C (R", Tusual(= 74,)) - El subconjunto A es compacto si, y sdlo si,
es cerrado y acotado.

Demostracion:
(=) Como A es compacto en un espacio de Hausdorff (apartado b del teorema 6.2.2), A
es cerrado.
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Ademds, si no fuese acotado (para cualquier A > 0, siempre existe a € A tal que
a ¢ By, (0,)\), con O = (0,...,0)), entonces el siguiente es un recubrimiento abierto de
A del que no es posible extraer ningtin subrecubrimiento finito:

ACR"= UnenBay, (O, n) .

No se puede conseguir ninguno, porque cada bola abierta de esas que estamos usan-
do para recubrir A estd encajada en la siguiente: Bg,(O,n) C By, (O,n + 1), para
cada n € N; por tanto, si nos quedaramos con una cantidad finita de ellas, digamos
By, (0,n1),..., Bg,(0O,np) (con M € N), su unién coincidiria con la bola de radio méxi-
mo v = méx {ny,...,ny}. Y ya dijimos antes que no hay bola abierta dentro de la cual
esté contenido A .

(«<) Si A es acotado, existe N € N tal que:

AC[-N,N]x ™ x[-N,N].

En el primer cjemplo tras el teorema 6.2.6 ya se vio que [=N, N]x ™) x[~N,N] es
un espacio compacto. Tenemos, por tanto, que A es un subconjunto cerrado dentro de un
compacto, de donde se sigue (apartado a del teorema 6.2.2) que A es compacto.

Ejemplos:

1. En (R", Tysual) €s un subespacio compacto una bola cerrada (da igual el centro y
el radio) con cualquier distancia lipschitzianamente equivalente a la distancia ds .
(Véanse 22f y 22h del tema 3.)

Igualmente, no es un compacto ninguna bola abierta con una distancia asi. (S{ es un
subconjunto acotado, obviamente, pero no es un cerrado.)

2. Consideremos la siguiente aplicacién continua (con topologias usuales tanto en la
salida como en la llegada):

Rn+1 i} R
Tly.eoy Tl Tl Tpgl)) =LY T
( ) — S ) =1t +...+a;

Puesto que {1} es un subconjunto cerrado en (R, Tysual) , la esfera n—dimensional
Sy = fﬁl({l}) = {(Il, e ‘7xn+1) € R LE% tot x721+1 = 1}

es un cerrado en (R™ 7yqua) -
Como ademads S, es trivialmente acotado, aplicando el teorema 6.3.1, tenemos un

nuevo ejemplo de espacio compacto.

3. No son compactos —con la topologia que sobre cada uno de ellos induce la usual del
plano real—, puesto que no son acotados en (]R27 dysual) , 10s siguientes subespacios:
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a) El lugar geométrico de los puntos de cualquier hipérbola.

)
b) Cualquier par de rectas paralelas.
¢) Cualquier par de rectas que se corten.
)

d) La franja horizontal
{(z,y) e Ry <13,

y su analoga en vertical
{(z,y) R®: Jo < 1}.

(Tampoco lo son la franja horizontal abierta {(z,y) € R? : |y| < 1} ni la
correspondiente vertical; estos dos subespacios, ademdas de no ser acotados,
tampoco son cerrados.)

e) X = UpnenS4,((0,0),n) (la unién de todas las esferas con la distancia dy de
centro (0,0) y radio n € N; es decir, la unién de todas las circunferencias con
ese centro y ese radio).

Observacién: La demostracién que hacemos de la implicacién (=) en el teorema 6.3.1
es valida (con la adaptacién obvia correspondiente) para cualquier espacio métrico, y no
necesariamente para (R", Tysyal) -

En cambio, hay que tener muy presente que la implicacién inversa (<) no es cierta
en cualquier espacio métrico. Concretamente, en (R, dgiscreta) ; Cualquier subconjunto no
vacio es cerrado y acotado, y sélo son compactos los subconjuntos con finitos elementos.

Ademas, el Analisis Funcional nos proporciona el siguiente enunciado:

Lema (de Riesz) Un espacio normado (E, | -||) es de dimensidn finita si, y sdlo si, la
bola cerrada unidad de E es un compacto.

Asi, por ejemplo, en el espacio de dimensién infinita C([0,1]) de las funciones reales
continuas sobre [0, 1], dotado de la norma del supremo (en este caso, del maximo —véase
el ejercicio 5) || f[| := sup,epo1) | f(2)[, la bola cerrada unidad (cerrado y acotado) no es
un compacto.

A continuacién vamos a enunciar y demostrar una primera versién de un resultado
bastante 1til en espacios métricos.

Lema 6.3.2 (del recubrimiento de Lebesgue) Sea (X, d) un espacio métrico compac-
to, y sea X = UjerGi un recubrimiento por abiertos. Existe X > 0 (nimero de Lebesgue
del recubrimiento) tal que, para cualquier © € X , existe i € I tal que B(z,\) C G;.

Demostracion:

Dado » € X = Uie;Gi, existe i(x) € I, tal que @ € Gj(,) . Puesto que X es un espacio
métrico, existe 7(z) > 0, tal que = € B(z,7(x)) C Gy -

Consideremos ahora este siguiente recubrimiento abierto de X :

X = UB(J:,@).

zeX

UEX

167



UEX

168

GARMENDIA GORDILLO MERINO

Por la compacidad de X, de él podemos extraer algiin subrecubrimiento finito:

X = U B(mk,r(gk)) (con N € N).

Por tanto, x € B(z;, T(;j)), para algin j € {1,...,N}.

Tomemos \ = min{@, ey @} , v comprobemos la siguiente inclusion:

B(z,A) C B(xj,r(x))),

con lo que la prueba estarfa acabada, ya que B(z;,7(x5)) C Gi(y,) -
Asi pues, sea z € B(z,A); la propiedad triangular de la distancia d permite terminar:

r(z;) _r(zy) | rlz;)
2 s 2 * 2

d(z,z;) < d(z,z) +d(z,z;) < A+ =r(zj).

Obsérvese que en cualquier espacio métrico (X, d) , dado un recubrimiento por abiertos
X =Uie1Gi, paracada z € X, existe A(x) > 0 tal que B(z,A(z)) C G;, paraalgini € I.
La clave del lema que acabamos de probar es que cuando el espacio métrico es compacto, el
radio de la bola no depende del elemento: hay un niimero A > 0 que vale como radio para
cualquier € X , de modo que la bola abierta centrada en z de radio A esté contenida en
algin abierto del recubrimiento.

Como aplicaciéon importante del lema 6.3.2, podemos demostrar que la continuidad
sobre un espacio métrico compacto implica continuidad uniforme:

Teorema 6.3.3 Toda aplicacion continua [ : (X,d) = (Y,d') entre espacios métricos,
siendo (X, d) compacto, es uniformemente continua.

Demostracion:
Queremos comprobar que f es uniformemente continua; es decir, que se verifica:

Ve > 0,30 > 0:d(zy,22) <6 = d(f(21), flza)) <¢.

Dado € > 0, consideremos el siguiente recubrimiento abierto de Y :
Y = U Bd/(y, E) .
2

yey

Tomando imagenes inversas por la aplicacién continua f , obtenemos este recubrimiento
por abiertos de X :

€

X= 1) =1 (U Bty ) = U £ (Baly,
yey yey

3
)

Por el lema del recubrimiento de Lebesgue 6.3.2, existe A > 0 tal que, para cada
€ X, By(z,\) C f~Y(Baly, £)), paraalginy €Y.



APUNTES

Basta tomar § = \:

d(x1,29) < 6(= \) = 1 € By(x2,)) C f~H(Ba(y, %)), para cierto y € Y.

Por consiguiente, tanto f(r1) como f(z2) pertenecen a la bola By (y, §), y usando la
propiedad triangular con y como tercer punto, obtenemos:

& (F@). @) <d(f@1).y) +d (g fla) < S+ 5 =¢.

Enunciemos y demostremos el tinico teorema de toda esta seccién que es general incluso
para espacios topoldgicos no metrizables.

Teorema 6.3.4 Sea (X,7) un espacio topoldgico compacto, y sea A C X infinito. En-
tonces A' £ 0.

Demostracion:

Supongamos que A’ = (). Entonces, para cada x € X , existe Vx € 7 (con z € V), tal
que V,NA=0,0bien V; NA={z}.

Entonces éste es un recubrimiento por abiertos de X :

ACX =UpexVis

por la compacidad de X , de ese recubrimiento es posible extraer un subrecubrimiento
finito:
ACX =UNV,, (para N €N).

Por tanto, A= AN (UN_,Vz,) = U (ANV;,), lo cual implica que A tiene a lo sumo
una cantidad finita de elementos.

Como consecuencia de este teorema y del siguiente lema, obtendremos facilmente el
conocido como teorema de Bolzano-Weierstrass. Haga honor el lema previo al adjetivo que
le acompana:

Lema 6.3.5 Sea (X,7) un espacio topolgico Ty *. Dado A C X, si xg € A’, entonces
cualquier entorno de xy tiene como interseccion con A un subconjunto infinito.

Demostracion:
Supongamos que para algun entorno V' de g se verifica:

VNA={z,...,zy} (con N eN).

(Podemos suponer también, sin pérdida de generalidad, que xg # z;, para cualquier
ie{l,...,N})

1Véase la nota a pie de pagina 1 del cuarto ejemplo tras la definicién de espacio conexo, en el tema 5.
Téngase en cuenta también que alli mismo se dice que cualquier espacio topolégico To es T, y recuérdese
que todo espacio métrico es T5 .
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Como (X, 7) es Ty, existen entornos Vi ..., Viy de xg, tales que 1 ¢ Vi,...,zn ¢ Vy.
Pero entonces VN Vi N...NVy es un entorno de xy cuya interseccién con A es vacia, en
contradiccién con la hipdtesis de que xy es un punto de acumulacién de A.

Teorema 6.3.6 (Bolzano-Weierstrass) Toda sucesion acotada en (R™, Tysual) tiene al-
guna subsucesion convergente.

Demostracion:

Sea (Zm)men C R™ una sucesién acotada. Entonces existe algin K > 0, para el cual
se verifica (z,)men C [-K, K]x ™) x[-K, K].

Para demostrar el enunciado, basta encontrar un valor de adherencia xy de la suce-
$i6n (Zm)men: de existir tal valor de adherencia, como (R™, Tysua1) €8 un espacio pri-
mero contable, por el apartado e del ejercicio 51 del tema 2, existe una subsucesién
(Zm,,)ken C (Tm)men convergente a o .

Comprobemos, pues, que en las condiciones supuestas siempre existe algin valor de
adherencia de la sucesion (2, )men -

Si el conjunto de términos de la sucesion, {z,, : m € N}, es un conjunto con finitos
elementos, entonces hay algin z9 € R que aparece como término de la sucesion (2, )men
repetido infinitas veces, y es, por tanto, valor de adherencia de (2, )men -

Si, por el contrario, el conjunto de términos {z,, : m € N} es infinito, puesto que
{tm :m € N} C [-K,K]x ™ x[-K,K], y [-K,K]x ™ x[-K,K] es compacto,
el teorema 6.3.4 garantiza que existe algin xyp € R que es punto de acumulacién de
{@p, : m € N}. Como (R™, Tysua1) €s T1, el lema 6.3.5 permite concluir que z¢ es un valor
de adherencia de la sucesion (z,)men -

Veamos ahora otra version del lema del recubrimiento de Lebesgue. Posteriormente
esta nueva versién nos permitird incluso saber que ambas versiones de dicho lema son, en
realidad, equivalentes.

Lema 6.3.7 (del recubrimiento de Lebesgue; segunda versién) Sea (X,d) un es-
pacio métrico con la propiedad de que cualquier sucesion tiene alguna subsucesion conver-
gente, y sea X = U;erG; un recubrimiento por abiertos. Existe A > 0 (nimero de Lebesgue
del recubrimiento) tal que, para cualquier x € X | existe i € I tal que B(z,\) C G;.

Demostracion:

Supongamos que no existe tal A; entonces, para cada n € N, existe z, € X, tal que
Bl(xn, 1) ¢ Gy, seacual seai € 1.

Asf hemos definido una sucesién (z,,)nen en X, que debe tener alguna subsucesion
convergente, por hipétesis: (2, )Jren — 2o € X = Uie1G; .

Sea i(zg) € I tal que zg € Gj(yy) . Como Gj(,,) es abierto, existe ¢ > 0, tal que
B(zg,¢) C Gj(y) - Puesto que la subsucesion (zy, )yen es convergente a g, existe N € N
tal que, para n; > N, con nik < &, @y, € B(xg, 5).
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1

Como B(zy,, n—k) C B(xn,, 5) v B(z0,€) C Gjay) » 81 probamos la inclusién

Bl ) € Blao.c) (+)

habremos llegado a afirmar que se verifica la inclusién B(zn,, n—lk) C Gj(gy) » que supusimos
al principio de la demostracién que no podia darse.

Comprobemos pues (). Sea z € B(xy,, §); usando la propiedad triangular con z,
(conng >Ny nik < § ) como tercer punto, acabamos, como puede verse a continuacion:

d(z,z0) < d(z,zn,,) + d(zp,, T0) < g+ % =c.

Introduzcamos ahora un concepto muy importante en espacios métricos.

Definicién 6.3.8 Sea (X,d) un espacio métrico. Diremos que (Tp)neny C X es una su-
cesion de Cauchy si:

Ve>0,3weN: pg>v,dwy,z) <e.

Interesa observar las dos siguientes propiedades de las sucesiones de Cauchy en un
espacio métrico:

1. Toda sucesién de Cauchy es acotada.

Demostracion: Si (zn)nen C (X, d) es una sucesién de Cauchy, entonces existe v € N
tal que, para p,q > v, d(zp,zq) < 1.

Basta tomar M = méx{d(x;,z;) : 4,5 € {1,...,v}} para obtener 1+ M como cota
superior del conjunto de nimeros reales {d(zy, ) : n,m € N}.

2. Toda sucesion convergente es de Cauchy.

Demostracién: Sea (,,)nen una sucesion convergente a z¢ en (X, d) . Entonces, para
cada e > 0, existe N € N tal que:

d(xn,®0) < = (conmn > N).

O ™

Dado € > 0, usando la propiedad triangular con zy como tercer punto, y tomando
p,q> N:

ey, ) < d(wp,a0) + dlan,zg) < 5+ = =<

es decir, la sucesion (z,)nen es de Cauchy.
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Teorema 6.3.9 Sea (X,d) un espacio métrico, y sea A C X . Son equivalentes:
a) A es compacto;
b) toda parte infinita de A tiene algin punto de acumulacidn (en A );
¢) toda sucesion en A tiene alguna subsucesion convergente (en A ).

Demostracion:

(a=b) Véase el teorema 6.3.4.

(b = ¢) Dada una sucesién (z,)nen C A, bastard encontrar un valor de adherencia xg
de (@n)nen, pues (X,d) es, como espacio métrico, primero contable, y entonces existird
una subsucesion (z,, )ken C (Zn)nen , tal que (x5, )gey — o . (Véase el ejercicio 51.e del
tema 2.)

Usaremos de nuevo el mismo razonamiento que en el teorema 6.3.6 de Bolzano-Weiers-
trass. En primer lugar, si el conjunto de términos de la sucesién, {z, : n € N}, es finito,
es porque existe algin zg € A que se repite infinitas veces como término de la sucesion.
Ya hemos encontrado un valor de adherencia.

En el caso en que {z,, : n € N} sea un conjunto infinito, entonces, puesto que supone-
mos cierto b), {2, : n € N} tiene algin punto de acumulacién zp € A. Como (X, d) es un
espacio métrico, es T, y entonces cualquier entorno de g corta con infinitos puntos con
{xy, : n € N}, lo cual quiere decir que zo es valor de adherencia de la sucesion (2, )nen -
(¢=a) Supongamos que A verifica ¢), y que existe algin recubrimiento por abiertos

A C UierGi (),

del que no es posible extraer ningin subrecubrimiento finito por abiertos.

Por el lema 6.3.7 (segunda versién del recubrimiento de Lebesgue), existe un niimero
de Lebesgue A > 0 para el recubrimiento (%) .

Dado x1 € A, podemos tomar @ € A, tal que z2 ¢ B(x1, ).

(Si no fuera posible, serfa porque A C B(z1,A), y, como A es un ndmero de Le-
besgue del recubrimiento (%), éste tendria algin subrecubrimiento finito, contra lo que
supusimos:

A C B(x1,)) C Gy, para algini; € 1.)

Del mismo modo, podemos tomar z3 € A, tal que z3 ¢ B(x1,\) U B(x2,)).

(De nuevo, si ello no fuera posible, tendriamos A C B(z1,A) U B(z2,A), v otra vez
més, puesto que A es nimero de Lebesgue del recubrimiento (%), encontrarfamos un
subrecubrimiento finito de (%), a pesar de lo supuesto al inicio de esta demostracion:

A C B(z1,\) UB(z2,\) C Gy, UG, para ciertos iy,ig € I.)

Razonando inductivamente como hasta ahora, tendrfamos una sucesion (z)nen C 4,
que verifica:

d(Ith) Z )\,

d(z1,23) > X, d(x2,23) > A
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d(zhxn) > )\a d(anzn) > )‘7' X d(xnflamn) > A

Como ni es de Cauchy, ni tiene ninguna subsucesién de Cauchy, no existe ninguna
subsucesién de (z,)neny que sea convergente (por la segunda propiedad que enunciamos
anteriormente de las sucesiones de Cauchy), y por tanto hemos llegado a una contradiccién
—que procede de suponer que A no verifica a)—, pues supusimos que A verifica c).

La primera consecuencia trivial de este teorema ya ha sido anunciada: las dos versiones
del lema de recubrimiento de Lebesgue (lema 6.3.2 y lema 6.3.7) son equivalentes.

Como segunda consecuencia, obtenemos el siguiente teorema que caracteriza la com-
pacidad en (R", Tysyal) :

Teorema 6.3.10 (Bolzano-Weierstrass-Heine-Borel-Lebesgue) Dado un subcon-
junto A de (R™, Tysual) , las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) A es compacto;

b) toda parte infinita de A tiene algin punto de acumulacién (en A );

¢) toda sucesion en A tiene alguna subsucesion convergente (en A );

d) A es cerrado y acotado.

Su demostracién es una simple combinacién de los teoremas 6.3.1 y 6.3.9.

Cuando dimos la definicién de sucesién de Cauchy en (X,d), demostramos que toda
sucesion convergente en un espacio métrico es de Cauchy. Ciertamente, la afirmacién in-
versa no se verifica en general. Basta pensar en la sucesion (1,1'4,1/41,1'414,1/4142,...)
(obtenida a partir de la expresién decimal sucesiva de v/2). Esta sucesién es de Cauchy
con la distancia usual, pues converge a V2 € R. Pero como /2 1o es un nimero racional,
es un ejemplo de sucesién de Cauchy no convergente en (Q, dysyal) -

Por eso, es pertinente dar la siguiente definicion:

Definicién 6.3.11 Diremos que un espacio métrico (X,d) es completo si toda sucesion
de Cauchy en (X,d) es convergente.

Acabemos con un par de resultados que relacionan compacidad y completitud.

Teorema 6.3.12 Todo espacio métrico (X, d) compacto es completo.

Demostracion:

Dada cualquier sucesion (i, )nen , por ser (X, d) compacto, el teorema 6.3.9 garantiza
la existencia de una subsucesion (zp, )ken C (Zn)neny convergente a algin zp € X .

Por tanto, dado € > 0, existe v; € N tal que, si ny > vy, entonces:

d(Tp,, z0) < % .
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Si la sucesién (z,)nen es de Cauchy, entonces también existe 15 € N tal que, si
p,q > Vo, entonces:

€
d —.
(wp, 1) < 5

Basta coger v = méx{1v1, 5} para que, si ng,n > v, se verifique:
€ €
d(l’n7.’1,’0) < d(xn’wnk) + d(xnka .TO) < § + 5 =&,

es decir, la sucesion (z,)nen converge a xg . Esto prueba que (X,d) es completo.

Corolario 6.3.13 (R",ds) es completo.

Demostracion:

Por la primera propiedad enunciada tras la definicién de sucesion de Cauchy, cual-
quier sucesién de Cauchy (zn)neny C (R™,d2) es acotada. Es decir, existe A > 0 tal que
(@n)nen C Bg,[0,A], con O = (0,...,0).

Puesto que Bg,[0, ] es compacto (es cerrado y acotado en (R™,dy)), es completo,
segin el teorema 6.3.12, y por tanto la sucesion (z,)nen es convergente.

Problemas

(En toda esta seccién, cada vez que aparezca R™ (para cualquier n € N) —o algin
subconjunto suyo—, y no se diga lo contrario, supondremos que la topologia con la que
trabajamos es la usual —respectivamente, la de subespacio inducida por la usual de R™ —.)

1. Se dice que una familia de conjuntos tiene la propiedad de la interseccion finita si
cualquier subfamilia finita suya tiene interseccién no vacia.

Pruébese que un espacio topoldgico (X,7) es compacto si, y s6lo si, toda familia de
cerrados con la propiedad de la interseccion finita tiene interseccién no vacia.

2. Un espacio topoldgico (X,7) se dice numerablemente compacto si cualquier recubri-
miento numerable por abiertos de X admite un subrecubrimiento finito.

a) Demuéstrese que un espacio topoldgico es compacto si, y s6lo si, es numerablemente
compacto y verifica que, de cada recubrimiento por abiertos de X se puede extraer
un subrecubrimiento numerable.

UEX

(A un espacio topoldgico que verifique esta propiedad se le llama de Lindeldf.)

b) Pruébese que cualquier subconjunto cerrado de un espacio numerablemente com-
pacto es numerablemente compacto.

¢) Pruébese que, si (X, 7) es un espacio topoldgico Ty y primero contable, y A es
un subconjunto numerablemente compacto de X , entonces A es cerrado.
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. Diremos que un espacio topoldgico (X,7) es secuencialmente compacto si cualquier
sucesion (wp)neny € X tiene alguna subsucesion convergente.

(Obviamente, si K C X, diremos que K es secuencialmente compacto si cualquier
sucesion (@p)nen € K tiene alguna subsucesién convergente (en K ).)

a) Demuéstrese que, si (X,7) es un espacio primero contable, entonces X es nume-
rablemente compacto si, y sélo si, es secuencialmente compacto.

b) Pruébese que el producto de dos espacios topoldgicos secuencialmente compactos
es secuencialmente compacto.

. Es un resultado basico y bien conocido (Teorema Fundamental del Orden) que todo
conjunto no vacfo y acotado superiormente (inferiormente) de nimeros reales tiene
supremo (respectivamente, infimo).

Demuéstrese que todo subconjunto compacto de R tiene maximo y minimo.
. Compruébese que, si (X,7) es un espacio topoldgico compacto sobre el que tenemos

definida una aplicacién continua f : (X,7) — R, entonces f alcanza un valor maximo
(y también un valor minimo).

. Como aplicacién del ejercicio anterior, demuéstrese que no puede definirse una funcién
continua y epiyectiva f : [a,b] — R.
(En particular, R y [a,b] —con a < b— no pueden ser homeomorfos, algo ya conocido,

pues R no es compacto, y [a,b] si.)

. Sean (X,d) un espacio métrico, K C X un subespacio compacto no vacioy x € X .
Demuéstrense, como aplicaciones del ejercicio 5, las siguientes afirmaciones:

a) Existen 1,29 € K tales que 6(K) = d(zy,z2).
b) Existe y € K tal que dist(z, K) = d(x,y).

. Sea f: (X,7) = (Y,7') una aplicacién continua entre espacios compactos Hausdorff.
Pruébese que, si cada punto 2 € X es aislado en f~!(f(x)), entonces, para caday € Y,
f~(y) es un conjunto finito.

. Sea (X, 7) un espacio topoldgico compacto, y sea F una familia de funciones definidas
sobre X y con valores en R, con las propiedades siguientes:

a) si f y g son dos elementos de F, entonces fg € F;

b) para todo punto & € X, se pueden escoger un entorno U (abierto) de una base
de entornos del punto = y una funcién f € F, de tal modo que fj;y = 0.

Pruébese que F contiene la funcién idénticamente nula, y péngase un ejemplo de que
tal resultado no sigue siendo vélido si no se exige que X sea compacto.
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10. Demuéstrese que no es posible dar una isometria (ejercicio 25 del tema 1: “Espacios
métricos”) de un espacio métrico compacto sobre un subespacio propio (distinto del
total) de sf mismo.

(Dicho de otro modo, siempre que tengamos una isometria
(X, d) = (Y,dy) € (X,d),
con (X, d) compacto, en realidad Y es todo X .)
11. Sea (X, 7) un espacio topoldgico compacto Ty, y sean 7 y 7" dos topologfas sobre X

tales que 7' < T < 77

Pruébese que (X,7’) no es Ty y que (X,7”) no es compacto.

12. Sean (X, d) un espacio métrico compacto, y f : (X,d) = (X,d) una funcién continua.
Demuéstrese que, si el conjunto F' = {z € X : f(z) = 2} es vacio, entonces existe una
constante k > 0 tal que d(z, f(z)) > k, para todo z € X .

13. Sea (X,d) un espacio métrico compacto, y sea f : (X,d) — (X,d) una funcién que
verifica d(f(z), f(y)) < d(z,y), siempre que = # y.

Pruébese que f posee un tnico punto fijo.

14. Digase si los siguientes espacios topoldgicos son compactos o no:

a) (R, Tgrosera) -
b) (R, Tdiscreta) -
¢) (R, Teofimita) -
d) El espacio de Arens. (Véase el ejercicio 49 del tema 2: “Espacios topoldgicos”.)
e) E
)
)
)

1 conjunto de Cantor. (Véase el ejercicio 14 del tema 5: “Conexién”.)

f

g
h

(R,7r={GCR:0¢G}U{R}).
R,7={GCR:0€G}U{D}).
R,7r={GCR:zeG=—x€G}).

15. Sea (R, Tconumerable) .

a) Demuéstrese que este espacio topoldgico no es compacto.

b) Pruébese que un subespacio A en este espacio es compacto si, y s6lo si, A tiene
una cantidad finita de elementos.

UEX

16. Razdénese —usando la compacidad alli donde sea oportuno— por qué los siguientes
espacios topoldgicos no son homeomorfos:

a) A={::neN} y AU{0}.

b) El disco unidad abierto y el disco unidad cerrado en R?.
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c) R" y S :{(wl,...,an):x%+...—|—x%+1:1},00nn22.

d) Un cilindro y una esfera.

17. Complétese —usando la compacidad alli donde sea oportuno— la clasificacién iniciada
en el ejercicio 156 del tema 3: “Aplicaciones continuas”.

Ejercicios de autoevaluacion

Sélo una de las opciones indicadas es correcta para cada pregunta:

1. Cualquier subespacio propio. . .

a € R>Tdiscreta) es compacto;

) de (

b) de (R, Tysual) €s compacto;

¢) de (R, Tgrosera) €5 compacto;
) de (

d

e (R, Teonumerable) €S compacto.

2. Sea A un subespacio compacto de un espacio topoldgico (X, 7). Digase cudl de las
siguientes afirmaciones es cierta:

a) A siempre es cerrado en (X,7);

)
b) A nunca es un abierto en (X, 7);
¢) la topologia de subespacio inducida por 7 sobre A siempre es metrizable;
)

d) cualquier subespacio F' de A, cuyo complementario en A sea abierto en A, es
compacto.

3. Digase cual de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) el espacio topolégico producto de un espacio compacto y un espacio no compacto
puede ser compacto;

b) el espacio topoldgico cociente de un espacio compacto siempre es compacto;
¢) todo subespacio de un espacio compacto es compacto;

d) ninguna de las anteriores es correcta.
4. Digase cudl de los siguientes subespacios de (R, Tysual) DO es compacto:

a) [2,3]U[4,5];
b) QN0 1};

UEX
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){ :n e NJU{L:neN}U{0};
d) {1,2 }

5. Digase cudl de los siguientes subespacios de (R,7 = {G C R : 1 ¢ G} U{R}) es
compacto:

:n € N},

6. Digase cuél de los siguientes subespacios de (R,7 = {G C R :1 € G} U{0}) no es
compacto:

7. Digase cudl de los siguientes subespacios de (R,7 = {G C R : N C G} U {0}) no es
compacto:

a) (0,1);
) N;

c) {1,2,3};
d) los tres subespacios anteriores son compactos.

—_

8. Sobre (0,+00) consideremos la siguiente distancia:

z+y , siz#y,
d(x’y)_{ 0 , siz=y.

En este espacio métrico. ..

a) toda bola abierta es un compacto;

UEX

c

)

b) toda bola cerrada es un compacto;
) los tinicos subconjuntos compactos son los subconjuntos finitos;
)

d) ninguna de las anteriores es correcta.

9. En R dotado de cualquier métrica. . .

a) toda bola cerrada es un compacto;

178



APUNTES

b) todo subespacio compacto es cerrado;
¢) toda sucesién acotada tiene alguna subsucesién convergente;

d) ninguna de las anteriores es correcta.
10. Digase cudl de los siguientes espacios métricos es completo:

a
b
c
d

[0,1], dotado de la distancia usual;
(0,1), dotado de la distancia usual;

Q, dotado de la distancia usual;

= = =

ninguna de las anteriores es correcta.
11. Digase cudl de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) si dos espacios métricos son homeomorfos y uno de ellos es completo, el otro
forzosamente ha de ser completo;

b) si dos espacios métricos son homeomorfos y uno de ellos no es acotado, el otro
tampoco puede ser acotado;

¢) todo subespacio de un espacio métrico compacto es completo.

d) todo subespacio cerrado de un espacio métrico compacto es completo.
12. Digase cudl de los siguientes espacios métricos no es completo:

a) (R, dusual);
b) (R, ddiscreta) ;
) A={%:neN}uU{0}, dotado de dysyar;
) B={1:neN}, dotado de dysyal -

4

d
13. Digase cudl de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) un espacio topolégico (X, 7) es compacto si X puede recubrirse por una cantidad
finita de abiertos;

b) la unién arbitraria de subespacios compactos en un espacio topoldgico (X,7) es
un compacto;

¢) la interseccién arbitraria de subespacios compactos en un espacio topoldgico (X, )
de Hausdorff es un compacto;

d) ninguna de las anteriores es correcta.
14. Digase cudl de las siguientes afirmaciones es cierta:

@) la unién de dos subconjuntos no compactos no puede ser un compacto;

b) la interseccién de dos subconjuntos no compactos puede ser un compacto;

UEX
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¢) la imagen continua de un espacio no compacto no puede ser un compacto;

d) ninguna de las anteriores es correcta.

15. Digase cudl de los siguientes subespacios de (R?, Tysual) €s compacto:

a) A={(z,y) eR*: 2? +y? < 1};

b) B={(z,y) €R?: |z| + |y| < 5};

o) C={(zy)eR*:z>1,0<y< 1},

d) D={(z,y) €R?:1<2<3,0<y< i},

16. Digase cudl de los siguientes subespacios de (RQ, Tusual) €S compacto:

y radion € N).
17. Dado un espacio métrico (X,d)...

a) todo subconjunto de una bola cerrada es compacto;
b) todo subconjunto acotado es compacto;
¢) cualquier sucesién convergente es de Cauchy;

)

d) ninguna de las anteriores es correcta.

18. Dado un espacio métrico (X, d)...
a) el subconjunto de los términos de una sucesiéon de Cauchy siempre esté incluido
en alguna bola abierta;

b) (X,d) es compacto si existe alguna sucesion (z,,)neny C X sin valores de adheren-
cia;

¢) cualquier sucesién en (X, d) tiene alguna subsucesion convergente;

d) ninguna de las anteriores es correcta.

19. Un subconjunto A C R...

UEX

a) es compacto con la topologia usual si, y sélo si, es cerrado y acotado con cualquier
distancia sobre R ;

b) es compacto con la topologia usual si, y sélo si, cualquier sucesién (z)neny C A
admite una subsucesién convergente a algin zg € A;
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¢) es compacto con la topologia discreta si, y sélo si, es cerrado y acotado con la
distancia discreta;

d) ninguna de las anteriores es correcta.
20. Digase cudl de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) todo espacio métrico que verifique que toda parte infinita suya tiene algin punto
de acumulacién es completo;

b) un espacio métrico que no es compacto no puede recubrirse con una cantidad finita
de abiertos;

¢) todo espacio métrico completo verifica que cualquier sucesién tiene una subsuce-
sién convergente;

d) ninguna de las anteriores es correcta.
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CAPITULO 1:

CAPITULO 2:

CAPITULO 3:

1.d

6. b

16. a

1.d

6. d

16. ¢

SOLUCIONES

2.d

7.b

12. d

17. a

2. a

12. a

17.b

3. ¢

8.d

13. d

18. d

8.d

13. ¢

18. d

3.d

8. b

13. a

18. b

9.b

14. a

19. b

4.0

9.a

14. d

19. ¢

4. b

9. ¢

14. ¢

19. ¢

5. b

15.d

20. ¢

5. b

10. ¢

15. a

20. d

5. a

10. d

15. ¢

20. ¢
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CAPITULO 4:

l.a 2.b 3.d 4.d 5.4d
6.c 7.a 8¢ 9.b 10.d
11.¢ 12.a 13.b 14.¢ 15.d

16.d 17.¢ 18.a 19.b 20.d

CAPITULO 5:

6.b T7.¢ 8¢ 9.a 10.d
11.a 12.d 13.¢ 14.d 15.d

16.¢ 17.b5 18.b 19.a 20.0

CAPITULO 6:

l.e 2.d 3.b 4.b 5. a

11.d 12.d 13.¢c 14.b 15.4d

16.¢ 17.¢ 18.a 19.b 20.a
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Abierto, 16, 35

Adherencia, 42

Aplicacién
abierta, 76
cerrada, 76
cociente, 101
continua, 71
secuencialmente continua, 82
uniformemente continua, 22

Base
de entornos, 39
de la topologia, 40
Bola
abierta, 13
cerrada, 14

Cerrado, 16, 37
Cierre de un subconjunto, 42
Clausura, 42
Componente conexa, 134
Conjunto
de Cantor, 149
de puntos aislados, 42
de puntos de acumulacién, 42
derivado, 42
Curva seno del topélogo, 149

Didmetro, 23

Distancia
10-adica, 13, 26
discreta, 12
entre subconjuntos, 21

lipschitzianamente equivalente, 87

INDICE

topolégicamente equivalente, 86
uniformemente equivalente, 86
usual, 12

Entorno, 16, 37
Esfera, 14
Espacio

compacto, 157

completo, 173

conexo, 125

conexo por arcos, 141

de Arens, 64

de Hausdorff o separado, 41

de Lindelof, 174

de Sierpinski, 36

localmente conexo, 151
localmente conexo por arcos, 145
métrico, 11

metrizable, 41

numerablemente compacto, 174
primero contable, 39
secuencialmente compacto, 175
segundo contable, 41
topoldgico, 35

topoldgico cociente, 101
topolégico producto, 94
totalmente disconexo, 135

Frontera, 42

Homeomorfismo, 76

Interior, 42
Isometria, 24
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Lema del recubrimiento de Lebesgue,

167, 170
Limite de una sucesién, 50

Propiedad topoldgica, 78
Propiedad Universal
de la topologia cociente, 104
de la topologia producto, 96

Recubrimiento, 157

Subconjunto
acotado, 17
denso, 55

Subespacio
métrico, 18
topoldgico, 49

Sucesién

convergente, 50
de Cauchy, 171

Topologia, 35

cociente, 101

cofinita, 36
conumerable, 36

de subespacio, 49

del orden parcial, 58
del orden total, 60
discreta, 36

grosera, 35

inducida por una distancia, 36
producto, 94

producto (infinito), 111
usual, 36

Valor de adherencia, 53
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