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APUNTES DE TOPOLOGÍA

Introducción

Estos apuntes están destinados a servir de base para la asignatura de Topoloǵıa, que
actualmente se imparte en el segundo curso del Grado en Matemáticas de la Universidad
de Extremadura. Tal asignatura constituye el primer semestre en que los alumnos estudian
propiamente las cuestiones topológicas, aunque se asume que previamente han cursado las
asignaturas de Cálculo I, Cálculo II y Análisis I, en las que ya se han familiarizado con
las topoloǵıas usuales de R y Rn.

Aśı, el objetivo fundamental de estas notas es que el estudiante asimile la naturaleza
topológica —y, por consiguiente, muy general— de varios conceptos con los que ya se ha
encontrado en las mencionadas asignaturas de Cálculo y Análisis (a saber: abierto, cerrado,
interior, clausura, ĺımite de una sucesión, aplicación continua, conjuntos conexos, compac-
tos,...) y que los distinga de aquellos que no tienen tal naturaleza (como la acotación, la
noción de sucesión de Cauchy o de aplicación uniformemente continua, etc.)

Por tanto, se procura introducir las definiciones con total generalidad, dejando de
manifiesto cómo tales nociones descansan en la topoloǵıa subyacente al espacio en cues-
tión; es decir, topoloǵıas diferentes sobre un mismo espacio producen distintos conjuntos
compactos, conexos, distintas funciones continuas, etc.

Con el objeto de facilitar la asimilación de estas ideas, el texto se halla jalonado de
multitud de ejemplos —minuciosamente desarrollados, muchos de ellos—, aśı como de am-
plias bateŕıas de ejercicios y problemas. La mayoŕıa de tales ejemplos, y de las situaciones
planteadas en los ejercicios y en la propia teoŕıa, no tiene como objetivo la generalidad,
sino facilitar la comprensión de los conceptos en juego, por lo que se ha tratado de man-
tener un marcado carácter introductorio. No obstante, algunos temas contienen ejercicios
bajo el eṕıgrafe Para ampliar, pensados para el lector que quiera seguir profundizando.

Además, cada uno de los temas contiene una colección de veinte ejercicios de au-
toevaluación, que posibilitan al estudiante comprobar si ha asimilado correctamente los
conceptos estudiados. A modo de apéndice, se incluyen las respectivas soluciones.

No conocemos ningún otro manual de Topoloǵıa que contenga este tipo de ejercicios
de opción múltiple, pero la experiencia acumulada a lo largo de los cursos nos muestra
que es una novedad bien recibida (y trabajada) por los estudiantes.

Finalmente, en el apartado de bibliograf́ıa, se enumeran una serie de libros y manuales
recomendados. En unos, pueden encontrarse diversos ejemplos, ejercicios o problemas,
algunos de los cuales aparecen en estas páginas, modificados en mayor o menor medida
según los casos. Otros, sin embargo, son lecturas recomendadas para aquellas personas que
quieran aprender más o simplemente repasar lo aprendido con un enfoque algo distinto.

9
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 JOSÉ NAVARRO GARMENDIA Y ADRIÁN GORDILLO MERINO

Es evidente que unos apuntes de una asignatura no solamente se deben a la invención
de sus autores. Concretamente, estos no existiŕıan sin la experiencia adquirida, primero
como estudiantes de esta misma materia, luego como profesores; tampoco habŕıan visto la
luz sin multitud de lecturas sugerentes o conversaciones con colegas que proponen algún
problema; ni, por supuesto, tendŕıan su forma actual sin la inestimable ayuda, que quere-
mos agradecer expresamente, de las diferentes promociones de alumnos que han estudiado
con ellos, y nos han ido anotando buena cantidad de erratas. Las que ahora persistan ya
son, por supuesto, exclusivamente achacables a nuestra torpeza.

Igualmente, y para acabar, nos gustaŕıa agradecer a Maribel Garrido y Paco Montalvo,
quienes, antes de ser colegas, fueron nuestros introductores, con la simple y maravillosa
ayuda de una tiza movida con pasión y sabiduŕıa, a los encantos de la Topoloǵıa.

10
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APUNTES DE TOPOLOGÍA

Caṕıtulo 1

Espacios métricos

Este caṕıtulo es introductorio y en él se dan las primeras definiciones de la teoŕıa de
espacios métricos, por ser estos un ejemplo paradigmático de espacios topológicos. Son
espacios métricos la recta real con su distancia usual o Rn con la distancia eucĺıdea o
usual —de hecho, más en general, cualquier espacio normado, también los de dimensión
infinita—.

Se debe hacer hincapié en que algunas de las propiedades de las que se habla en es-
te caṕıtulo son topológicas, es decir, estables por homeomorfismos1 (abiertos, cerrados,
interior, clausura...) mientras que otras no (distancia entre dos puntos, o entre dos sub-
conjuntos, diámetro de un subconjunto, acotación...)

1.1. Definición de distancia

Definición 1.1.1 Una distancia o métrica sobre un conjunto no vaćıo X es una apli-
cación

d : X ×X −→ R
(x, y) �−→ d(x, y)

que verifica las siguientes propiedades:

1. d(x, y) ≥ 0 , ∀x, y ∈ X ;

2. d(x, y) = 0 ⇔ x = y ;

3. d(x, y) = d(y, x) , ∀x, y ∈ X ;

4. d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) , ∀x, y, z ∈ X .

El conjunto X , dotado de la métrica d , recibe el nombre de espacio métrico.

1Véase la definición 3.3.4 del tema 3.

11
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 JOSÉ NAVARRO GARMENDIA Y ADRIÁN GORDILLO MERINO12 Topoloǵıa

Ejemplos:

1. Dado un conjunto no vaćıo X , la aplicación

ddiscreta : X ×X −→ R

(x, y) �−→ ddiscreta(x, y) =

{
1 , si x ̸= y ,
0 , si x = y

se llama distancia discretasobre X . El conjunto dotado de la distancia discreta,
(X, ddiscreta) , recibe el nombre de espacio métrico discreto.

2. Sea (E, ∥ · ∥) un espacio normado —posiblemente de dimensión infinita—. No es
dif́ıcil comprobar que la siguiente aplicación define una distancia sobre E

d(x, y) = ∥x− y∥ ,

y se dice que es la distancia asociada a la norma ∥ · ∥.

También se puede comprobar que, si una distancia sobre un k−espacio vectorial
(k = R o C) E está asociada a una norma sobre E , forzosamente la distancia ha de
ser invariante por traslaciones y compatible con el producto por escalares:

d(x+ z, y + z) = d(x, y) , ∀x, y, z ∈ E ,

d(λx, λy) = |λ|d(x, y) , ∀x, y ∈ E , ∀λ ∈ k .

Como casos particulares, especialmente interesantes, de distancias definidas a partir
de normas, podemos considerar los siguientes:

a) La recta eucĺıdea. Sobre R consideraremos la que se conoce como distancia
usual, asociada a la norma del valor absoluto:

dusual(x, y) = |x− y| .

b) En Rn (con n ≥ 2 ) existen tres distancias especialmente importantes, asocia-
das a las normas ∥ · ∥2 , ∥ · ∥1 y ∥ · ∥∞ , respectivamente:

(a) d2((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =

����
n∑

i=1

|xi − yi|2

(conocida habitualmente también como distancia usual o distancia eucĺı-
dea);

(b) d1((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =
n∑

i=1

|xi − yi| ;

(c) d∞((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = máx
1≤i≤n

{|xi − yi|} .
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c) Sobre el R-espacio vectorial l∞ de las sucesiones de números reales que son
acotadas (cuya operación de suma es (xn)+(yn) := (xn+yn) y el producto por
escalares λ · (xn) := (λxn)), se puede definir la norma del máximo, que produce
la siguiente distancia:

d((xn), (yn)) := máx
i∈N

{|xi − yi|} .

3. (R, d) es espacio métrico, con

R× R d−→ R

(x, y) �−→ d(x, y) =

{
|x|+ |y| , si x ̸= y ,

0 , si x = y .

(Compruébese que esta distancia no es invariante por traslaciones, motivo por el
cual no es la distancia asociada a una norma.)

4. Distancia 10-ádica. Se define la distancia 10-ádica sobre Z como sigue:

Z× Z −→ R

(n,m) �−→ d(n,m) =

{ 1
10o(n−m) , si n ̸= m,

0 , si n = m,

donde 10o(n−m) denota la mayor potencia de 10 que divide a n−m (para más detalle
sobre esta curiosa —e importante— distancia, véase el ejercicio 37).

5. Sobre N es distancia la siguiente:

N× N d−→ R

(n,m) �−→ d(n,m) =

{
n+m , si n ̸= m,

0 , si n = m.

6. Otra distancia sobre N es la definida como sigue:

N× N d−→ R

(n,m) �−→ d(n,m) =

{
1 + 1

n + 1
m , si n ̸= m,

0 , si n = m.

1.2. Bolas y esferas

Una vez que estemos trabajando en un espacio métrico, hay un concepto esencial, que
es el de bola abierta. Junto a él, también tienen interés los de bola cerrada y esfera.

Definición 1.2.1 Sea (X, d) un espacio métrico. Sean x0 ∈ X y r > 0 . La bola abierta
de centro x0 y radio r es el siguiente conjunto:

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x, x0) < r} .
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 JOSÉ NAVARRO GARMENDIA Y ADRIÁN GORDILLO MERINO14 Topoloǵıa

La bola cerrada (con mismo centro y mismo radio) es:

B[x0, r] = {x ∈ X : d(x, x0) ≤ r} .

La esfera (con mismo centro y mismo radio) es:

S[x0, r] = {x ∈ X : d(x, x0) = r} .

Observaciones:

1. Cualquier bola abierta (o cerrada) es, por definición, no vaćıa, puesto que su centro
siempre pertenecerá a la bola: x0 ∈ B(x0, r) , x0 ∈ B[x0, r] , sea cual sea el radio
r > 0 . (d(x0, x0) = 0 ).

2. Sin embargo, un punto nunca pertenece a la esfera centrada en él, y las esferas śı
pueden ser vaćıas. (Basta pensar en un espacio métrico discreto, y considerar como
radio de la esfera cualquier número estrictamente positivo que no sea 1.)

3. Dados x0 ∈ X , r > 0 , se verifica la siguiente igualdad de conjuntos:

B[x0, r] = B(x0, r) ⊔ S[x0, r] .

4. Dado x0 ∈ X , y dados 0 < r < s , se verifican las siguientes inclusiones (que pueden
ser igualdades entre conjuntos):

B(x0, r) ⊆ B(x0, s) ,

B[x0, r] ⊆ B[x0, s] .

(Obviamente, esa relación de inclusión no se cumple en general entre las esferas
correspondientes.)

Propiedades de la familia de bolas abiertas.

Dado un espacio métrico (X, d) , y dado x0 ∈ X , denotaremos por B(x0) la familia de
todas las bolas abiertas centradas en x0 :

B(x0) = {B(x0, r) : r > 0} .

Esta familia B(x0) verifica las siguientes propiedades:

1. Para cada B ∈ B(x0) , x0 ∈ B .

2. Dadas B1, B2 ∈ B(x0) , B1 ∩B2 ∈ B(x0) .
Demostración: Sean r1 y r2 tales que B1 = B(x0, r1) y B2 = B(x0, r2) . Entonces
basta tomar r = mı́n{r1, r2} para tener B1 ∩B2 = B(x0, r) .
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3. Para cada B ∈ B(x0) , y para cada y ∈ B , existe otra bola abierta B′ ∈ B(y) , tal
que B′ ⊆ B .

Demostración: Si r > 0 es el radio de la bola B , y suponemos y ̸= x0 , entonces,
0 < d(y, x0) < r . Si cogemos 0 < s < r− d(y, x0) , entonces B(y, s) ⊆ B . Veámoslo:

Sea z ∈ B(y, s) , es decir, d(y, z) < s . Por la propiedad triangular de la métrica:

d(z, x0) ≤ d(z, y) + d(y, x0) < s+ d(y, x0) < r − d(y, x0) + d(y, x0) = r .

4. Para cada par de puntos distintos x, y ∈ X (x ̸= y), existen bolas abiertas B ∈ B(x)
y B′ ∈ B(y) tales que B ∩B′ = ∅ .
(Esta propiedad nos dirá que todo espacio métrico es de Hausdorff (o T2 , o sepa-
rado).)

Demostración: Como x ̸= y , d(x, y) > 0 . Entonces podemos coger 0 < r < d(x,y)
2 ,

y B(x, r) y B(y, r) son bolas disjuntas. Supongamos que no lo son, y tienen algún
punto en común:

Sea z ∈ B(x, r) ∩B(y, r) . Entonces, por la propiedad triangular de la distancia,

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) < r + r <
d(x, y)

2
+

d(x, y)

2
= d(x, y)

lo cual obviamente es un absurdo.

5. Existe una sucesión de bolas abiertas {Bn}n∈N ⊆ B(x0) tal que:

a) Bn+1 ⊆ Bn , ∀n ∈ N ;

b) ∀B ∈ B(x0) , ∃N ∈ N : n ≥ N ⇒ Bn ⊆ B .

(Esta propiedad nos dirá —véase la sección 2.3— que todo espacio métrico es pri-
mero contable (o que verifica el primer axioma de numerabilidad).)

Demostración: Como todas las bolas son centradas en el mismo punto, podemos
traducir el enunciado de la propiedad en términos de radios. Aśı, la propiedad diŕıa
lo siguiente:

Existe una sucesión de números reales {rn}n∈N estrictamente positivos (es decir, una
sucesión de radios) tal que:

a) rn+1 ≤ rn , ∀n ∈ N (es decir, la sucesión es decreciente);

b) ∀r > 0 , ∃N ∈ N : n ≥ N ⇒ rn ≤ r (esto es, la sucesión es convergente a 0).

Obviamente, basta tomar rn = 1
n (para cada n ∈ N ) para tener una sucesión como

la enunciada.
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1.3. Topoloǵıa en un espacio métrico

Dado un espacio métrico (X, d) , podemos definir en él el concepto de entorno de un
punto y de subconjunto abierto, ambos fundamentales en toda la asignatura.

Definición 1.3.1 Un subconjunto V ⊆ X es un entorno de x ∈ X si existe r > 0 tal
que B(x, r) ⊆ V .

Definición 1.3.2 Un subconjunto G ⊆ X es un abierto en (X, d) si es entorno de
todos sus puntos, es decir, si, para cada x ∈ G , existe r > 0 tal que B(x, r) ⊆ G , o,
equivalentemente, si G se puede escribir como unión arbitraria de bolas abiertas.

Propiedades de los conjuntos abiertos en un espacio métrico.

Si llamamos τd al conjunto de todos los abiertos de un espacio métrico (X, d) , entonces
se verifican las siguientes propiedades:

1. X ∈ τd y ∅ ∈ τd .

Demostración: Es un trivial ejercicio al lector.

2. ∀G1, G2 ∈ τd , G1 ∩G2 ∈ τd .

Demostración: Si x ∈ G1∩G2 , entonces x ∈ G1 y x ∈ G2 . Como ambos son abiertos,
existen sendos radios r1 > 0 y r2 > 0 tales que B(x, r1) ⊆ G1 y B(x, r2) ⊆ G2 .

Basta tomar r = min{r1, r2} para tener B(x, r) ⊆ G1 ∩G2 .

3. {Gi}i∈I ⊆ τd ⇒ ∪i∈IGi ∈ τd .

Demostración: Si x ∈ ∪i∈IGi , entonces existe j ∈ I tal que x ∈ Gj . Puesto que
todos los Gi son abiertos en (X, d) (incluido el propio Gj ), existe r > 0 tal que
B(x, r) ⊆ Gj ⊆ ∪i∈IGi , con lo que concluimos.

(Acabamos de demostrar, según veremos más adelante, que una distancia d sobre un
conjunto no vaćıo X siempre define una topoloǵıa sobre el conjunto, de tal modo que todo
espacio métrico es un espacio topológico: (X, τd) .)

Importante: Es un resultado conocido del Análisis que todas las normas sobre Rn son
equivalentes (es decir, las métricas asociadas dan lugar a la misma topoloǵıa —esto es, a
los mismos abiertos—, y tal topoloǵıa recibe el nombre de topoloǵıa usual).

Obsérvese, sin embargo, que la afirmación no es extensible a cualquier métrica sobre
Rn , sino exclusivamente a aquellas asociadas a normas.

Definición 1.3.3 Un subconjunto F es un cerrado de un espacio métrico (X, d) si su
complementario es un abierto: F c ∈ τd .
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1.4. Subconjuntos acotados

Definición 1.4.1 Un subconjunto A de un espacio métrico (X, d) se dice acotado si
existe alguna bola abierta que lo contiene; es decir, existen x ∈ X y r > 0 tales que
A ⊆ B(x, r) .

Proposición 1.4.2 Sea (X, d) un espacio métrico. A ⊆ X es acotado si, y sólo si, existe
K > 0 tal que, sean cuales sean x, y ∈ A , d(x, y) ≤ K .

Demostración:
(⇒) Puesto que suponemos A acotado en (X, d) , deben existir x0 ∈ X y r > 0 tales
que A ⊆ B(x0, r) . Aśı pues, dados x, y ∈ A , se verifica la siguiente desigualdad:

d(x, y) ≤ d(x, x0) + d(x0, y) < r + r = 2r ,

y basta tomar K = 2r como la constante del enunciado.
(⇐) Sea K > 0 tal que d(x, y) ≤ K , para cualesquiera x, y ∈ A . Fijado un punto
cualquiera x0 ∈ A , basta tomar r = 2K , y ya tendremos A ⊆ B(x0, r) :

x ∈ A ⇒ d(x, x0) ≤ K < 2K = r ⇒ x ∈ B(x0, r) .

Propiedades de los subconjuntos acotados.

Dado un espacio métrico (X, d) , y dados subconjuntos A y B en X , se verifican las
siguientes propiedades:

1. Si A = {x0} (x0 ∈ X ), entonces A es acotado.

Demostración: Cualquier bola abierta centrada en x0 contiene al subconjunto A ,
pues el centro de cualquier bola pertenece a la bola.

2. Si A ⊆ B y B es un subconjunto acotado, entonces A es acotado.

Demostración: Por ser B acotado, existe alguna bola abierta que lo contiene, y esa
misma bola abierta contiene obviamente al subconjunto A .

3. Si A y B son acotados, entonces A ∪B es un subconjunto acotado.

Demostración: Si A ⊆ B o B ⊆ A entonces no hay nada que demostrar, pues la
unión será B o, respectivamente, A . Supongamos pues que no se da ninguna de las
dos inclusiones mencionadas.

Como A y B son acotados, existen x0 , y0 ∈ X y r , s > 0 tales que A ⊆ B(x0, r)
y B ⊆ B(y0, s) .

Basta tomar como radio t = r + s+ d(x0, y0) para tener aśı que A ∪ B ⊆ B(x0, t) ,
y demostrar pues que A ∪B también es un subconjunto acotado.
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Observación importante:

La propiedad de ser acotado no es una propiedad topológica, es decir, no depende de
los abiertos, sino de la métrica. Veámoslo con este ejemplo:

Sobre N consideremos dos distancias distintas que induzcan la misma topoloǵıa: dusual
y ddiscreta . Ambas métricas definen los mismos abiertos en N , pues cualquier subconjunto
unitario es abierto, ya que se puede escribir como una bola abierta con cualquiera de las
dos distancias; por ejemplo:

{n0} = Bdiscreta(n0, 1) , {n0} = Busual(n0, 1) .

Sin embargo, no es cierto que N sea acotado con ambas distancias: śı lo es cuan-
do lo consideramos dotado de la distancia discreta; no cuando lo consideramos con la
métrica usual, ya que, sea cual sea K > 0 —que podemos considerar natural sin perder
generalidad en la demostración—, siempre podremos encontrar nK , mK ∈ N tales que
dusual(nK ,mK) > K . (Basta tomar, por ejemplo, nK = 1 y mK = K + 2 .)

1.5. Subespacios métricos

Sea (X, d) un espacio métrico. Dado un subconjunto no vaćıo Y ⊂ X , podemos
considerar la restricción de la distancia d sobre Y :

Y × Y
dY−→ R

(y1, y2) �−→ d(y1, y2) .

De este modo, dY es una distancia sobre Y , (Y, dY ) es un espacio métrico y diremos
que (Y, dY ) es un subespacio métrico de (X, d) .

Ejemplo:

N puede ser considerado de modo natural como subespacio métrico de (R, dusual) , y
ya sabemos que la distancia usual restringida a N , es decir, dusual(n,m) = |n−m| , induce
sobre N la misma topoloǵıa que la distancia discreta.

(Sin embargo, la distancia discreta sobre R —que no está asociada a ninguna norma,
pues no es compatible con el producto por escalares— no induce en R la misma topoloǵıa
que la distancia usual —ésta śı asociada a la norma del valor absoluto—, a la que hemos
llamado anteriormente topoloǵıa usual.)

Si (Y, dY ) es un subespacio métrico del espacio (X, d) , dados y0 ∈ Y y r > 0 , se
verifican las siguientes igualdades (cuya demostración se deja como sencilĺısimo ejercicio
al lector):

BY (y0, r) = BX(y0, r) ∩ Y ;

BY [y0, r] = BX [y0, r] ∩ Y ;

SY [y0, r] = SX [y0, r] ∩ Y .
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Problemas

1. Def́ınanse diferentes métricas sobre un conjunto con tres elementos.

2. Determı́nese cuáles de las siguientes son métricas y cuáles no:

(Para las que śı sean distancias, calcúlense las bolas abiertas.)

a)

R× R d−→ R
(x, y) �−→ d(x, y) = e|x−y| ;

b)

(0,+∞)× (0,+∞)
d−→ R

(x, y) �−→ d(x, y) =

{ x+y
2 , six ̸= y ,
0 , six = y ;

c)

(0,+∞)× (0,+∞)
d−→ R

(x, y) �−→ d(x, y) = (xy − yx)2 ;

d)

(0,+∞)× (0,+∞)
d−→ R

(x, y) �−→ d(x, y) =

{
1 + 1

x + 1
y , six ̸= y ,

0 , six = y ;

e)

R× R d−→ R
(x, y) �−→ d(x, y) = máx {x− y , 0} ;

f )

R× R d−→ R
(x, y) �−→ d(x, y) = t(|x− y|) ,

donde, dado un número real x , t(x) denota el menor número entero mayor o igual
que x ;

g)

R× R d−→ R
(x, y) �−→ d(x, y) = E(|x− y|) ,

donde, dado un número real x , E(x) denota la parte entera de x , es decir, el mayor
número entero menor o igual que x ;
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h)

X ×X
d−→ R

(x, y) �−→ d(x, y) = |f(x)− f(y)| ,

donde X es un conjunto no vaćıo, y f : X → R una aplicación inyectiva.

3. Pruébese que la propiedad 1 de la definición de distancia es, en realidad, redundante,
pues se sigue de las otras tres propiedades.

4. Sea E un k−espacio vectorial (con k = R o C ).

a) Si ∥ · ∥ es una norma sobre E y d(x, y) = ∥x − y∥ es la distancia asociada a
∥ · ∥ , compruébese que d es invariante frente a traslaciones y compatible con el
producto por escalares:

d(x+ z, y + z) = d(x, y) , ∀x, y, z ∈ E ; (1.5.1)

d(λx, λy) = |λ|d(x, y) , ∀x, y ∈ E , ∀λ ∈ k . (1.5.2)

b) Si d es una distancia sobre E que sea invariante frente a traslaciones (1.5.1) y
compatible con el producto por escalares (1.5.2), compruébese que ∥x∥ := d(x, 0)
es una norma sobre E .

5. Sea (X, d) un espacio métrico. Demuéstrese que las siguientes aplicaciones también son
distancias sobre X :

a) D(x, y) = d(x,y)
1+d(x,y) ;

b) D̃(x, y) = d(x,y)

1+
√

d(x,y)
.

(Indicación: Téngase en cuenta que las funciones f(t) = t
1+t y g(t) = t

1+
√
t
, definidas

sobre [0,+∞) , son crecientes.)

6. Dado un espacio métrico (X, d) , pruébese que también es distancia sobre X la aplica-
ción D(x, y) = mı́n {1, d(x, y)} .

Calcúlense las bolas abiertas con esta métrica, y compruébese que cualquier subcon-
junto de (X,D) es acotado.

7. Sea (X, d) un espacio métrico. Determı́nese si las siguientes aplicaciones son también
distancias sobre X o no:

a) D(x, y) = k d(x, y) (con k > 0 );

b) D̃(x, y) = (d(x, y))2 .
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8. Supongamos que d y d′ son dos distancias sobre un conjunto no vaćıo X . Demuéstre-
se que D(x, y) = máx {d(x, y), d′(x, y)} define otra distancia sobre X , mientras que
D(x, y) = mı́n {d(x, y), d′(x, y)} no es necesariamente métrica.

Compruébese además que BD(x0, r) = Bd(x0, r) ∩ Bd′(x0, r) , y que, cuando D sea
métrica, BD(x0, r) = Bd(x0, r)∪Bd′(x0, r) (para cualquier x0 ∈ X y cualquier r > 0 ).

9. Consideremos en R2 la distancia eucĺıdea d2 . Compruébese que también son métricas
sobre R2 las aplicaciones definidas como sigue:

ρ(x, y) =

{
d2(x, 0) + d2(0, y) , six ̸= y ,

0 , six = y ,

σ(x, y) =

{
d2(x, y) , si x e y alineados con el origen ,

d2(x, 0) + d2(0, y) , en otro caso ,

donde estamos denotando por 0 el origen (0, 0) y mediante x e y dos puntos cuales-
quiera de R2 .

Calcúlense las bolas abiertas para ρ y δ .

10. Si a1, a2, . . . , an son n puntos de un espacio métrico (X, d) , pruébese que se verifica la
siguiente desigualdad:

d(a1, an) ≤ d(a1, a2) + d(a2, a3) + . . .+ d(an−1, an) .

11. Sea (X, d) un espacio métrico. Demuéstrese que se verifica la siguiente desigualdad,
sean cuales sean x, y, z ∈ X :

|d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y) .

12. Sea (X, d) un espacio métrico, y sean A y B subconjuntos no vaćıos de X . Se define
la distancia de A a B como sigue:

dist(A,B) := ı́nf {d(a, b) : a ∈ A , b ∈ B} .

(El ı́nfimo de una colección de números reales es la mayor de sus cotas inferiores. En
nuestro caso, el conjunto de números reales cuyo ı́nfimo queremos calcular está formado
por números mayores o iguales que 0; es decir, es un conjunto acotado inferiormente
por 0, y, por tanto, el ı́nfimo será siempre mayor o igual que 0. Esto es, la distancia
entre dos subconjuntos en un espacio métrico siempre será mayor o igual que 0.)

Obviamente, podemos considerar la siguiente aplicación:

(P(X) \ {∅})× (P(X) \ {∅}) −→ R
(A,B) �−→ dist(A,B) .

¿Es esa aplicación una distancia sobre P(X) \ {∅} ?



MA
NU

AL
ES

 UE
X

22

 JOSÉ NAVARRO GARMENDIA Y ADRIÁN GORDILLO MERINO22 Topoloǵıa

13. Sean (X, d) un espacio métrico, x0 ∈ X y ∅ ̸= A ⊆ X . La distancia de x0 a A es, por
definición, la distancia entre el subconjunto unitario {x0} y el subconjunto A , es decir:

dist(x0, A) := dist({x0}, A) = ı́nf {d(x0, a) : a ∈ A} .

Pruébese que, si (X, d) es un espacio métrico y A es un subconjunto no vaćıo de X ,
entonces:

|dist(x,A)− dist(y,A)| ≤ d(x, y) ,

para cualesquiera x, y ∈ X .

14. Sea (X, d) un espacio métrico, y sean x ∈ X , ε > 0 . Compruébese que, siempre que
B(x, ε) ̸= X , entonces dist(x,X \B(x, ε)) ≥ ε .

15. (Aplicación del ejercicio 11.) Dado un espacio métrico (X, d) , y dado un elemento
a ∈ X , para cada p ∈ X , podemos definir una aplicación

X −→ R
x �−→ fp(x) = d(x, p)− d(x, a) .

Demuéstrese que fp es una función acotada para cada p .

(Que fp sea acotada significa que existe K > 0 tal que |fp(x)| ≤ K , sea cual sea
x ∈ X .)

16. Sea (X, d) un espacio métrico. Si x, y, z, t ∈ X , compruébese que se verifica la siguiente
desigualdad:

d(x, z) + d(y, t) ≥ |d(x, y)− d(z, t)| .

17. Una aplicación entre espacios métricos f : (X, d) → (Y, d′) es uniformemente continua
si:

∀ε > 0 , ∃δ > 0 : d(x, y) < δ ⇒ d′(f(x), f(y)) < ε .

a) (Aplicación del ejercicio 16.) Sea d la siguiente distancia sobre un conjunto no
vaćıo X :

X ×X
d−→ R

(x, y) �−→ d(x, y) .

Esta distancia puede ser considerada a su vez como una aplicación entre espacios
métricos; concretamente, entre (X×X, d∞) y (R, dusual), donde d∞ es la distancia
producto sobre X ×X , es decir:

d∞((x1, y1), (x2, y2)) := máx {d(x1, x2), d(y1, y2)} .

Demuéstrese que d , aśı considerada como aplicación entre espacios métricos, es
uniformemente continua.
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b) (Aplicación del ejercicio 13.) Dado un subconjunto no vaćıo A de un espacio
métrico (X, d) , demuéstrese que la aplicación

X
distA−→ R

x �−→ dist(x,A)

es uniformemente continua.

18. Sabemos que la unión finita de subconjuntos acotados en un espacio métrico vuelve a
ser un subconjunto acotado. ¿Es esto cierto para una unión arbitraria?

19. Dado un espacio métrico (X, d) , y dado un subconjunto no vaćıo A ⊆ X , se define el
diámetro de A como sigue:

δ(A) := sup {d(x, y) : x, y ∈ A} .

(El supremo de una colección de números reales es la menor de sus cotas superiores,
y, por tanto, su existencia o no dependerá de que ese conjunto de números reales
esté acotado superiormente o no. Recordemos que el Teorema Fundamental del Orden
nos dice que todo conjunto no vaćıo y acotado superiormente de números reales tiene
supremo.)

Demuéstrese que un subconjunto A es acotado en (X, d) si, y sólo si, su diámetro es
un número real, es decir, δ(A) < +∞ .

20. Compruébese que un subconjunto de un espacio métrico es unitario (sólo tiene un
elemento) si, y sólo si, su diámetro es 0.

21. Demuéstrese que en cualquier espacio métrico el diámetro de una bola abierta de radio
r > 0 siempre es menor o igual que 2r .

22. Póngase un ejemplo de un espacio métrico que contenga una bola abierta cuyo diámetro
sea estrictamente menor que su radio.

23. Sean A y B dos subconjuntos no vaćıos de un espacio métrico (X, d) .

a) Demuéstrese que, si A ⊆ B , entonces δ(A) ≤ δ(B) .

b) Demuéstrese que δ(A ∪B) ≤ δ(A) + δ(B) + dist(A,B) .

c) Demuéstrese que, si A y B tienen intersección no vaćıa, entonces se verifica que
δ(A ∪B) ≤ δ(A) + δ(B) .

d) Si A y B tienen en común un único elemento, ¿se cumplirá necesariamente la
igualdad δ(A ∪B) = δ(A) + δ(B) ?

24. Encuéntrense dos subconjuntos distintos A y B en (R, dusual) tales que:

δ(A ∪B) = δ(A) = δ(B) = 1 .
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25. Demuéstrese que una métrica d sobre un conjunto no vaćıo X es acotada (es decir, que
el diámetro de X con la distancia d es un número real) si, y sólo si, existen x ∈ X y
r > 0 tales que B(x, r) = X .

26. Sea A un subconjunto no vaćıo de un espacio métrico. Pruébese que, si δ(A) < r , y
A ∩B(x, r) ̸= ∅ , se verifica la inclusión A ⊆ B(x, 2r) .

27. Sobre (0,+∞) consideremos las distancias

d(x, y) =

{
x+ y , si x ̸= y ,
0 , si x = y ;

d̃(x, y) =

{ 1
x + 1

y , si x ̸= y ,

0 , si x = y .

a) Calcúlese la bola abierta de centro x0 ∈ (0,+∞) y radio r > 0 con ambas distan-
cias.

b) Estúdiese si los subconjuntos N y A = { 1
n : n ∈ N} son acotados o no con cada

una de las dos distancias d y d̃ .

(Sirva este ejercicio para reforzar la idea de que la acotación o no de un cierto sub-
conjunto de un conjunto dado depende exclusivamente de la métrica considerada
sobre este último.)

28. De una aplicación f : (X, d) → (Y, d′) se dice que preserva distancias si verifica:

d′(f(x), f(y)) = d(x, y) , para cualesquiera x, y ∈ X .

a) Pónganse ejemplos de aplicaciones que preserven distancias en la recta y en el
plano (en ambos casos, con las distancias usuales).

b) Demuéstrese que toda aplicación que preserve distancias es una aplicación inyec-
tiva.

(Diremos que una aplicación entre espacios métricos es una isometŕıa si es biyectiva y
preserva distancias.)

29. Consideremos el espacio métrico (R, D) , con D la métrica definida como sigue:

D(x, y) =
|x− y|

1 + |x− y|
.

(D es distancia sobre R , según nos dice el ejercicio 3, en su apartado a.)

a) Determı́nense las bolas abiertas, las bolas cerradas y las esferas.

b) Calcúlese la distancia de 2 al conjunto A = [0, 1] .

c) Calcúlese la distancia entre A = [0, 1] y B = (−2,−1) .
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30. Representemos en R2 la situación de una tribu en un lugar muy boscoso con un ŕıo en
y = 0 . Los habitantes de esta tribu, para llegar al agua, han hecho brechas perpendi-
culares al ŕıo. Si alguien desea ir de un punto (x1, y1) a un punto (x2, y2) , sólo puede
hacerlo, debido a la espesura del bosque, por las brechas o por la orilla.

a) Def́ınase la métrica sobre R2 adecuada a tal situación, y verif́ıquese que en efecto
se trata de una distancia.

b) Calcúlense las bolas abiertas.

c) Calcúlense las métricas inducidas por la distancia definida sobre los subespacios
{x = 0} , {y = 0} y {x = y} .

31. Consideremos N dotado de la métrica (compruébese) siguiente:

N× N d−→ R

(n,m) �−→ d(n,m) =




n+m+ n
m , si n < m ,

0 , si n = m,
n+m+ m

n , si n > m .

a) Calcúlense la bola abierta de centro 5 y radio 11, y las bolas abierta y cerrada, aśı
como la esfera, de centro 2 y radio 2.

b) Calcúlese la distancia entre el conjunto de números impares y el conjunto de
números pares.

32. Consideremos R dotado de la métrica d definida como sigue:

d(x, y) =

{
1 + |x− y| , si x > 0 ó y > 0 (no ambos a la vez) ,
|x− y| , en otro caso .

a) Calcúlense B(0, 3) y B(−1, 2) .

b) Calcúlese el diámetro del subconjunto [−1, 1] .

c) Calcúlese la distancia del punto 1 al conjunto (2, 3) .

33. En R2 consideremos la distancia d definida mediante la expresión

d((x1, y1), (x2, y2)) = |x1 − x2|+ ddiscreta(y1, y2) .

a) Compruébese que d es efectivamente una distancia sobre R2 .

b) Calcúlense las bolas abiertas, las bolas cerradas y las esferas en (R2, d) .

c) Calcúlense los diámetros de los subconjuntos {x = 0} , {y = 0} y [0, 1]× [0, 1] .

d) Calcúlese la distancia entre [0, 1] × {0} y el punto (0, 1) ; y entre [0, 1] × {0} y
[0, 1]× {106} .
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34. Sea R2[x] el conjunto de todos los polinomios de coeficientes reales de grado menor
o igual que 2. Dados dos elementos cualesquiera de R2[x] , P (x) = a0x

2 + a1x + a2 ,
Q(x) = b0x

2 + b1x+ b2 , definimos la distancia entre ambos del siguiente modo:

d(P,Q) =




3 , si a0 ̸= b0 ,
2 , si a0 = b0 , a1 ̸= b1 ,
1 , si a0 = b0 , a1 = b1 , a2 ̸= b2 ,
0 , si P = Q .

a) Compruébese que d es una distancia sobre R2[x] .

b) Calcúlense B(P (x), r) , B[P (x), r] y S[P (x), r] , con P (x) = x+ 5 y r > 0 .

c) Si A es el subconjunto de R2[x] formado por aquellos polinomios no constantemen-
te nulos que tienen 1 como ráız, y vemos R dentro de R2[x] como el subconjunto
de los polinomios constantes, calcúlense δ(A) , δ(R) y dist (A,R) .

35. Sea R[x] el conjunto de todos los polinomios de coeficientes reales en una variable.
Dados P (x), Q(x) ∈ R[x] , definimos la distancia entre ambos como sigue:

d(P,Q) =




0 , si P = Q ,
1/2 , si P ̸= Q y P −Q es constante ,

1 + gr (P −Q) , si P ̸= Q y gr (P −Q) ≥ 1 .

a) Compruébese que d es efectivamente una distancia sobre R[x] .

b) Calcúlense B(P (x), 1) y B(Q(x), 2) , con P (x) = x y Q(x) = x2 .

c) Calcúlese la distancia entre P (x) = x2 − x + 1 y el subconjunto A de todos los
polinomios con coeficiente independiente y coeficiente cuadrático nulos.

d) ¿Es el subconjunto A del apartado anterior un subconjunto acotado en este espacio
métrico?

36. Sea (X, d) un espacio métrico y sea x0 ∈ X . Demuéstrese que, para cualquier r > 0 ,
{x ∈ X : d(x, x0) > r} es un subconjunto abierto en (X, τd) . (Es decir, toda bola
cerrada es un cerrado en cualquier espacio métrico.)

Como consecuencia de esto, pruébense las dos proposiciones siguientes:

a) {x ∈ X : d(x, x0) > 0} es un subconjunto abierto en (X, τd) .

b) La esfera de centro x0 y radio r es un cerrado en (X, τd) .

37. La distancia 10-ádica.

Dado un número entero n ̸= 0 , sea 10o(n) la mayor potencia de 10 que divide a n . Es
decir, o(n) es el número de ceros en que termina la expresión digital de n en base 10.



MA
NU

AL
ES

 UE
X

27

APUNTES DE TOPOLOGÍAEspacios métricos 27

Definimos la “norma”2 10-ádica sobre N como sigue:

N −→ R

n �−→ ∥n∥ =

{ 1
10o(n) , si n ̸= 0 ,

0 , si n = 0 .

Obsérvese que ∥n∥ > 0 , excepto para n = 0 , y compruébese también que se verifica la
siguiente desigualdad, conocida como desigualdad ultramétrica:

∥n+m∥ ≤ máx {∥n∥, ∥m∥} .

Como la desigualdad ultramétrica implica la desigualdad triangular (es decir, se verifica
∥n + m∥ ≤ ∥n∥ + ∥m∥ ), la norma 10-ádica define una distancia (compruébese) sobre
los números naturales:

d(n,m) := ∥n−m∥ .

En (N, d) , demuéstrense las siguientes afirmaciones:

a) El diámetro de N es 1, y la bola abierta de centro 3 y radio 0, 5 es el conjunto

{ 3 + 10 a}a∈N .

b) Todo “triángulo” en este espacio es isósceles; es decir, dados tres puntos cuales-
quiera m,n, p ∈ N, se cumple

d(n,m) = d(n, p) o bien d(m,n) = d(m, p) o bien d(p, n) = d(p,m) .

c) El centro de una bola abierta es cualquiera de sus puntos; es decir, se cumple que

d(n,m) < r ⇒ B(n, r) = B(m, r) .

d) Dos bolas abiertas tienen intersección no vaćıa si, y sólo si, una de ellas está
contenida en la otra.

e) Cualquier esfera es un abierto en este espacio métrico.

f ) La bola de radio 1
10n es unión disjunta de 10 bolas de radio 1

10n+1 .

g) Toda bola abierta es un cerrado en este espacio métrico.

(Indicación: Hágase uso del ejercicio 36 y del apartado 37e anterior.)

38. Sea C([0, 1]) el conjunto de las funciones reales continuas definidas sobre [0, 1] . Dadas
dos funciones f, g ∈ C([0, 1]) , sea d(f, g) =

∫ 1
0 |f(x)− g(x)|dx .

2Entrecomillada, pues N no es un espacio vectorial.
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a) Compruébese que d es una distancia sobre C([0, 1]) .
(Puede comprobarse, en realidad, que ∥f∥ =

∫ 1
0 |f(x)|dx es una norma sobre

C([0, 1]) —que es un R−espacio vectorial, ya que sumas de funciones continuas
siguen siendo funciones continuas, y también lo son productos de números reales
con funciones continuas—, de modo que d es la distancia inducida por dicha
norma.)

(Indicación: Para la comprobación de la segunda propiedad de la distancia, con-
cretamente de la implicación [

∫ 1
0 |f(x) − g(x)|dx = 0] ⇒ [f = g] , demuéstrese la

siguiente implicación:

∫ 1

0
|h(x)|dx = 0 ⇒ h(x) = 0 , ∀x ∈ [0, 1] .

Para ello, téngase en cuenta que la primitiva H(t) =
∫ t
0 |h(x)|dx , cuya derivada

es, según el teorema fundamental del Cálculo Integral, |h(x)| , es una función
constante —véase—.)

b) Calcúlese la bola abierta de centro f(x) = x y radio 1 .

c) ¿Es el subconjunto de todas las funciones constantes sobre [0, 1] acotado con esta
distancia?

39. Sobre el conjunto P(N) de todos los subconjuntos de N consideremos la siguiente
distancia:

d(A,B) =

{
0 , si A = B ,
1
n , si A ̸= B ,

siendo n el menor número natural que pertenece a A ∪B , pero no a A ∩B .

a) Compruébese que, en efecto, d es una distancia sobre P(N) .
(Indicación: Para probar la desigualdad triangular convendrá usar el siguiente
resultado, que puede ser demostrado sin dificultad:

d(A,B) <
1

n
⇐⇒ A ∩ {1, . . . , n} = B ∩ {1, . . . , n} .)

b) Calcúlense bola abierta, bola cerrada y esfera de centro ∅ (el conjunto vaćıo) y
radio 1 .

c) Calcúlese el diámetro del siguiente subconjunto de P(N) :

{A ∈ P(N) : 1 /∈ A y 2 ∈ A} .

d) Calcúlese la distancia entre el subconjunto del apartado anterior y el siguiente:
{A ∈ P(N) : 1 ∈ A y 2 /∈ A} .

40. Sea X ̸= ∅ , y sea B(X) = {f : X → R : f es acotada} . Dadas f, g ∈ B(X) , considere-
mos d(f, g) = supx∈X |f(x)− g(x)| .
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(Puesto que la suma de funciones acotadas vuelve a ser una función acotada y el pro-
ducto por un número real de una función acotada también es una función acotada,
B(X) es un R−espacio vectorial. En realidad, la distancia que hemos definido viene
inducida por la norma ∥f∥ = supx∈X |f(x)| .
Puede comprobarse de modo bien sencillo —hágase— que, en efecto, ∥f∥ define una
norma sobre B(X) , y, por tanto, d es distancia sobre este conjunto.)

a) Si f(x) = 0 , para todo x ∈ X , calcúlese la bola abierta de centro f y radio 1 .

b) (Si tomamos X = N , el espacio métrico descrito —según ya hemos comentado,
más que métrico: normado— suele denotarse l∞ , y tiene como elementos todas
las sucesiones acotadas de números reales.)

Calcúlense la bola abierta, la bola cerrada y la esfera de centro la sucesión cons-
tantemente nula y radio 1 en l∞ .

Ejercicios de autoevaluación

Sólo una de las opciones indicadas es correcta para cada pregunta:

1. d(x, y) = x2 − y2 . . .

a) es distancia sobre Z ;

b) es distancia sobre N ;

c) es distancia sobre [0,+∞) ;

d) ninguna de las opciones anteriores es correcta.

2. Dadas dos bolas cerradas concéntricas en un espacio métrico, de radios r1 < r2 , . . .

a) la bola de radio r1 siempre está contenida estrictamente en la bola de radio r2 ;

b) la bola de radio r2 puede estar contenida estrictamente en la bola de radio r1 ;

c) las bolas de radio r1 y r2 siempre serán disjuntas;

d) ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

3. En el espacio métrico (R, dusual) . . .

a) no hay subconjuntos acotados;

b) sólo los subconjuntos unitarios son acotados;

c) N no es un subconjunto acotado;
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d) sólo son acotadas las bolas abiertas.

4. Dadas dos distancias, d1 y d2, sobre un conjunto no vaćıo X, si definimos

(d1 − d2)(x, y) := d1(x, y)− d2(x, y) . . .

a) d1 − d2 nunca es distancia sobre X ;

b) d1 − d2 sólo es distancia sobre X si X es un conjunto unitario;

c) d1 − d2 puede ser distancia sobre X, sea cual sea este conjunto no vaćıo;

d) d1 − d2 sólo es distancia si d2 es la distancia discreta.

5. Sobre Z . . .

a) d(n,m) = n+m es distancia;

b) d(n,m) = |n−m| es distancia;
c) d(n,m) = |n2 −m2| es distancia;
d) d(n,m) = 1 + |n−m| es distancia.

6. Sea (X, d) un espacio métrico (con X un conjunto con más de un elemento), y sea
λ ∈ R. Definiendo (λ · d)(x, y) := λ d(x, y) . . .

a) λ · d puede ser distancia sobre X, sea cual sea λ;

b) si λ no es estrictamente positivo, λ · d nunca será distancia sobre X;

c) basta con que λ sea mayor o igual que 0, para asegurar que λ ·d es distancia sobre
X;

d) λ · d sólo podŕıa ser distancia si X = R.

7. En (R, dusual), la distancia de { 1
n : n ∈ N} a {− 1

n : n ∈ N} . . .

a) es 1;

b) es 0;

c) es 2;

d) no es un número real.

8. La distancia inducida por la usual de R coincide con la distancia discreta sobre . . .

a) N;
b) Q;

c) cualquier conjunto formado por dos elementos;

d) {3, 4}.

9. En (R, dusual), el subconjunto { 1
n : n ∈ N} . . .
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a) tiene diámetro 0;

b) tiene el mismo diámetro que el subconjunto {− 1
n : n ∈ N};

c) no es acotado;

d) tiene diámetro 2.

10. Sobre (0,+∞) . . .

a) existe alguna distancia que haga que el subconjunto (12 ,+∞) sea una bola abierta;

b) existe alguna distancia que haga que el subconjunto {1} tenga diámetro 3;

c) existe alguna distancia que haga que el subconjunto (3, 4) tenga diámetro 0;

d) se puede definir alguna métrica para la cual la distancia de (1, 2) a (3, 4) sea -1.

11. La intersección de dos bolas abiertas en un espacio métrico . . .

a) siempre es otra bola abierta;

b) es otra bola abierta, siempre que esa intersección sea distinta del vaćıo;

c) es vaćıa, siempre que las bolas estén centradas en distintos puntos;

d) siempre es un subconjunto acotado.

12. La unión de dos bolas abiertas en un espacio métrico . . .

a) no tiene por qué ser un subconjunto acotado;

b) siempre es otra bola abierta;

c) sólo es otra bola abierta, si ambas bolas están centradas en el mismo punto;

d) ninguna de las opciones anteriores es correcta.

13. En (R, dusual), denotemos por B1 la bola abierta de centro 0 y radio 2, y por B2 la bola
abierta de centro −4 y radio 1. Entonces el subconjunto B1 ∪B2 . . .

a) tiene como diámetro la suma de los respectivos diámetros de B1 y B2;

b) tiene como diámetro la suma de los siguientes números: el diámetro de B1, el
diámetro de B2 y la distancia entre 0 y −4;

c) tiene como diámetro 8;

d) tiene como diámetro 7.

14. Sea A un subconjunto de diámetro 3 en un espacio métrico (X, d) . Dado otro subcon-
junto B de X, tal que A ∩B ̸= ∅, . . .

a) el diámetro de A ∩B siempre es menor o igual que 3;

b) el diámetro de A ∪B siempre es un número real;

c) el diámetro de A ∩B es +∞, si B no es acotado;
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d) el diámetro de A ∪B es 0, si B es un subconjunto unitario.

15. En N dotado de la distancia

d(n,m) =

{
n+m , si n ̸= m,

0 , si n = m,

d́ıgase cuál de los siguientes números es mayor:

a) el diámetro del conjunto de divisores del número 6;

b) la distancia entre el conjunto de números pares y el conjunto de números impares;

c) el ı́nfimo de los radios r para los que se verifica que la bola abierta B(3, r) no es
un subconjunto unitario;

d) el supremo de los radios r para los que se verifica que la bola abierta B(9, r) es un
subconjunto unitario.

16. En N dotado de la distancia

d(n,m) =

{
1
n + 1

m , si n ̸= m,
0 , si n = m,

d́ıgase cuál de los siguientes números es menor:

a) el supremo de los radios r para los que se verifica que la bola abierta B(10, r) es
un subconjunto unitario;

b) el ı́nfimo de los radios r para los que se verifica que la bola abierta B(1, r) = N;
c) el diámetro del subconjunto de los números pares;

d) la distancia entre 1 y 106 .

17. En N dotado de la distancia

d(n,m) =

{
1 + 1

n + 1
m , si n ̸= m,

0 , si n = m,

d́ıgase cuál de los siguientes números es menor:

a) el radio r tal que 10 pertenezca a la esfera S(2, r);

b) el ı́nfimo de los radios r para los que se verifica que 1 pertenece a la bola cerrada
B[3, r];

c) el supremo de los radios r para los que se verifica que 2 no pertenece a la bola
cerrada B[5, r];

d) el diámetro del conjunto de números impares.

18. En (R, dusual), denotemos por S1 la esfera de centro 0 y radio 1, y por S2 la esfera de
centro 3 y radio 2. Entonces el subconjunto S1 ∩ S2 . . .
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a) es vaćıo;

b) tiene diámetro 1;

c) dista 1 del conjunto N;
d) tiene diámetro 0.

19. En (Q, dusual), se verifica que . . .

a) cualquier esfera está formada por dos puntos;

b) existe alguna esfera vaćıa;

c) existe alguna bola abierta formada sólo por su centro;

d) existe alguna bola cerrada no acotada.

20. En Z dotado de la distancia

d(p, q) =

{
|p|+ |q| , si p ̸= q,

0 , si p = q,

d́ıgase cuál de los siguientes números es menor:

a) el diámetro del subconjunto {−2,−1, 0, 1, 2} ;
b) el supremo de los radios r para los que se verifica que la bola abierta B(5, r) sólo

tiene un elemento;

c) la distancia de 0 a {2, 3, 4, 5} ;
d) el ı́nfimo de los radios r para los que se verifica que la bola cerrada B[−3, r] tiene

exactamente 2 elementos.
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Caṕıtulo 2

Espacios topológicos

En este caṕıtulo se introducen las nociones de topoloǵıa y de espacio topológico. Esta
estructura, que constituye una generalización de la de espacio métrico —pues todo espacio
métrico es desde luego un espacio topológico— es ubicua en Matemáticas, y se encuentra
presente en los desarrollos actuales del Análisis, la Geometŕıa, el Álgebra o la Teoŕıa de
Números, por poner unos ejemplos.

A continuación se presentan ciertas definiciones básicas que son fundamentales para
todos los desarrollos posteriores, como las de interior y clausura de un subconjunto, y se
concluye el caṕıtulo con el estudio de la convergencia de sucesiones en espacios topológicos
arbitrarios.

2.1. Definición de topoloǵıa. Abiertos y cerrados

Definición 2.1.1 Una topoloǵıa sobre un conjunto no vaćıo X es una colección τ de
subconjuntos de X (es decir, τ ⊆ P(X) ) que verifique las siguientes propiedades:

1. X ∈ τ y ∅ ∈ τ ;

2. G1, G2 ∈ τ ⇒ G1 ∩G2 ∈ τ ;

3. {Gi}i∈I ⊆ τ ⇒ ∪i∈IGi ∈ τ .

El conjunto X dotado de la topoloǵıa τ recibe el nombre de espacio topológico. Los
elementos de τ se llaman abiertos del espacio topológico (X, τ) .

Ejemplos:

1. Dado un conjunto no vaćıo X , la topoloǵıa grosera sobre X está constituida sólo por
dos abiertos: τgrosera = {X, ∅} . Ésta es, obviamente, la topoloǵıa con menor número
de abiertos que se puede definir sobre cualquier conjunto.

35

CAPÍTULO 2 
ESPACIOS TOPOLÓGICOS
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2. En 1.3 vimos que toda métrica induce de modo natural una topoloǵıa. Aśı, si (X, d)
es un espacio métrico, también podemos considerarlo como un espacio topológico,
(X, τd) , donde

τd = {uniones arbitrarias de bolas abiertas} .

Los siguientes son casos particulares de espacios topológicos métricos especialmente
interesantes:

a) Un espacio topológico discreto: (X, τdiscreta) . La topoloǵıa τdiscreta es la inducida
por la métrica discreta. Puesto que, para cada x ∈ X , existen bolas abiertas con
esta distancia centradas en x que están formadas sólo por el centro, es evidente
que en un espacio topológico discreto cualquier subconjunto es abierto; es decir,
τdiscreta = P(X) .

b) Como ya dijimos también en 1.3, es un resultado conocido del Análisis que
todas las métricas asociadas a normas de Rn inducen la misma topoloǵıa, que
recibe el nombre de topoloǵıa usual.

Concretamente, la topoloǵıa usual sobre R es la topoloǵıa inducida por la dis-
tancia usual: τusual = τdusual , y, como las bolas abiertas para esta distancia son
intervalos abiertos acotados, en (R, τusual) los abiertos son uniones arbitrarias
de intervalos de la forma (a, b) , con a, b ∈ R y a < b .

En Rn (con n ≥ 2 ), podemos considerar la topoloǵıa usual como la inducida
por d1 , d2 o d∞ , y en general por cualquier otra distancia asociada a una
norma; es decir, los abiertos son uniones arbitrarias de bolas abiertas con cada
una de esas métricas.

3. (R, τ = {R, ∅,Q, I}) es un espacio topológico con cuatro abiertos.

4. Dado un conjunto infinito no numerable X , la topoloǵıa conumerable sobre X se
define como sigue:

τconumerable = {G ⊆ X : Gc(= X \G) es finito o numerable} ∪ {X, ∅} .

5. De modo análogo, sobre un conjunto infinito (numerable o no) X , podemos definir
la topoloǵıa cofinita:

τcofinita = {G ⊆ X : Gc(= X \G) es finito} ∪ {X, ∅} .

6. Sea X = {a, b} , y sea τ = {X, ∅, {a}} . El par (X, τ) es conocido como espacio de
Sierpinski.

Definición 2.1.2 Dos topoloǵıas, τ , τ ′ , sobre un conjunto no vaćıo X son comparables
si τ ⊆ τ ′ (y en tal caso, lo denotaremos habitualmente τ ≤ τ ′ ) o τ ′ ⊆ τ (igualmente,
τ ′ ≤ τ ). Cuando τ ≤ τ ′ , diremos que τ ′ es más fina que τ .
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Obsérvese que dos topoloǵıas sobre un conjunto no tienen por qué ser comparables.
Basta pensar, por ejemplo, en las topoloǵıas τ = {∅, X, {a}} y τ ′ = {∅, X, {b}, {c}, {b, c}}
sobre el conjunto X = {a, b, c} .

Definición 2.1.3 Un subconjunto F ⊆ X se dice que es cerrado en (X, τ) si su com-
plementario es abierto: F c ∈ τ .

Propiedades de la familia de conjuntos cerrados en un espacio topológico.

Si denotamos por C la familia de todos los cerrados en un espacio topológico (X, τ) ,
es muy fácil demostrar (sin más que usar las leyes de De Morgan) que se verifican las
siguientes propiedades:

1. X ∈ C y ∅ ∈ C ;

2. F1, F2 ∈ C ⇒ F1 ∪ F2 ∈ C ;

3. {Fi}i∈I ⊆ C ⇒ ∩i∈IFi ∈ C .

Un simple vistazo a estas propiedades permite entender que también se podŕıa haber
definido una estructura topológica sobre un conjunto no vaćıo X señalando una cierta
familia de subconjuntos como cerrados (es decir, diciendo que deben verificar precisamente
las propiedades recién enunciadas), y, equivalentemente, se definiŕıan los abiertos en un
espacio topológico como aquellos subconjuntos cuyos complementarios son cerrados.

Se deja como ejercicio sencillo —pero necesario para la correcta comprensión de los
conceptos— al lector la caracterización de los cerrados en los distintos espacios topológicos
que han servido como ejemplos anteriormente.

2.2. Entornos de un punto

Definición 2.2.1 Sea (X, τ) un espacio topológico, y sea x ∈ X . Un subconjunto V ⊆ X
es un entorno de x si existe G ∈ τ tal que x ∈ G ⊆ V .

Habitualmente denotaremos la familia de todos los entornos de x en (X, τ) como V(x) .

A continuación caracterizamos los abiertos de un espacio topológico como aquellos
subconjuntos que son entornos de cada uno de sus puntos.

Proposición 2.2.2 Sea (X, τ) un espacio topológico, y sea A ⊆ X . A es abierto si, y
sólo si, es entorno de todos sus puntos.

Demostración:

(⇒) Todo abierto verifica de modo trivial la definición de entorno de cualquier punto
suyo.

(⇐) Sea A entorno de todos sus puntos. Entonces, para cada x ∈ A , existe un abierto
Gx , tal que x ∈ Gx ⊆ A , y, por tanto, A es abierto (por la tercera propiedad de la
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definición de topoloǵıa, 2.1.1), ya que se puede expresar como la siguiente unión de abiertos
(compruébese):

A = ∪x∈AGx .

Propiedades de la familia de entornos de un punto en un espacio topológico.

1. Para cada V ∈ V(x) , x ∈ V .

2. Dados V1, V2 ∈ V(x) , V1 ∩ V2 ∈ V(x) .
Demostración: Puesto que tanto V1 como V2 son entornos de x , existen sendos
abiertos G1 y G2 tales que G1 ⊆ V1 y G2 ⊆ V2 . Como la intersección finita de
abiertos vuelve a ser un abierto y x ∈ G1∩G2 ⊆ V1∩V2 , ya hemos comprobado que
V1 ∩ V2 ∈ V(x) .

3. Si V ∈ V(x) y V ⊆ W , entonces W ∈ V(x) .
Demostración: Como V ⊆ W , es obvio que el mismo abierto que podemos encontrar
entre x y V , también está incluido en W , lo cual nos dice que W es entorno de x .

4. Dado V ∈ V(x) , existe W ∈ V(x) tal que V ∈ V(y) , para cada y ∈ W .

Demostración: Como V ∈ V(x) , existe G ∈ τ tal que x ∈ G ⊆ V . Basta tomar
como el entorno W de x del enunciado el propio G .

Ejemplos:

1. En cualquier espacio topológico métrico (X, τd) , un subconjunto V ⊆ X será entorno
de x ∈ X si existe r > 0 tal que B(x, r) ⊆ V , según ya dijimos en la definición
1.3.1.

En el caso particular de un espacio topológico discreto ello implica que los entornos
de un punto son todos los subconjuntos que lo contienen.

En (R, τusual) son algunos entornos de 0 los siguientes conjuntos: (−1, 1) , [−1, 1] ,
(−1,+∞) , (−1

2 ,
1
2) ∪ {3} ∪ {x ∈ R : x2 = 2} .

No son entornos de 0 , por ejemplo, [0, 1] , [0,+∞) o Q .

2. Directamente de la definición se obtiene que en un espacio topológico grosero el único
entorno de cualquier punto es el total: V(x) = {X} .
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3. En (R, τ = {R, ∅,Q, I}) , los entornos de cualquier q ∈ Q serán todos los subconjun-
tos V ⊆ R tales que Q ⊆ V ; por otra parte, si i ∈ I , V(i) = {V ⊆ R : I ⊆ V } .

4. Si consideramos (X, τconumerable), con X un conjunto infinito no numerable, un sub-
conjunto V ⊆ X es entorno de x ∈ X si existe G ∈ τconumerable tal que V c ⊆ Gc .
(Basta tomar complementarios en la inclusión G ⊆ V que nos da la definición de
entorno.)

Como G es por fuerza no vaćıo (x ∈ G ), Gc debe ser numerable, lo cual implica que
V c también lo es, y acabamos de demostrar que en este espacio topológico no hay
más entornos de un punto que los abiertos que lo contienen.

(Obsérvese la diferencia con lo que sucede en general, donde un entorno de un punto
no tiene por qué ser abierto: [−1, 1] es entorno de 0 en (R, τusual) .)

5. Del mismo modo se argumenta para afirmar que, enX infinito dotado de la topoloǵıa
τcofinita , un entorno de un punto x ∈ X es cualquier abierto G ∈ τcofinita tal que
x ∈ G .

6. En el espacio de Sierpinski, los entornos de a son V(a) = {{a}, X} , mientras que el
único entorno de b es el total: V(b) = {X} .

2.3. Bases de abiertos y bases de entornos

La topoloǵıa de un cierto espacio queda determinada mediante la definición de la co-
lección completa de sus abiertos (o de sus cerrados), o, equivalentemente, dando la familia
de todos los entornos de cada punto. Lo que sucede es que habitualmente es mucho más
sencillo especificar colecciones más pequeñas (más manejables, por tanto) de subconjuntos
del total que sirven para definir la misma topoloǵıa.

Definición 2.3.1 Sea (X, τ) un espacio topológico, y sea x ∈ X . Diremos que una co-
lección B(x) ⊆ V(x) de entornos de x es una base de entornos de x si, para cada
V ∈ V(x) , existe U ∈ B(x) tal que U ⊆ V .

Fijada cierta base B(x) de entornos de x , llamaremos a los elementos de B(x) en-
tornos básicos de x .

Definición 2.3.2 Un espacio (X, τ) se dice primero contable (o que verifica el primer
axioma de numerabilidad, o, abreviando, que es IAN) si, para cada x ∈ X , existe una
base de entornos de x formada por una colección numerable de ellos: B(x) = {Vn}n∈N .

Ejemplos:

1. Un espacio topológico grosero siempre es primero contable, pues sólo existe una base
de entornos para cada punto, y coincide con la familia de todos los entornos del
punto: ya vimos anteriormente que el único entorno de cualquier punto es el total.
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2. Si se observa detenidamente la quinta propiedad de las familias de bolas abiertas en
un espacio métrico (X, d) , que estudiamos en 1.2, será fácil entender que la familia
B(x) = {B(x, 1

n) : n ∈ N} de bolas abiertas centradas en x ∈ X es una colección de
numerables entornos de x que constituyen base de entornos del punto.

Es decir, todo espacio métrico es un espacio topológico primero contable.

En el caso de un espacio discreto, (X, τdiscreta) , el ejemplo más sencillo de base de
entornos de cualquier punto x ∈ X es el siguiente: B(x) = {{x}} .

3. (X, τconumerable) , con X infinito no numerable, no es un espacio primero contable.

Para demostrarlo, supongamos que, para cierto x ∈ X , existe una base con una
cantidad numerable de entornos, digamos B(x) = {Vn}n∈N . Entonces la siguiente
colección formada por un único entorno también es una base de entornos de x :
B′(x) = {V } , con V = ∩n∈NVn .

(En primer lugar, volvamos a lo que hicimos en el ejemplo 4 de la sección 2.2.
Alĺı probamos que todos los entornos —en particular, los básicos Vn que hemos
escogido— son abiertos de nuestro espacio.

Con ello es fácil observar que V es entorno de x , ya que V c = (∩n∈NVn)
c = ∪n∈NV

c
n

es numerable, por ser unión numerable de conjuntos numerables, y eso significa que
V ∈ τconumerable . Recordemos ahora que un abierto es entorno de todos sus puntos.

Por otra parte, al ser V la intersección de todos los entornos básicos de B(x) , es
algo trivial que, dado cualquier entorno W ∈ V(x) , V ⊆ W .)

Como X es infinito no numerable y V c es numerable, V es no numerable y podemos
tomar otro punto y ∈ V , tal que y ̸= x .

Si ahora consideramos el subconjunto V \ {y} , hemos dado con un entorno de x
que no contiene a V —obsérvese que, de nuevo, V \ {y} es abierto en la topoloǵıa
conumerable, puesto que (V \ {y})c = V c ∪ {y}—, en contradicción con el hecho de
que la colección B′(x) = {V } fuera base de entornos de x .

Un argumento similar, aunque no enteramente idéntico, sirve para comprobar que
tampoco un conjunto infinito no numerable dotado de la topoloǵıa cofinita es un
espacio primero contable. La adaptación de lo anterior a este caso se propone como
ejercicio al lector.

4. El espacio de Sierpinski es trivialmente primero contable. La única base de entornos
posible para el punto b es, desde luego, B(b) = {X} . Para el punto a existe una
base con un único entorno: B(a) = {{a}} .

Definición 2.3.3 Una colección B de abiertos de un espacio topológico (X, τ) se dice
base de la topoloǵıa (o base de abiertos) si cualquier abierto puede escribirse como unión
(arbitraria) de elementos de B .

Los elementos de una base en un espacio topológico reciben el nombre de abiertos
básicos.
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Definición 2.3.4 Diremos que un espacio topológico (X, τ) es segundo contable (o que
verifica el segundo axioma de numerabilidad, o que es IIAN) si existe alguna base
de la topoloǵıa formada por una colección numerable de abiertos.

A partir de las definiciones dadas, se sigue trivialmente que, dada una base de abiertos
B de un espacio topológico (X, τ) , para cada x ∈ X la siguiente colección es una base de
entornos de x :

B(x) = {B ∈ B : x ∈ B} .

Y de este modo tan sencillo tenemos nuestro primer resultado que relaciona propiedades
de espacios topológicos:

Proposición 2.3.5 Todo espacio topológico segundo contable es primero contable.

Observación importante:

No es cierto, sin embargo, que cualquier espacio primero contable sea segundo contable.

Ya vimos en el ejemplo 2 de esta misma sección que todo espacio métrico es primero
contable. En particular, (X, τdiscreta) (espacio topológico métrico, pues la topoloǵıa discre-
ta viene inducida por la métrica discreta) es un espacio primero contable que será segundo
contable si, y sólo si, X es un conjunto finito o infinito numerable.

La demostración de lo que acabamos de afirmar es bien sencilla. Como en la topoloǵıa
discreta todo subconjunto es abierto, resulta que cualquier base de la topoloǵıa en la
que podamos pensar contiene por fuerza todos los subconjuntos unitarios (los que están
constituidos por un único elemento). Es decir, que el cardinal de cualquier base de abiertos
de la topoloǵıa discreta es mayor o igual que el cardinal de X . Por tanto, X debe tener
a lo sumo una cantidad infinita numerable de elementos para que sea segundo contable.

2.4. Metrizabilidad

Definición 2.4.1 Un espacio topológico (X, τ) se dice metrizable si existe alguna métri-
ca d sobre X que induzca su topoloǵıa, es decir, tal que τ = τd .

Definición 2.4.2 Un espacio topológico (X, τ) es de Hausdorff (o separado, o T2) si,
para cada par de puntos distintos x, y ∈ X , existen sendos entornos abiertos (G,G′ ∈ τ ,
tales que x ∈ G , y ∈ G′ ,) disjuntos (G ∩G′ = ∅ ).

Con lo visto hasta ahora, ya conocemos dos condiciones necesarias para que un espacio
topológico sea metrizable:

Proposición 2.4.3 Si un espacio topológico (X, τ) es metrizable, entonces:

1. (X, τ) es primero contable.

2. (X, τ) es de Hausdorff.
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Demostración:

La primera condición es obviamente necesaria, ya que cualquier espacio métrico es
primero contable, según comentamos en la sección 2.3.

Que la segunda condición también es necesaria para la metrizabilidad de un espacio
es algo que ya sabemos —aunque no con este lenguaje— desde que estudiamos la cuarta
propiedad de las familias de bolas abiertas en un espacio métrico, en la sección 1.2.

Para poder dar condiciones necesarias y suficientes para la metrizabilidad de un es-
pacio, hay que recurrir a resultados como el teorema de Nagata-Smirnov (consúltese, por
ejemplo, [5, Teorema 40.3]), de un grado de dificultad superior a lo aqúı expuesto, y fuera
del nivel que se pretende alcanzar en este curso.

2.5. Subconjuntos notables

Definición 2.5.1 Dado un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ) , podemos de-
finir los siguientes subconjuntos:

1. el interior de A :

◦
A= {a ∈ A : ∃V ∈ V(a) / V ⊆ A} ;

2. la clausura (o adherencia, o cierre) de A :

A = {x ∈ X : ∀V ∈ V(x) , V ∩A ̸= ∅} ;

3. la frontera (o borde) de A :

Fr (A) = {x ∈ X : ∀V ∈ V(x) , V ∩A ̸= ∅ y V ∩Ac ̸= ∅} (= A ∩Ac) ;

4. el conjunto derivado (o conjunto de puntos de acumulación) de A :

A′ = {x ∈ X : ∀V ∈ V(x) , (V \ {x}) ∩A ̸= ∅} ;

5. el conjunto de puntos aislados de A :

Ais (A) = {a ∈ A : ∃V ∈ V(a) / V ∩A = {a}} .

(En ocasiones, por motivos de mayor claridad tipográfica, en lugar de
◦
A y A escribi-

remos Int (A) y Cl (A) , respectivamente.)

Es importante observar que las cinco definiciones anteriores son enteramente equiva-
lentes a las que resultaŕıan de usar entornos básicos (fijada cierta base de entornos para
cada punto), en lugar de hablar, como hemos hecho aqúı, en términos de toda la familia
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de entornos de cada punto. Esto será especialmente útil en el cálculo práctico de estos
subconjuntos en un espacio topológico determinado.

Propiedades básicas.

El interior y la clausura están relacionados a través de las igualdades siguientes:

Cl (X \A) = X \ Int (A) , Int (X \A) = X \ Cl (A) . (2.5.1)

Atendiendo simplemente a la definición y las igualdades de 2.5.1, obtenemos las si-
guientes propiedades elementales que relacionan los subconjuntos notables entre śı:

a)
◦
A⊆ A ⊆ A .

b) A = A′ ⊔Ais (A) .

c) Fr (A) = A\
◦
A .

2.5.1. Interior y clausura. Abiertos y cerrados

El interior y la clausura requieren un estudio algo más pormenorizado, pues ambos
sirven para identificar de modo rápido si un subconjunto es abierto o cerrado.

Proposición 2.5.2 Sea G un subconjunto de un espacio topológico (X, τ) . Se verifica

que G ∈ τ (G es abierto) si, y sólo si, G =
◦
G .

Demostración:
(⇒) Por lo dicho en la propiedad básica a), debemos comprobar la inclusión G ⊆

◦
G .

Sea, aśı pues, x ∈ G . Por hipótesis, G es abierto, y sabemos que un abierto es entorno
de todos sus puntos, luego el propio G es el entorno de x contenido en G que deb́ıamos

encontrar, según la definición de interior de un conjunto, para asegurarnos de que x ∈
◦
G .

(⇐) Puesto que G ⊆
◦
G , para cualquier x ∈ G existe V ∈ V(x) tal que V ⊆ G .

La tercera propiedad de los entornos (en la sección 2.2) nos dice entonces que G es
entorno de todos sus puntos, y, por tanto, según la proposición 2.2.2, abierto.

Lema 2.5.3 Sean A,B subconjuntos de un espacio topológico (X, τ) . Si A ⊆ B , entonces
◦
A⊆

◦
B .

Demostración:
Si x ∈

◦
A , la definición de interior nos dice que existe un entorno V de x tal que V ⊆ A .

Como, por hipótesis, A ⊆ B , el mismo entorno V sirve para afirmar que x ∈
◦
B .
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Teorema 2.5.4 Dado un subconjunto G de un espacio topológico (X, τ) , el interior de
G es el máximo abierto contenido en G .

Concretamente, se verifica la siguiente igualdad:

◦
G=

∪
A∈τ
A⊆G

A .

Demostración:

Comprobemos ambas inclusiones:

(⊆) Si x ∈
◦
G , sea V un entorno de x tal que V ⊆ G . Por definición de entorno de un

punto, existe a su vez un abierto, digamos Gx ∈ τ , tal que Gx ⊆ V ⊆ G , con lo que
acabamos de demostrar que x pertenece a la unión de la derecha de la igualdad.

(⊇) Sea x ∈ A , con A un abierto cualquiera contenido en G .

Por el lema 2.5.3,
◦
A⊆

◦
G . Como A es abierto por hipótesis, la proposición 2.5.2 nos

dice que A =
◦
A , y, por tanto, x ∈

◦
G .

Proposición 2.5.5 Sea F un subconjunto de un espacio topológico (X, τ) . Se verifica
que F es cerrado si, y sólo si, F = F .

Demostración:

(⇒) Sólo hay que comprobar F ⊆ F .

Sea x /∈ F , es decir, x ∈ F c . Como F es cerrado, F c es abierto y, por tanto, entorno
de todos sus puntos; en particular, F c es entorno de x , luego existe G ∈ τ , tal que
x ∈ G ⊆ F c .

Ese abierto G es un entorno de x cuya intersección con F es vaćıa, y con eso se
demuestra que x /∈ F .

(⇐) Comprobaremos que F c es abierto, viendo que es entorno de todos sus puntos.

Sea, aśı pues, x ∈ F c , es decir, x /∈ F ; como F = F , x /∈ F .

Por tanto, por definición de clausura, existe un entorno V de x tal que V ∩ F = ∅ ;
dicho de otro modo, V ⊆ F c , y por la tercera propiedad de los entornos (sección 2.2), F c

es entorno de x .

Lema 2.5.6 Sean A,B subconjuntos de un espacio topológico (X, τ) . Si A ⊆ B , entonces
A ⊆ B .

Demostración:

Decir x ∈ A es equivalente, por definición, a decir que, sea cual sea V ∈ V(x) ,
V ∩A ̸= ∅ . Como A ⊆ B , resulta que V ∩B ̸= ∅ . Es decir, x ∈ B .
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Teorema 2.5.7 Dado un subconjunto F de un espacio topológico (X, τ) , la clausura de
F es el mı́nimo cerrado que contiene a F .

En concreto, se cumple la siguiente igualdad:

F =
∩

A cerrado
F⊆A

A .

Demostración:
Tenemos que comprobar ambas inclusiones:

(⊆) Sea x ∈ F , y sea A cualquier subconjunto cerrado tal que F ⊆ A . Por el lema 2.5.6
x ∈ F ⊆ A , y, puesto que A es cerrado, la proposición 2.5.5 asegura que A = A , luego
x ∈ A .
(⊇) Si x /∈ F , encontraremos un subconjunto cerrado que contenga a F y deje fuera el
punto x .

Como x /∈ F , existe G ∈ τ , tal que x ∈ G (G es un entorno abierto de x ) y G∩F = ∅ ;
por tanto, F ⊆ Gc , y ya dimos con el cerrado que buscábamos: Gc es el complementario
del abierto G , y por supuesto x /∈ Gc .

En realidad, tan sólo tendŕıamos que haber probado la proposición 2.5.2, el lema 2.5.3 y
el teorema 2.5.4, pues la proposición 2.5.5, el lema 2.5.6 y el teorema 2.5.7 pueden obtenerse
de los primeros de modo elemental. Esto se debe a que interior y clausura son conceptos
“duales” en un espacio topológico, como lo son los conceptos de abierto y cerrado. Duales
en el sentido ya indicado en las igualdades 2.5.1.

A continuación estudiaremos otra manifestación de esta dualidad, expresada en térmi-
nos de propiedades que verifican interior y clausura.

2.5.2. Operadores interior y clausura

Teorema 2.5.8 En un espacio topológico (X, τ) el operador “tomar interior”,

P(X)
◦−→ P(X)

A �−→
◦
A ,

verifica las siguientes propiedades:

1.
◦
A⊆ A .

2.
◦
X= X .

3.

◦
◦
A=

◦
A .

4.
◦

(A ∩B)=
◦
A ∩

◦
B .

Demostración:
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1. Ya sabemos que forma parte de la misma definición de interior.

2. No hay más que aplicar la proposición 2.5.2 al abierto X .

3. Según sabemos por el teorema 2.5.4,
◦
A es abierto. Usando la proposición 2.5.2,

resulta entonces justamente lo que queremos probar.

4. Probemos las dos inclusiones, empezando por
◦

(A ∩B)⊆
◦
A ∩

◦
B . Para ello, como

A ∩B ⊆ A y A ∩B ⊆ B , el lema 2.5.3 nos dice que
◦

(A ∩B)⊆
◦
A y

◦
(A ∩B)⊆

◦
B , de

donde se sigue la inclusión deseada.

Ahora, para comprobar la otra inclusión, tengamos en cuenta que según el teorema

2.5.4 tanto
◦
A como

◦
B son abiertos contenidos, respectivamente, en A y en B ; por

tanto, su intersección también es un abierto, que verifica
◦
A ∩

◦
B⊆ A∩B . Volviendo

a usar el teorema 2.5.4, como
◦

(A ∩B) es el máximo abierto contenido en A ∩ B ,

obtenemos la inclusión
◦
A ∩

◦
B⊆

◦
(A ∩B) .

El resultado que probamos a continuación cierra el ćırculo. Si, dada una topoloǵıa
sobre un conjunto X , es posible hablar del interior de cualquier subconjunto de X , y tal
interior verifica las propiedades enunciadas, y además (proposición 2.5.2) los abiertos de la
topoloǵıa son justamente los subconjuntos que coinciden con su interior, también podemos
plantearnos qué sucedeŕıa si empezáramos a la inversa.

Dado un conjunto no vaćıo X , podemos definir una aplicación, digamos • , sobre
P(X) que a cada subconjunto de X haga corresponder otro, y que verifique las mismas
propiedades que comprobamos para el interior en un espacio topológico. Sucede que, si
ahora decimos que son abiertos (aqúı viene la definición de topoloǵıa) los subconjuntos de
X que coinciden con su imagen por • , cuando calculemos el interior de un subconjunto
A nos saldrá justamente la imagen por • de A .

Teorema 2.5.9 Sea X un conjunto no vaćıo, y consideremos una aplicación

P(X)
•−→ P(X)

A �−→
•
A ,

que verifique las siguientes propiedades:

1.
•
A⊆ A .

2.
•
X= X .

3.

•
•
A=

•
A .

4.
•

(A ∩B)=
•
A ∩

•
B .
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En estas condiciones,

τ = {G ⊆ X : G =
•
G}

es una topoloǵıa sobre X . Además, el interior de cualquier subconjunto de X con esta

topoloǵıa es, justamente,
•
A .

Demostración:
Comprobemos que τ verifica todos los axiomas de una topoloǵıa (2.1.1):

1. Por la segunda propiedad de • , X =
•
X , luego X ∈ τ . Por la primera propiedad,

•
∅⊆ ∅ , luego

•
∅= ∅ , y por tanto ∅ ∈ τ .

2. Dados G1 , G2 ∈ τ (por tanto, G1 =
•
G1 y G2 =

•
G2 ), podemos escribir:

G1 ∩G2 =
•
G1 ∩

•
G2

propiedad 4
=

•
(G1 ∩G2) ,

con lo que G1 ∩G2 ∈ τ .
Antes de demostrar el tercer axioma de topoloǵıa, comprobemos que • verifica la

siguiente propiedad adicional de monotońıa:

A ⊆ B ⇒
•
A⊆

•
B . (♢)

Veámoslo:
Por la primera propiedad,

•
A⊆ A ; por tanto,

•
A⊆ B y tenemos:

•
A=

•
A ∩B .

Tomando • en ambos miembros de esa igualdad de conjuntos, nos queda la siguiente
igualdad:

•
•
A=

•

(
•
A ∩B)

propiedad 4
=

•
•
A ∩

•
B .

Si ahora sustituimos

•
•
A por

•
A , atendiendo a la propiedad 3, obtenemos:

•
A=

•
A ∩

•
B ,

es decir,
•
A⊆

•
B .

Probemos ya que τ cumple el tercer axioma de topoloǵıa. Para {Gi}i∈I ⊆ τ , hemos

de concluir que ∪i∈IGi ∈ τ , es decir,
•

(∪i∈IGi)= ∪i∈IGi .
La primera propiedad de • nos da la siguiente inclusión:

•
(∪i∈IGi)⊆ ∪i∈IGi .

Para la otra, como, para cada α ∈ I , Gα ⊆ ∪i∈IGi , la propiedad de monotońıa ♢
permite afirmar:

•
Gα⊆

•
(∪i∈IGi) .
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Luego:

∪i∈IGi
{Gi}i∈I⊆τ

= ∪i∈I
•
Gi ⊆

•
(∪i∈IGi) .

Ya sólo nos falta comprobar que
•
A coincide con el interior de A en la topoloǵıa τ (lo

denotaremos
◦
A ).

Según el teorema 2.5.4,
◦
A es el máximo abierto contenido en A . Recordemos que la

segunda propiedad de • nos dice:
•
•
A=

•
A .

Por tanto
•
A∈ τ , y, puesto que

•
A⊆ A (primera propiedad), ya tenemos la siguiente

inclusión:

•
A⊆

◦
A .

Probemos la otra inclusión: ◦
A⊆

•
A .

Sea a ∈
◦
A . Por definición, existe un entorno G de a (que podemos considerar abierto,

es decir, G =
•
G ) tal que:

a ∈
•
G⊆ A ,

de donde, tomando interior a ambos miembros de la inclusión, obtenemos que a ∈
•
A , como

deseábamos.:

a ∈
•
G

propiedad 3
=

•
•
G

monotońıa (♢)

⊆
•
A .

Usando las dos igualdades de 2.5.1 y el teorema 2.5.8, es muy fácil redactar (escŕıbase)
la demostración del teorema siguiente:

Teorema 2.5.10 En un espacio topológico (X, τ) , el operador “tomar clausura”,

P(X) −̄→ P(X)

A �−→ A ,

verifica las siguientes propiedades:

1. A ⊆ A .

2. ∅ = ∅ .

3. A = A .
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4. A ∪B = A ∪B .

Además, igual que hicimos para un operador interior, se puede demostrar (hágase como
ejercicio) el siguiente resultado.

Teorema 2.5.11 Sea X un conjunto no vaćıo, y consideremos una aplicación

P(X) −̂→ P(X)

A �−→ Â ,

que verifique las siguientes propiedades:

1. A ⊆ Â .

2. ∅̂ = ∅ .

3.
̂̂
A = Â .

4. Â ∪B = Â ∪ B̂ .

En estas condiciones, τ = {G ⊆ X : Ĝc = Gc} es una topoloǵıa sobre X . Además, la
clausura de cualquier subconjunto A ⊆ X con esta topoloǵıa coincide con Â .

2.6. Subespacios topológicos

Definición 2.6.1 Sea Y un subconjunto de un espacio topológico (X, τ) . Sobre Y pode-
mos definir la topoloǵıa de subespacio inducida por τ :

τY = {G ⊆ Y : ∃G̃ ∈ τ / G̃ ∩ Y = G} .

El par (Y, τY ) recibe el nombre de subespacio topológico de (X, τ) .

(En el tema 3, caracterizaremos la topoloǵıa de subespacio como la mı́nima topoloǵıa
sobre Y que hace la inclusión natural i : Y ↪→ (X, τ) continua.)

En un subespacio topológico (Y, τY ) ⊆ (X, τ) , los cerrados son intersecciones de ce-
rrados de (X, τ) con Y ; los entornos (si se quiere, básicos) de un punto y ∈ Y son
intersecciones de entornos (respectivamente, básicos) de y en (X, τ) con Y ; la clausura
de A ⊆ Y en (Y, τY ) coincide con la intersección de la clausura de A en (X, τ) con Y .

Sin embargo, no es cierto que el interior de A ⊆ Y en (Y, τY ) sea la intersección con
Y del interior de A en (X, τ) . Tampoco es válida la afirmación para la frontera. (Piénsese
por qué.)

Ejemplos:

1. La topoloǵıa de subespacio inducida por la topoloǵıa usual de R sobre N es la
topoloǵıa discreta, ya que cualquier subconjunto unitario {n} (con n ∈ N ) puede
escribirse como la intersección de un abierto de la topoloǵıa usual sobre R con N :

{n} = (n− 1, n+ 1) ∩ N .
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2. Cualquier subespacio topológico de un espacio topológico grosero es un espacio to-
pológico grosero.

En efecto, sea (Y, τgroseraY ) subespacio topológico de (X, τgrosera) . Como los únicos
abiertos en τgrosera son X y ∅ , y sus intersecciones con Y son, respectivamente, Y
y ∅ , entonces:

τgroseraY = τgrosera .

3. Cualquier subespacio topológico de un espacio topológico discreto es un espacio
topológico discreto.

Sea (Y, τdiscretaY ) un subespacio topológico de un espacio discreto, (X, τdiscreta) .
Puesto que un abierto en τdiscreta es cualquier subconjunto de X , y la intersección
de cualquier subconjunto de X con Y nos da cualquier subconjunto de Y , entonces:

τdiscretaY = τdiscreta .

2.7. Convergencia de sucesiones en un espacio topológico

Definición 2.7.1 Sean (X, τ) un espacio topológico, (xn)n∈N una sucesión de elementos
de X y x0 ∈ X . Diremos que x0 es un ĺımite de (xn)n∈N (o que (xn)n∈N converge
a x0 ) si, para cada entorno V de x0 , existe un término de la sucesión a partir del cual
todos los términos pertenecen a V :

∀V ∈ V(x0) , ∃ν ∈ N : n ≥ ν ⇒ xn ∈ V .

Observaciones:

1. Nótese que el art́ıculo que acompaña la palabra “ĺımite” en la definición es “un”,
y no “el”. Es decir, una sucesión convergente en un espacio topológico no tiene, en
general, ĺımite único.

2. La anterior observación ilustra por qué la notación que emplearemos para afirmar
que x0 es ĺımite de la sucesión (xn)n∈N es la siguiente:

x0 ∈ ĺımn∈N (xn) .

3. Como con otros conceptos que se definen en términos de entornos, la definición
puede expresarse de modo equivalente si decimos que cada entorno básico de x0
debe contener todos los términos de la sucesión, salvo a lo sumo finitos.

Ejemplos:

1. Toda sucesión (xn)n∈N en un espacio topológico grosero (X, τgrosera) converge a
cualquier x ∈ X , pues no hay más entornos de x que X .
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2. Consideremos una sucesión (xn)n∈N de números reales, y sea x0 ∈ R . Puesto que
la familia de todos los intervalos abiertos centrados en x0 constituye una base de
entornos de x0 en la topoloǵıa usual, la sucesión (xn)n∈N converge a x0 en (R, τusual)
si, y sólo si:

∀ε > 0 , ∃ν ∈ N : n ≥ ν ⇒ xn ∈ (x0 − ε, x0 + ε) ,

es decir, si y sólo si:

∀ε > 0 , ∃ν ∈ N : n ≥ ν ⇒ |xn − x0| < ε .

3. Generalicemos lo hecho en el ejemplo anterior para cualquier espacio métrico. Sean
(X, d) un espacio métrico, (xn)n∈N ⊆ X y x0 ∈ X . Como una base de entornos de
x0 es B(x0) = {Bd(x0, ε) : ε > 0} , la sucesión (xn)n∈N converge a x0 si, y sólo si:

∀ε > 0 , ∃ν ∈ N : n ≥ ν ⇒ xn ∈ Bd(x0, ε) ,

o equivalentemente, si y sólo si:

∀ε > 0 , ∃ν ∈ N : n ≥ ν ⇒ d(xn, x0) < ε ,

es decir, (xn)n∈N → x0 en (X, d) si, y sólo si, (d(xn, x0))n∈N → 0 en (R, τusual) .

4. Como ejemplo concreto de espacio métrico, estudiemos cómo es la convergencia de
sucesiones en un espacio topológico discreto, aplicando lo visto hasta ahora. Sean,
pues, (X, τdiscreta) un espacio topológico discreto, (xn)n∈N ⊆ X y x0 ∈ X .

Según el ejemplo anterior, la sucesión (xn)n∈N convergerá a x0 si, y sólo si, la
sucesión de las distancias (ddiscreta(xn, x0))n∈N converge a 0 en (R, τusual) . En la
sucesión (ddiscreta(xn, x0))n∈N sólo pueden aparecer ceros y unos, y una sucesión aśı
sólo puede converger a 0 en (R, τusual) si, y sólo si, a partir de un término la sucesión
es constantemente 0 .

Es decir, teniendo en cuenta cómo está definida la métrica discreta, (xn)n∈N → x0
en (X, τdiscreta) si, y sólo si:

∃ν ∈ N : n ≥ ν ⇒ xn = x0 .

esto es, si existe un término de la sucesión a partir del cual todos los demás términos
son constantemente x0 .

(Diremos que una sucesión que verifique esto en cualquier espacio topológico es
eventualmente constante.)

Aśı pues, en un espacio topológico discreto una sucesión (xn)n∈N converge a x0 si,
y sólo si, (xn)n∈N es eventualmente constante x0 .

Como consecuencia de lo hecho, resulta que cualquier sucesión convergente en un
espacio discreto tiene ĺımite único. (Algo que volveremos a ver más adelante de modo
más general.)
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5. Consideremos (X no numerable, τconumerable) . Sean (xn)n∈N ⊂ X una sucesión y
x0 ∈ X .

Vimos en el cuarto ejemplo de la sección 2.2 que todo entorno de un punto en un
espacio dotado de la topoloǵıa conumerable es abierto. Por tanto, un entorno de x0
es X \ {xn : xn ̸= x0, n ∈ N} .
Un entorno aśı sólo contendrá todos los términos de la sucesión (xn)n∈N , salvo a lo
sumo finitos, si hay como máximo finitos términos distintos de x0 . Dicho de otro
modo, la sucesión (xn)n∈N converge a x0 , si, y sólo si:

∃ν ∈ N : n ≥ ν ⇒ xn = x0 .

De nuevo, hemos vuelto a dar con las sucesiones eventualmente constantes: una
sucesión en un espacio conumerable es convergente a x0 ∈ X si, y sólo si, la sucesión
es eventualmente constante x0 .

Por tanto, si tomamos por ejemplo X = R , la convergencia de sucesiones es exacta-
mente la misma, consideremos la topoloǵıa discreta o la topoloǵıa conumerable. Hemos
puesto como ejemplos, pues, dos espacios topológicos muy distintos (uno es métrico, y,
por tanto, primero contable; el otro, no —recuérdese lo hecho en el tercer ejemplo de la
sección 2.3), donde no hay más sucesiones convergentes que las constantes a partir de un
término, y donde, por tanto, cualquier sucesión convergente tiene ĺımite único.

Proposición 2.7.2 Sea (X, τ) un espacio topológico T2 . Si una sucesión (xn)n∈N ⊂ X
es convergente, entonces tiene ĺımite único.

Demostración:
Supongamos que existen dos elementos distintos en X , digamos x ̸= y , que son ĺımites

de una sucesión (xn)n∈N .
Por definición de ĺımite, para cada entorno U ∈ V(x) , debe existir ν1 ∈ N tal que, si

n ≥ ν1 , entonces xn ∈ U .
Igualmente, puesto que y también es ĺımite de (xn)n∈N , dado cualquier V ∈ V(y) ,

debe existir ν2 ∈ N , de modo que, para n ≥ ν2 , xn ∈ V .
Entonces, si n ≥ ν = máx{ν1, ν2} , resulta que xn ∈ U ∩ V .
Es decir, no hay modo de encontrar sendos entornos disjuntos de x e y ; luego (X, τ)

no es T2 .

Sin embargo, no es cierto que todo espacio en el que no haya más sucesiones conver-
gentes que las de ĺımite único tenga que ser de Hausdorff, como queda ilustrado en el
ejemplo 5: ningún espacio topológico conumerable es T2 , ya que no existen en un espacio
aśı abiertos disjuntos distintos del vaćıo; en efecto, si tomamos G1 , G2 ∈ τconumerable , de
modo que G1 ̸= ∅ y G2 ̸= ∅ , entonces Gc

1 y Gc
2 deben ser subconjuntos numerables; por

tanto, (G1 ∩ G2)
c = Gc

1 ∪ Gc
2 es numerable, luego G1 ∩ G2 no puede ser vaćıo, pues su

complementario (si G1 ∩G2 fuera vaćıo, su complementario seŕıa X ) es numerable.
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Veremos un rećıproco parcial de la proposición 2.7.2 en el ejercicio 26.

Definición 2.7.3 Sean (X, τ) un espacio topológico, (xn)n∈N una sucesión de elementos
de X y x0 ∈ X . Diremos que x0 es un valor de adherencia de (xn)n∈N si cada entorno
V de x0 contiene infinitos términos de la sucesión (xn)n∈N :

∀V ∈ V(x0) , ∀k ∈ N , ∃nk ≥ k : xnk
∈ V .

Del mismo modo que en la definición de ĺımite, en la definición de valor de adherencia
podemos trabajar con todos los entornos básicos, fijada una base de entornos de x0 .

Un simple vistazo atento a las definiciones 2.7.1 y 2.7.3 nos lleva a poder afirmar la
siguiente proposición:

Proposición 2.7.4 Si x0 es ĺımite de una sucesión (xn)n∈N en un espacio topológico
(X, τ) , entonces también es valor de adherencia.

Obviamente, el rećıproco no es cierto. Basta pensar en el siguiente ejemplo de sucesión
en (R, τusual) :

(1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .) ,

es decir, la sucesión que va alternando unos y doses. Tanto 1 como 2 son valores de
adherencia, pues —hagámoslo para 1 , y se razonará igualmente para 2— cualquier entorno
de 1 contiene infinitos términos de la sucesión: justamente los impares, que son todos
iguales a 1 .

Sin embargo, es suficiente tomar el intervalo (0, 2) para dar con un entorno de 1 que
deja fuera de él infinitos términos de la sucesión, justamente los pares, que son todos los
doses. Y debido a esto 1 no puede ser ĺımite de la sucesión. Razonando de análoga manera,
demostraŕıamos que 2 tampoco es ĺımite.

Se verifica el siguiente resultado, que puede facilitar los cálculos a la hora de mirar qué
valores de adherencia tiene una sucesión cualquiera en un espacio topológico concreto:

Proposición 2.7.5 Sea (xn)n∈N ⊆ (X, τ) . Se cumple la siguiente igualdad entre subcon-
juntos de X :

{Valores de adherencia de (xn)n∈N} = ∩∞
k=1Ak ,

donde Ak = {xn : n ≥ k} .

Demostración:
Un elemento x0 ∈ X es valor de adherencia, por definición, si, y sólo si:

∀V ∈ V(x0) , ∀k ∈ N , ∃nk ≥ k : xnk
∈ V ; (∗)

como ese término xnk
de la sucesión es un elemento del conjunto Ak , (∗) resulta

equivalente a V ∩ Ak ̸= ∅ , para cualquier V ∈ V(x0) , es decir, equivalente a x0 ∈ Ak .
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Puesto que (∗) se verifica para cualquier k ∈ N , que x0 sea valor de adherencia de (xn)n∈N
es equivalente a que x0 pertenezca a ∩∞

k=1Ak .

Ejemplos:

1. Por la proposición 2.7.4, y según lo expuesto en el primero de los ejemplos posteriores
a la definición 2.7.1, en un espacio topológico grosero (X, τgrosera) , el conjunto de
valores de adherencia de cualquier sucesión es X .

2. Sea (xn)n∈N ⊆ (X, τ) una sucesión en la que un cierto elemento de X aparece como
término, repetido infinitas veces; es decir, existe x0 ∈ X tal que:

∀k ∈ N , ∃nk ≥ k : xnk
= x0 .

En tal situación, cada entorno V de x0 contiene, como poco, los infinitos términos
de la sucesión donde aparece x0 y, por tanto, x0 es valor de adherencia de (xn)n∈N .

3. Sea X un conjunto infinito no numerable dotado de la topoloǵıa τconumerable , y sea
(xn)n∈N ⊂ X .

Si x0 ∈ X aparece como término de la sucesión repetido infinitas veces, entonces el
ejemplo anterior garantiza que x0 es un valor de adherencia de (xn)n∈N .

Si, por el contrario, x0 no aparece repetido infinitas veces en la sucesión, entonces
X\{xn : xn ̸= x0, n ∈ N} es un entorno de x0 que contiene exclusivamente los finitos
términos de la sucesión que puedan ser iguales a x0 , y por tanto es un entorno de x0
que no contiene infinitos términos de (xn)n∈N , luego x0 no seŕıa valor de adherencia
de (xn)n∈N .

Es decir, el conjunto de valores de adherencia de la sucesión (xn)n∈N será vaćıo si no
hay ningún término que aparezca repetido infinitas veces. En otro caso, el conjunto
de valores de adherencia estará formado por todos aquellos elementos de X que
aparezcan repetidos como términos de la sucesión infinitas veces.

Problemas

1. Encuéntrense todas las topoloǵıas posibles sobre un conjunto de tres elementos.

2. Sea ∅ ̸= A ⊊ X .

a) Demuéstrese que la familia de todos los subconjuntos de X que contienen al
subconjunto A , junto con el conjunto vaćıo ∅ , constituye una topoloǵıa sobre X .

Calcúlese la clausura de cualquier subconjunto de X .

b) Demuéstrese que la familia de todos los subconjuntos de X contenidos en A , junto
con el total X , es una topoloǵıa sobre X .

Calcúlese el interior de cualquier subconjunto de X .
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c) Para cada H ⊆ X no vaćıo, sean H = H ∪A y ∅ = ∅ . Compruébese que H �→ H
es un operador clausura, y discútase qué topoloǵıa resulta para cada elección de
A .

¿Qué condiciones hay que imponer sobre el subconjunto A para que el espacio
topológico correspondiente sea de Hausdorff?

3. Sea (X, τ) un espacio topológico, y sean A,B subconjuntos de X . Demuéstrense:

a) A es abierto si, y sólo si, Fr (A) ∩A = ∅ .
b) A es cerrado si, y sólo si, Fr (A) ⊆ A .

c) A es abierto y cerrado simultáneamente si, y sólo si, Fr (A) = ∅ .

d) Si A es abierto o cerrado, entonces
◦

Fr (A)= ∅ . ¿Es cierto el rećıproco?

e) Fr (Fr (A)) ⊆ Fr (A) .

f ) El conjunto derivado del derivado no vuelve ni siquiera a estar incluido necesaria-
mente en el derivado: (A′)′ ⊈ A′ .

g) Si A ⊆ B , entonces A′ ⊆ B′ .

h) (A ∪B)′ = A′ ∪B′ .

i) A′ = ∅ si, y sólo si, A es cerrado y su topoloǵıa inducida como subespacio, τA , es
la discreta.

4. Diremos que un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ) es denso si A = X .
Pruébense:

a) A es denso en X si, y sólo si, A tiene intersección no vaćıa con todos los abiertos
no vaćıos de (X, τ) .

b) Si A es denso en X y G ∈ τ , entonces se verifica A ∩G = G . ¿Qué ocurre si
quitamos alguna de las hipótesis anteriores?

5. Sea (X, d) un espacio métrico. Sea A ⊆ X . Pruébense:

a) A = {x ∈ X : dist (x,A) = 0} .

b)
◦
A= {x ∈ X : dist (x,Ac) > 0} .

c) dist (x,A) = dist (x,A) .

d) δ(A) = δ(A) .

e) Si existe un número real α > 0 tal que d(x, y) ≥ α para todo par de puntos x ̸= y
de A , entonces A es cerrado.

f ) La clausura de una bola abierta está contenida en la correspondiente bola cerrada:

B(x0, r) ⊆ B(x0, r) ⊆ B[x0, r] .

Pónganse ejemplos que muestren las cuatro situaciones posibles.

(B(x0, r) = B(x0, r) = B[x0, r] , B(x0, r) ⊊ B(x0, r) = B[x0, r] , etc.)
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6. En (R, τusual) calcúlense el interior, la clausura, la frontera, el conjunto derivado y el
conjunto de puntos aislados de los subconjuntos unitarios, de los finitos, de los infinitos
numerables y de los infinitos no numerables.

¿Existe algún subconjunto de Q o de I que sea abierto? ¿Y cerrado?

7. Se considera en Q la topoloǵıa usual, es decir, la topoloǵıa de subespacio inducida por
la usual de R .

Encuéntrense en este espacio topológico subconjuntos que sean a la vez abiertos y
cerrados. ¿Podemos deducir entonces de este hecho que la topoloǵıa usual de Q es la
topoloǵıa discreta?

8. Consideremos (N, τ) , donde τ es la siguiente topoloǵıa:

τ = {N, ∅, {1}, {1, 2}, . . . , {1, 2, . . . , n}, . . .} .

a) Demuéstrese que τ es, en efecto, una topoloǵıa sobre N .

b) Calcúlense los conjuntos cerrados en este espacio.

c) ¿Cómo son los subconjuntos densos en (N, τ) ?

9. Sea (N, τ) , donde τ es la siguiente topoloǵıa:

τ = {G ⊆ N : n ∈ G , y m es divisor de n ⇒ m ∈ G} .

a) Demuéstrese que τ es una topoloǵıa sobre N .

b) Propónganse sendas bases de entornos para los puntos 67 y 12.

c) Calcúlense interior, clausura, frontera, conjunto de puntos de acumulación y con-
junto de puntos aislados de los siguientes conjuntos:

{2n : n ∈ N} , {2n− 1 : n ∈ N} , {n : n ≤ 19} y {n : n es primo} .

10. Consideremos N dotado de la siguiente topoloǵıa:

τ = {G ⊆ N : p ∈ G , y p es impar ⇒ p+ 1 ∈ G} .

a) Compruébese que τ es topoloǵıa sobre N .

b) Encuéntrese una base de entornos para cada punto.

c) Encuéntrese una base de la topoloǵıa.

d) Calcúlense interior, clausura, frontera, conjunto de puntos de acumulación y con-
junto de puntos aislados de los siguientes conjuntos:

{1, 2} , {2n : n ∈ N} y {2n− 1 : n ∈ N} .

11. Sea (X, τ) un espacio topológico, y sea B una base de τ . Pruébese que, si Y ⊆ X ,
entonces B′ = {B ∩ Y : B ∈ B} es base de τY .
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12. Propiedades hereditarias.

Una propiedad P predicable de espacios topológicos se dice hereditaria si, siempre que
un espacio topológico (X, τ) verifique la propiedad P , cualquier subespacio topológico
suyo (Y, τY ) también verifica P .

a) Dedúzcase del ejercicio anterior que ser segundo contable es una propiedad he-
reditaria. (Es decir, todo subespacio de un espacio segundo contable es segundo
contable.)

(Razonando de manera idéntica con las bases de entornos de cada punto, se prueba
que los subespacios de espacios primero contables son primero contables. Hágase.)

b) Demuéstrese que la metrizabilidad es una propiedad hereditaria.

c) Compruébese que ser T2 es también una propiedad hereditaria.

13. Sea (X, τcofinita) . Discútase si este espacio es primero contable o segundo contable de-
pendiendo del cardinal de X (finito, infinito numerable o infinito no numerable).

(La topoloǵıa cofinita es:

τcofinita = {G ⊆ X : Gc es finito} ∪ {∅} .)

14. Caracterizaciones de base de una topoloǵıa.

Sea X ̸= ∅ y sea B ⊆ P(X) .

a) Pruébese que B es base para una topoloǵıa τ sobre X si, y sólo si, B recubre X
(es decir, X = ∪B∈B B ) y para cada punto x ∈ G , con G ∈ τ , existe B ∈ B tal
que x ∈ B ⊆ G .

b) B es base de alguna topoloǵıa sobre X (en concreto, de la formada por las uniones
arbitrarias de elementos de B ) si, y sólo si, B recubre X y además verifica la
condición siguiente: dados dos elementos cualesquiera B1, B2 ∈ B , y dado un
punto x ∈ B1 ∩B2 , existe algún B3 ∈ B tal que x ∈ B3 ⊆ B1 ∩B2 .

15. Utiĺıcese alguna de las caracterizaciones expuestas en el ejercicio anterior, para respon-
der a las siguientes cuestiones:

a) Si X es un conjunto infinito, ¿sirve la familia de todos sus subconjuntos infinitos
como base de alguna topoloǵıa sobre X ? Si la respuesta es afirmativa, ¿cuál es
esa topoloǵıa?

b) ¿Es la familia de todos los rectángulos del plano una base de alguna topoloǵıa
sobre R2 ? ¿Y la de todos los rectángulos sin lados? Si la respuesta a alguna de las
dos preguntas es afirmativa, d́ıgase cuál es la topoloǵıa correspondiente.

16. Pruébese que, en general, no existe un máximo cerrado contenido en un subconjunto
de un espacio topológico.
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17. Dado cualquier subconjunto de un espacio topológico, ¿existe siempre el mı́nimo abierto
que lo contiene?

18. Sea (X, τ) un espacio topológico. Demuéstrese que son equivalentes las tres siguientes
propiedades:

a) Para cada x ∈ X , existe su entorno minimo. (Es decir, existe un entorno V ∈ V(x) ,
tal que V ⊆ U , para cualquier U ∈ V(x) .)

b) La intersección arbitraria de abiertos es un abierto.

c) La unión arbitraria de cerrados es un cerrado.

19. Topoloǵıa del orden parcial.

Sea (X,≤) un conjunto parcialmente ordenado con más de un punto. Para cada punto
a ∈ X llamaremos cono superior asociado a a al subconjunto {x ∈ X : a ≤ x} .

�

�

�

�

Figura 2.1

a) Demuéstrese que la colección de los conos superiores asociados a todos los puntos
de X , es decir,

B = {{x ∈ X : a ≤ x} : a ∈ X} ,

es una base de una topoloǵıa sobreX , que llamaremos topoloǵıa del orden parcial ,
y denotaremos τ≤ .

b) Demuéstrese que un unitario {x0} ⊂ X es abierto en τ≤ si, y sólo si, x0 es un
elemento maximal en (X,≤) .

c) Demuéstrese que un unitario {x0} ⊂ X es cerrado en τ≤ si, y sólo si, x0 es un
elemento minimal en (X,≤) .

d) Pruébese que la clausura de {x0} ⊂ X está formada por todos aquellos elementos
de X que sean menores que x0 (y, por supuesto, por el propio x0 ).

e) Compruébese que un subconjunto unitario {x0} ⊂ X es denso en (X, τ≤) si, y
sólo si, x0 ≥ x , para cualquier x ∈ X . (Es decir, habrá algún unitario denso en
(X, τ≤) si, y sólo si, existe un máximo para el orden ≤ .)

(Como consecuencia de esto y del ejercicio 19b, resulta que cualquier punto denso
en (X, τ≤) es abierto.)

f ) Descŕıbase la topoloǵıa del orden parcial sobre R dotado de su orden usual.
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g) Un conjunto parcialmente ordenado puede representarse mediante un diagrama
en el que cada punto es menor que otro si existe un segmento ascendente (o una
cadena de segmentos ascendentes) que los une.

Consideremos el conjunto X = {a, b, c, d} parcialmente ordenado representado en
la figura 2.1.

Determı́nense los abiertos en la topoloǵıa τ≤ definida por el orden parcial.

h) Sea X = {a, b, c, d, e} el conjunto parcialmente ordenado representado en la figura
2.2.

1) Determı́nense los abiertos y los cerrados en la topoloǵıa τ≤ inducida por el
orden parcial.

2) Encuéntrese una base de entornos para cada punto.

3) Calcúlense
◦
A y A , con A = {a, d, e} .

� �

� �

�

Figura 2.2

i) Consideremos Z dotado de la topoloǵıa inducida por el orden parcial representado
en la figura 2.3.

����������

� � �����

� � �������

Figura 2.3

1) Véase que todo {m} ⊂ Z , con m par, es cerrado.

2) Véase que todo {m} ⊂ Z , con m impar, es abierto.

3) Calcúlense {0,−1, 1} , Int ({−5,−3,−1, 2, 4, 6}) y Ais ({−4,−2, 0, 2, 4}) .
4) Compruébese que el conjunto de los números impares es un subconjunto denso.

j ) Consideremos Z dotado de la topoloǵıa inducida por el orden parcial representado
en la figura 2.4.

1) Determı́nense los abiertos en τ≤ .

2) Calcúlense {3} e Int ({−1}) .
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3) Véase que el conjunto N ∪ {0} de los enteros no negativos es un subconjunto
cerrado.

4) ¿Hay algún subconjunto propio que sea denso?

20. Topoloǵıas del orden total.

Sea (X,≤) un conjunto totalmente ordenado con más de un punto. Para cada punto
a ∈ X definimos los conjuntos (←, a) = {x ∈ X : x < a} (que llamaremos semirrecta a
la izquierda de a ) y (a,→) = {x ∈ X : x > a} (que llamaremos semirrecta a la derecha
de a ).

a) Pruébese que B = {X} ∪ {(←, a) : a ∈ X} es una base para una topoloǵıa sobre
X , que llamaremos topoloǵıa de semirrectas a la izquierda.

(Igualmente, se puede demostrar que B = {X}∪{(a,→) : a ∈ X} es también base
de una topoloǵıa sobre X , que llamaremos topoloǵıa de semirrectas a la derecha.)

b) Consideremos R con la topoloǵıa generada por la siguiente familia de semirrectas
abiertas: {(−∞, a) : a ∈ R} . (Es decir, la topoloǵıa de semirrectas a la izquierda
sobre R , dotado de su orden usual.)

1) Encuéntrese una base de entornos para cada punto.

2) ¿Es este espacio primero contable? ¿Y segundo contable?

3) Calcúlense interior, clausura, frontera, conjunto derivado y conjunto de puntos
aislados de Q , N , (−∞, 0) y [0,+∞) .

4) ¿Cuál es la topoloǵıa de subespacio inducida sobre N ?

c) Pruébese que las intersecciones finitas de semirrectas a la izquierda y de semi-
rrectas a la derecha en un conjunto X totalmente ordenado constituyen (junto
con el total) una base para una topoloǵıa. Dicha topoloǵıa recibirá el nombre de
topoloǵıa de los intervalos sobre X .

d) Diremos que un subconjunto A de X es un intervalo si para todo z ∈ X con
x < z < y , siendo x e y puntos de A , se verifica z ∈ A . Si en X se considera la
topoloǵıa de los intervalos, demuéstrese que los intervalos de la forma

(a, b) = {x ∈ X : a < x < b}

son subconjuntos abiertos y que los de la forma

[a, b] = {x ∈ X : a ≤ x ≤ b}

�

�
�

�
�
�

�

�

�

�

��

��

��

Figura 2.4
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son subconjuntos cerrados, aunque podŕıan ser también abiertos.

e) Demuéstrese que la topoloǵıa de los intervalos sobre X es la mı́nima topoloǵıa
sobreX que contiene a las topoloǵıas de semirrectas a la izquierda y de semirrectas
a la derecha.

f ) Pruébese que la topoloǵıa usual de R es la topoloǵıa de los intervalos asociada a
su orden usual.

21. Consideremos en R2 la topoloǵıa usual.

a) Pruébese que el conjunto S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} es cerrado.

b) Calcúlese el conjunto derivado del conjunto A = {( 1n ,
1
m) : n,m ∈ N} .

22. Se considera sobre R2 la topoloǵıa menos fina τ para la cual todas las circunferencias
de centro el origen y todas las rectas que pasan por el origen son abiertos. Pruébese
que G ∈ τ si, y sólo si, G es simétrico respecto al origen.

23. Dados los siguientes espacios topológicos, determı́nense las topoloǵıas inducidas sobre
los distintos subespacios que en cada caso se indican.

a) (X ∪ {p}, τ) , con p /∈ X ; τ = P(X) ∪ {X ∪ {p}} .
Subconjunto: X .

b) (X, τ) , y sea p ∈ X ; τ = {G ⊆ X : p ∈ G} ∪ {∅} .
Subconjunto: X \ {p} .

c) (R, τ) ; τ = {G ⊆ R : {0, 1} ⊆ G} ∪ {∅} .
Subconjuntos: N , Q , I , (0, 1), [0, 1], { 1

n : n ∈ N} ∪ {0} .
d) (R, τ) ; τ = {G ⊆ R : q ∈ G ∩Q ⇒ −q ∈ G} .

Subconjuntos: Q , I .
e) (R2, τ) ; τ = {A× R : A ⊆ R} .

Subconjuntos: la recta x = 0 , la recta y = 0 , la unión de las rectas x = y y
x = −y , la circunferencia S1 .

f ) (N, τ) ; τ = {G ⊆ N : p ∈ G ⇒ todos los múltiplos de p están en G} .
Subconjuntos: el conjunto de los pares, el conjunto de los impares, {1, 2} .

g) R2\{(0, 0)} , con la topoloǵıa que tiene por base la colección de todos los segmentos
de longitud finita con inicio en el origen. (Compruébese que, efectivamente, dicha
colección es base de alguna topoloǵıa.)

Subconjuntos: S1 , el cuadrado centrado en (0, 0) de lado 2, la recta x = 0 sin el
origen, la corona circular {(x, y) : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 2} .

24. Pruébese que, si {x1, . . . , xn} es una colección finita de puntos distintos de un espacio
topológico T2 , entonces existe una familia de abiertos {U1, . . . , Un} disjuntos dos a dos,
tales que x1 ∈ U1 , . . . , xn ∈ Un .



MA
NU

AL
ES

 UE
X

62

 JOSÉ NAVARRO GARMENDIA Y ADRIÁN GORDILLO MERINO62 Topoloǵıa

25. Sea (X, τ) un espacio topológico de Hausdorff, y sea A ⊆ X . Demuéstrese que A puede
escribirse como la intersección de todos los abiertos que lo contienen:

A =
∩

G∈τ , A⊆G

G .

26. Sea (X, τ) un espacio topológico primero contable. Pruébese que, si toda sucesión
convergente en (X, τ) tiene ĺımite único, entonces (X, τ) es T2 .

(Este resultado es una especie de inverso de la proposición 2.7.2, pero tan sólo parcial,
porque, como ya se dijo entonces, un espacio topológico conumerable sirve como ejemplo
de espacio que no es de Hausdorff donde cualquier sucesión convergente tiene ĺımite
único.)

27. Demuéstrese que un espacio topológico es T2 si, y sólo si, la intersección de todos los
entornos cerrados de cada punto se reduce al propio punto.

28. Compruébese que un espacio topológico es grosero si, y sólo si, todo subconjunto uni-
tario es denso.

29. Póngase un ejemplo de un espacio topológico no discreto en el que todo subconjunto
sea abierto o cerrado.

30. Demuéstrese que, si Fr (A) = B y Fr (B) = A , entonces A = B .

31. Demuéstrese que un subconjunto G de un espacio topológico (X, τ) es abierto si, y
sólo si, A ∩G = ∅ implica A ∩G = ∅ para todo A ⊆ X .

32. Como consecuencia del ejercicio anterior, pruébese que un subconjunto G de un espacio
topológico (X, τ) es abierto si, y sólo si, Fr (G) ⊆ X \G .

33. Demuéstrese que Int (A \ B) ⊆ Int (A) \ Int (B) , y póngase un ejemplo en el que no
se verifique la inclusión rećıproca. Véase además que, si B es abierto y cerrado si-
multáneamente, entonces se verifica la igualdad.

34. Pruébese que A \B ⊆ A \B , y que, en general, no se da la inclusión rećıproca.

35. Compruébese que, si
◦
A= A , entonces Fr (A) = Fr (A) .

36. Demuéstrese que si un espacio topológico no tiene puntos aislados, tampoco ninguno
de sus abiertos tiene puntos aislados.

37. Demuéstrese que un espacio topológico finito es metrizable si, y sólo si, es discreto.

38. Calcúlense el conjunto de ĺımites y el conjunto de valores de adherencia de la sucesión
( 1n)n∈N en R dotado de las siguientes topoloǵıas:

a) τusual ;
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b) τdiscreta ;

c) τgrosera ;

d) τcofinita , con τcofinita = {G ⊆ R : Gc es finito} ∪ {∅} ;
e) τconumerable , con τconumerable = {G ⊆ R : Gc es numerable} ∪ {∅} ;
f ) τ = {∅,R,Q, I} ;
g) τ = {G ⊆ R : 0 ∈ G} ∪ {∅} ;
h) τ = {G ⊂ R : 0 /∈ G} ∪ {R} ;
i) τ = {G ⊆ R : x ∈ G ⇒ −x ∈ G} ;
j ) τ = {G ⊂ R : 0 /∈ G y 1 /∈ G} ∪ {R} .

39. Dada la sucesión de números naturales

(1, 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, . . . , 1, 2, 3, 4, . . . , n, . . .) ,

caracteŕıcense las topoloǵıas sobre N con las que la sucesión es convergente, y de-
termı́nese su conjunto de ĺımites en cada caso.

40. Caracteŕıcense las sucesiones convergentes en un conjunto infinito dotado de la topoloǵıa
cofinita.

41. Demuéstrese que el conjunto de ĺımites de una sucesión en un espacio topológico siempre
es un subconjunto cerrado.

42. Sea (X, τ) un espacio topológico, sea A ⊆ X , y sea x0 ∈ X . Demuéstrese que, si existe
una sucesión (xn)n∈N ⊆ A convergente al punto x0 , entonces x0 ∈ A .

43. Compruébese que 0 ∈ (0, 1] en (R, τconumerable), y, sin embargo, no existe ninguna
sucesión en (0, 1] que converja a 0 .

44. Aplicando lo enunciado en el ejercicio 42, compruébese que, si A es un subconjunto
cerrado de un espacio topológico (X, τ) , entonces A contiene todos los ĺımites de las
sucesiones (xn)n∈N ⊆ A que sean convergentes.

45. Sea (X, τ) un espacio topológico, sea A ⊆ X , y sea x0 ∈ X . Demuéstrese que, si

x0 ∈
◦
A , entonces, para cada sucesión (xn)n∈N convergente a x0 , existe ν ∈ N tal que,

para cada n ≥ ν , xn ∈ A .

46. Compruébese que en el espacio (R, τconumerable) cualquier sucesión (xn)n∈N convergente
a 1 tiene todos sus términos, salvo a lo sumo finitos, dentro de Q , y que, sin embargo,
1 no pertenece al interior de Q .

47. Como aplicación directa del ejercicio 45, compruébese que, si A es un abierto en un
espacio topológico (X, τ) , entonces, para cada sucesión (xn)n∈N que converja a un
punto de A , existe ν ∈ N tal que, para cada n ≥ ν , xn ∈ A .
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48. Sean (X, τ) un espacio topológico, (xn)n∈N una sucesión en X, y x0 ∈ X . Demuéstrese
que, si existe una subsucesión (xnk

)k∈N de la dada que sea convergente a x0 , entonces
x0 es valor de adherencia de (xn)n∈N .

49. Consideremos X = (N× N) ∪ {(0, 0)} sobre el que definiremos la siguiente topoloǵıa:

G ∈ τ ⇔ (0, 0) /∈ G , o bien, si (0, 0) ∈ G , entonces existe ν ∈ N tal que, para cualquier
n ≥ ν , {n} × N ⊂ G , salvo, a lo sumo, un número finito de puntos en cada {n} × N .

(X, τ) recibe el nombre de espacio de Arens. Compruébese que en este espacio (0, 0)
es valor de adherencia de la sucesión

((1, 1), (2, 1), (1, 2), (3, 1), (2, 2), (1, 3), (4, 1), (3, 2), (2, 3), (1, 4), . . . ,

(n, 1), (n− 1, 2), . . . , (2, n− 1), (1, n), . . .) ,

y no existe ninguna subsucesión de ella que converja a (0, 0) .

50. Sea (X, τ) un espacio topológico primero contable. Compruébese que, para cada x ∈ X ,
existe una base numerable y decreciente de entornos de x : B(x) = {Vn}n∈N ↘ .

(Con “decreciente” queremos decir que Vn+1 ⊆ Vn , para cada n ∈ N .)

51. Sea (X, τ) un espacio topológico primero contable, sea A ⊆ X , y sea x0 ∈ X . De-
muéstrese que se verifican las siguientes proposiciones:

a) x0 ∈ A si, y sólo si, existe una sucesión (xn)n∈N ⊂ A que converja a x0 .

b) A es cerrado si, y sólo si, A contiene todos los ĺımites de sucesiones de puntos de
A que sean convergentes.

c) x0 ∈
◦
A si, y sólo si, para cualquier sucesión (xn)n∈N convergente a x0 , existe ν ∈ N

tal que, para n ≥ ν , xn ∈ A .

d) A es abierto si, y sólo si, para cualquier sucesión (xn)n∈N convergente a algún
punto de A , existe ν ∈ N tal que, para n ≥ ν , xn ∈ A .

e) x0 es valor de adherencia de (xn)n∈N si, y sólo si, existe una subsucesión (xnk
)k∈N

de la dada que converja a x0 .

(Téngase en cuenta para la resolución de este ejercicio que en todos los apartados una
de las dos implicaciones es cierta en cualquier espacio topológico y su demostración ya
ha sido propuesta en los ejercicios anteriores. Para la implicación que no es cierta en
general, y śı en espacios primeros contables, se debe usar el ejercicio 50.)
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Ejercicios de autoevaluación

Sólo una de las opciones indicadas es correcta para cada pregunta:

1. En un espacio cuya topoloǵıa viene inducida por una métrica, una bola cerrada . . .

a) nunca puede ser un abierto;

b) siempre es entorno de todos sus puntos;

c) siempre coincide con la clausura de la bola abierta del mismo centro y mismo
radio;

d) ninguna de las opciones anteriores es correcta.

2. Dado A , subconjunto de un espacio topológico (X, τ) , si denotamos por A′ su con-
junto de puntos de acumulación, . . .

a) A′ siempre está contenido en A ;

b) A′ siempre está contenido en A ;

c) A′ nunca es vaćıo;

d) A′ nunca es un abierto del espacio.

3. En (R, τusual) . . .

a) todo subconjunto tiene interior distinto del vaćıo;

b) todo subconjunto propio (ni vaćıo ni total) tiene clausura distinta de R ;

c) todo subconjunto no vaćıo con un número finito de elementos tiene interior vaćıo;

d) ningún punto tiene una base de entornos numerable.

4. El interior de A = { 1
n : n ∈ N} en (R, τconumerable) es. . .

a) A ∪ {0};
b) vaćıo;

c) un subconjunto no vaćıo contenido estrictamente en A;

d) igual a la clausura de A.

5. La topoloǵıa usual sobre R induce la topoloǵıa discreta sobre . . .

a) el subconjunto de los números racionales;

b) el subconjunto de los números enteros;

c) el subconjunto A = { 1
n : n ∈ N} ∪ {0};

d) los tres subconjuntos mencionados en los apartados anteriores.
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6. En cualquier espacio topológico métrico . . .

a) toda esfera es un subconjunto abierto;

b) la frontera de una esfera siempre coincide con la esfera;

c) ninguna esfera es un subconjunto abierto;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

7. Sea X un conjunto no vaćıo con más de un elemento, y sea p ∈ X. Consideremos sobre
X la siguiente topoloǵıa:

τ = {G ⊆ X : p ∈ G} ∪ {∅} .

En este espacio topológico, dado un subconjunto A, . . .

a) el interior de A siempre es A;

b) la clausura de A es X, si p ∈ A;

c) el conjunto de puntos aislados de A es vaćıo, si p ∈ A;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

8. Consideremos R dotado de la topoloǵıa τ = {G ⊂ R : 0 /∈ G}∪{R}. Dado A = (0, 1). . .

a) la frontera de A está contenida en A;

b) A no tiene ningún punto de acumulación;

c) el interior de A está contenido estrictamente en A;

d) A es un conjunto de puntos aislados.

9. Sobre (0,+∞) . . .

a) es posible definir alguna topoloǵıa que haga que el subconjunto {1} sea abierto,
pero no cerrado;

b) es posible definir alguna topoloǵıa que haga que el interior del subconjunto {1}
sea {1, 2};

c) es posible definir alguna topoloǵıa que haga que la clausura de ∅ sea (0,+∞);

d) la topoloǵıa usual de R induce la discreta.

10. Consideremos R dotado de la topoloǵıa cofinita,

τcofinita = {G ⊆ R : Gc es un subconjunto finito} ∪ {∅} .

La topoloǵıa inducida por τcofinita . . .

a) sobre (0, 1) es la grosera;

b) sobre N es la discreta;
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c) sobre A = {n ∈ N : n ≤ 6} es la discreta;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

11. En un espacio topológico métrico, . . .

a) la unión de dos bolas abiertas nunca es un subconjunto cerrado;

b) la intersección de dos bolas abiertas siempre es un subconjunto abierto;

c) la intersección de dos esferas siempre es distinta del vaćıo;

d) la unión de dos esferas siempre es distinta del vaćıo.

12. Consideremos N dotado de la siguiente topoloǵıa:

τ = {∅,N, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, . . . , {1, 2, 3, . . . , n}, . . .} .

En este espacio topológico . . .

a) no es posible definir ninguna métrica que induzca la topoloǵıa τ dada;

b) se verifica que el subconjunto de los números pares es denso;

c) se verifica que el subconjunto de los números impares es abierto;

d) no es posible encontrar ningún elemento aislado.

13. Consideremos N dotado de la siguiente topoloǵıa:

τ = {G ⊆ N : 1 ∈ G} ∪ {∅} .

En este espacio topológico . . .

a) es posible definir alguna métrica que induzca la topoloǵıa τ dada;

b) el ı́nfimo del conjunto de números naturales que pertenecen a la clausura del
subconjunto A = {300, 301, 302} es 1;

c) el supremo del conjunto de números naturales que pertenecen al interior del sub-
conjunto B = {1, 15, 20, 25, 30} es 30;

d) ninguna de las opciones anteriores es correcta.

14. En N dotado de la topoloǵıa inducida por la distancia

d(n,m) =

{
n+m , si n ̸= m,

0 , si n = m,

Dı́gase cuál de los siguientes números es mayor:

a) el diámetro de la clausura del conjunto de divisores del número 6;

b) la distancia entre el interior del conjunto de números pares y la clausura del
conjunto de números impares;
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c) el ı́nfimo de los números naturales n ∈ N para los que se verifica que la bola abierta
B(n, 2) es un subconjunto cerrado;

d) el supremo de los números naturales n divisores de 10 para los que se verifica que
la frontera de la bola abierta B(n, 2) es un subconjunto vaćıo.

15. Considérese R2 dotado de la siguiente topoloǵıa:

τ = {G ⊆ R2 : {−1, 1} × R ⊆ G} ∪ {∅} .

La circunferencia unidad S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} . . .

a) tiene interior vaćıo;

b) es un subconjunto cerrado;

c) tiene dos puntos aislados;

d) es de frontera vaćıa.

16. Consideremos R2 dotado de la topoloǵıa

τ = {A× R : A ⊆ R} .

(Nótese que ∅ ∈ τ , pues ∅ × R = ∅.)
La topoloǵıa de subespacio inducida por τ sobre . . .

a) la recta x = 0 es la discreta;

b) la recta y = 0 es la usual de R;
c) la recta y = 0 es la discreta;

d) la recta y = x es la grosera.

17. En (R, τ = {G ⊂ R : 1 /∈ G} ∪ {R}) . . .

a) la sucesión ( 1n)n∈N converge a 0;

b) cualquier sucesión converge a 1;

c) no hay sucesiones convergentes a 0;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

18. El espacio (R, τ = {G ⊆ R : 1 ∈ G} ∪ {∅}) . . .

a) verifica que en él no hay sucesiones cuyo conjunto de ĺımites sea todo R ;

b) es de Hausdorff;

c) verifica que el conjunto de valores de adherencia de la sucesión (1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .)
(“la del paso marcial”) es {1, 2} ;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
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19. La sucesión (n)n∈N (“la de contar”) converge a cualquier número natural en . . .

a) (N, τdiscreta) ;
b) (N, τ = {G ⊂ N : 1 /∈ G} ∪ {N}) ;
c) (N, τ = {N, ∅,N \ {1},N \ {2},N \ {1, 2}}) ;
d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

20. La sucesión (1, 1, 2, 1, 2, 3, . . . , 1, 2, 3, . . . , n, . . .) (“la del niño que va aprendiendo a con-
tar poco a poco y repasando lo aprendido”) tiene a R como conjunto de valores de
adherencia en . . .

a) (R, τdiscreta) ;
b) (R, τusual) ;
c) (R, τconumerable) ;

d) (R, τgrosera) .
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Caṕıtulo 3

Aplicaciones continuas

Para poder profundizar en la teoŕıa de los espacios topológicos es esencial, como en
tantas otras ramas de la Matemática, prestar especial atención a las aplicaciones entre
ellos que conservan su estructura. Estas aplicaciones se llaman aplicaciones continuas, y
son el objeto de estudio de este caṕıtulo.1

3.1. Definición y ejemplos

Definición 3.1.1 Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) una aplicación entre espacios topológicos, y
sea x0 ∈ X . Diremos que f es continua en x0 si, para cualquier entorno V de f(x0) ,
existe un entorno U de x0 , tal que f(U) ⊆ V .

Si f es continua en todo x ∈ X , entonces diremos que f es continua.

Observaciones:

1. Podŕıamos decir lo mismo con entornos básicos (tanto de x0 como de f(x0) ), y la
definición resultante seŕıa equivalente. Véase.

2. También seŕıa equivalente decir que f es continua en x0 si, para cualquier entorno
V de f(x0) , f

−1(V ) es entorno de x0 .

Ejemplos:

1. Consideremos la siguiente aplicación constante (para cierto y0 ∈ Y ) entre espacios
topológicos:

(X, τ)
f−→ (Y, τ ′)

x �−→ f(x) = y0 .

Sea cual sea x ∈ X , f(x) = y0 , y, por tanto, sea cual sea el entorno U de x que
cojamos, f(U) = {y0} ⊆ V , para cualquier V entorno de y0 .

1Este punto de vista que concede preeminencia a las aplicaciones es relativamente moderno; tiene sus
oŕıgenes a mediados del siglo XX, con el desarrollo de la teoŕıa de categoŕıas. Desde entonces, su importancia
en Topoloǵıa, Álgebra y Geometŕıa no ha dejado de aumentar.

71
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2. Sea f : (X, τdiscreta) → (Y, τ ′) una aplicación definida sobre un espacio discreto, y
sea x0 ∈ X . Dado V ∈ V(f(x0)) , es sencillo escoger {x0} como el entorno U de x0
que pide la definición 3.1.1: f({x0}) = {f(x0)} ⊆ V .

3. Sea f : (X, τ) → (Y, τgrosera) una aplicación que toma valores en un espacio grosero,
y sea x0 ∈ X . Como el único entorno que existe de f(x0) es Y y, para cualquier
subconjunto A ∈ X , se tiene f(A) ⊆ Y , podemos tomar cualquier entorno de x0
como el entorno U de la definición 3.1.1.

4. Como mera reescritura de la definición de aplicación continua al lenguaje ε−δ , pro-
pio de los espacios métricos (usando aqúı que en cualquier espacio métrico podemos
escoger como base de entornos de cualquier punto la familia de bolas abiertas centra-
das en dicho punto), obtenemos cuál es la condición que debe verificar una aplicación
entre espacios métricos f : (X, d) → (Y, d ′) para ser continua en x0 ∈ X :

∀ε > 0 , ∃δ > 0 : d(x, x0) < δ ⇒ d ′(f(x), f(x0)) < ε (♣) .

En el caso particular de una función f : (R, dusual) → (R, dusual) , (es decir, una
función propia del Cálculo en una variable real) la condición (♣) se escribe del
modo conocido:

∀ε > 0 , ∃δ > 0 : |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε .

Los tres primeros ejemplos nos proporcionan nuestro primer teorema sobre funciones
continuas:

Teorema 3.1.2 Se verifican las proposiciones siguientes:
1. Cualquier aplicación constante entre espacios topológicos (independientemente de

las topoloǵıas de ambos espacios) es continua.
2. Cualquier aplicación definida sobre un espacio topológico discreto es continua.
3. Cualquier aplicación que tome valores sobre un espacio topológico grosero es conti-

nua.

3.2. Algunos resultados útiles

A continuación vamos a demostrar un resultado fundamental, pues nos permitirá es-
tudiar la continuidad (global) de una aplicación entre espacios topológicos, atendiendo a
los abiertos o los cerrados y a su comportamiento frente a imagen inversa.

Teorema 3.2.1 Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) una aplicación entre espacios topológicos. Son
equivalentes:

a) f es continua;
b) para cada G ∈ τ ′ , f−1(G) ∈ τ ;
c) para cada cerrado F de (Y, τ ′) , f−1(F ) es cerrado en (X, τ) .
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Demostración:

(a ⇒ b) Sea G ∈ τ ′ . Si f−1(G) = ∅ , entonces f−1(G) ∈ τ .

Supongamos pues que f−1(G) ̸= ∅ , y sea x ∈ f−1(G) . Demostraremos que f−1(G) es
abierto viendo que es entorno de x . (Usamos aqúı la caracterización de un abierto como
un entorno de todos sus puntos que presentamos en la proposición 2.2.2.)

Como G ∈ τ ′ y x ∈ f−1(G) , G es un entorno de f(x) . Puesto que f es continua,
existe —según la definición 3.1.1— un entorno U de x , tal que f(U) ⊆ G , y, por tanto,
U ⊆ f−1(G) , de donde se sigue (gracias a la tercera propiedad de la familia de entornos
de un punto en un espacio topológico) que f−1(G) es entorno de x , con lo que acabamos.

(b ⇒ c) Sea F un subconjunto cerrado en (Y, τ ′) ; es decir, F c ∈ τ ′ . Como suponemos
(b) cierta, f−1(F c) ∈ τ . Pero f−1(F c) = (f−1(F ))c . Luego f−1(F ) es cerrado en (X, τ) .

(c ⇒ a) Vamos a demostrar el contrarrećıproco. Es decir, partimos de suponer que f no es
continua en todo punto. Por tanto, existe x0 ∈ X donde f no es continua, lo cual significa
que existe V ∈ V(f(x0)) , tal que, sea cual sea U ∈ V(x0) , f(U) ⊈ V (equivalentemente,
f(U) ∩ V c ̸= ∅ ; de modo también equivalente, U ∩ f−1(V c) ̸= ∅ ).

Ahora bien, por ser V entorno de f(x0) , existe un abierto G , tal que f(x0) ∈ G ⊆ V
(y, por tanto, tal que V c ⊆ Gc ).

Precisamente, Gc será el cerrado de (Y, τ ′) cuya imagen inversa por f no es cerrada
en (X, τ) .

En efecto, x0 /∈ f−1(Gc) (pues f(x0) ∈ G ) y todo entorno U de x0 , según dijimos
más arriba, es tal que ∅ ̸= U ∩ f−1(V c) ⊆ U ∩ f−1(Gc) . Es decir, x0 ∈ f−1(Gc) , con lo
cual f−1(Gc) no es cerrado.

Veamos ahora una serie de enunciados que nos servirán como herramientas sencillas
para estudiar la continuidad de algunas aplicaciones entre espacios topológicos.

Empecemos hablando de cómo las aplicaciones continuas se pueden componer para dar
lugar a otra aplicación continua.

Proposición 3.2.2 La composición de dos aplicaciones continuas vuelve a ser una apli-
cación continua.

Demostración:

Sean f : (X, τ) → (Y, τ ′) y g : (Y, τ ′) → (Z, τ ′′) dos aplicaciones continuas entre
espacios topológicos que pueden componerse.

La composición g ◦ f : (X, τ) → (Z, τ ′′) es continua. Veámoslo, basándonos en el
teorema 3.2.1, comprobando que, para cada G ∈ τ ′′ , (g ◦ f)−1(G) ∈ τ :

(g ◦ f)−1(G) = f−1(g−1(G)) .

Como g es continua, el teorema 3.2.1 afirma que g−1(G) ∈ τ ′ , y como f también es
continua, de nuevo el mismo teorema garantiza que f−1(g−1(G)) ∈ τ .
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Cuando tenemos una función continua, podemos restringirla a cualquier subespacio
del espacio topológico donde la función está definida, y volvemos a obtener una función
continua. Vamos a comprobarlo con los dos siguientes resultados.

Lema 3.2.3 Sea (X, τ) un espacio topológico, y sea A ⊆ X no vaćıo. La topoloǵıa de
subespacio inducida por τ sobre A es la mı́nima (con menor número de abiertos; la menos
fina) topoloǵıa sobre A que hace continua la inclusión natural:

A
i
↪→ (X, τ)

a �→ i(a) = a .

Demostración:

La topoloǵıa de subespacio τA obviamente hace continua la inclusión natural, ya que
la imagen inversa de cualquier abierto G ∈ τ pertenece a τA (véase la definición 2.6.1):

i−1(G) = G ∩A ∈ τA .

Si τ ′ es otra topoloǵıa sobre A que haga continua la inclusión natural i , comprobemos
que τA ≤ τ ′ .

Sea G ∈ τA . Por la definición de τA , existe G̃ ∈ τ tal que G = G̃ ∩ A . Como la
aplicación

(A, τ ′)
i
↪→ (X, τ)

a �→ i(a) = a

es continua, según el teorema 3.2.1, i−1(G̃) = G̃ ∩A ∈ τ ′ , con lo que concluimos.

Proposición 3.2.4 La restricción de cualquier aplicación continua a un subespacio es
una aplicación continua.

Demostración:

Dada una función continua f : (X, τ) → (Y, τ ′) , y dado un subespacio topológico
(A, τA) ⊆ (X, τ) , la restricción de f al subespacio, f|A , es la siguiente composición de
aplicaciones continuas (por tanto, continua, según la proposición 3.2.2):

(A, τA)
i
↪→ (X, τ)

f→ (Y, τ ′) .

(La aplicación i es continua, según el lema 3.2.3.)

Proposición 3.2.5 La aplicación f : (X, τ) → (Y, τ ′) entre espacios topológicos es con-
tinua si, y sólo si, f : (X, τ) → (f(X), τ ′f(X)) es continua.
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Demostración:

Basta darse cuenta de que, dado un subconjunto B ⊆ Y ,

f−1(B) = f−1(B ∩ f(X)) .

Por tanto, decir que, dado cualquier G̃ ∈ τ ′ , f−1(G̃) ∈ τ , equivale a decir que, dado
G(= G̃ ∩ f(X)) ∈ τ ′f(X) , f

−1(G) ∈ τ , lo que, por el teorema 3.2.1, es justamente lo que
queŕıamos probar.

Para acabar con esta serie de enunciados de tipo “instrumental”, vamos a demostrar
de seguida un par de resultados relativos a la continuidad global de funciones que podemos
entender como continuas “a trozos”.

Proposición 3.2.6 (Carácter local de la continuidad) Una aplicación f : (X, τ) →
(Y, τ ′) entre espacios topológicos es continua si y solo si existe un recubrimiento por abier-
tos X = ∪i∈IGi de modo que f|Gi

: (Gi, τGi) → (Y, τ ′) es continua, para cada i ∈ I .

Demostración: Si f es continua, no hay nada que decir, pues basta tomar al propio X
como recubrimiento.

Rećıprocamente, sea X = ∪i∈IGi de modo que f|Gi
: (Gi, τGi) → (Y, τ ′) es continua,

para cada i ∈ I . Como Gi ∈ τ , si A ∈ τGi , entonces (por ser intersección de un abierto
de τ con Gi , también abierto en τ ) A ∈ τ .

Teniendo eso en cuenta, veamos ahora que, dado G ∈ τ ′ , f−1(G) ∈ τ :

f−1(G) = f−1(G) ∩X = f−1(G) ∩ (∪i∈IGi) = ∪i∈I(f
−1(G) ∩Gi) = ∪i∈I(f|Gi

)−1(G) ;

obtenemos un abierto en (X, τ) , pues es una unión de abiertos en (X, τ) . Efectivamente,
cada (f|Gi

)−1(G) es un abierto de τGi , pues por hipótesis f|Gi
es continua para cada i ∈ I .

Luego (f|Gi
)−1(G) ∈ τ .

Proposición 3.2.7 Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) una aplicación entre espacios topológicos. Si
X = F1 ∪ . . . ∪ FN (con N ∈ N y Fi cerrado en (X, τ) , para cada i ∈ {1, . . . , N} ), y
f|Fi

: (Fi, τFi) → (Y, τ ′) es continua (para cada i ∈ {1, . . . , N} ), entonces f es continua.

Demostración:

Del mismo modo que en la demostración de la proposición 3.2.6, hagamos notar primero
que, para cada cualquier i ∈ {1, . . . , N} , si un subconjunto A es cerrado en (Fi, τFi) ,
entonces A es cerrado en (X, τ) , por ser intersección de dos cerrados.

Comprobemos ya que, dado F cerrado en (Y, τ ′) , f−1(F ) es cerrado en (X, τ), (es
decir, hacemos uso de la condición (c) del teorema 3.2.1, para demostrar que f es continua):

f−1(F ) = f−1(F ) ∩X = f−1(F ) ∩ (∪N
i=1Fi) = ∪N

i=1(f
−1(F ) ∩ Fi) = ∪N

i=1(f|Fi
)−1(F ) ;

lo que nos sale es un cerrado en (X, τ) , por ser una unión finita de cerrados.
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Cada (f|Fi
)−1(F ) es un cerrado en (X, τ) , ya que por hipótesis f|Fi

es continua (pa-
ra cada i ∈ {1, . . . , N} ), y, por tanto, (f|Fi

)−1(F ) es cerrado en (Fi, τFi) , con lo que
para concluir no hace falta más que recordar la observación que hicimos al inicio de la
demostración.

3.3. Homeomorfismos

Definición 3.3.1 Una aplicación f : (X, τ) → (Y, τ ′) entre espacios topológicos es un
homeomorfismo si f es biyectiva y “bicontinua” (tanto f como f−1 son aplicaciones
continuas).

Diremos que dos espacios topológicos son homeomorfos cuando entre ambos exista
algún homeomorfismo.

La definición de homeomorfismo y el teorema 3.2.1 proporcionan el siguiente teorema,
cuya demostración es elemental a la luz de lo expuesto.

Teorema 3.3.2 Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) una biyección. Son equivalentes:
a) f es un homeomorfismo;
b) f(G) ∈ τ ′ si, y sólo si, G ∈ τ ;
c) f(F ) es cerrado en (Y, τ ′) si, y sólo si, F es cerrado en (X, τ) .

Definición 3.3.3 Una aplicación f : (X, τ) → (Y, τ ′) entre espacios topológicos se dice
abierta si lleva subconjuntos abiertos en abiertos:

f(G) ∈ τ ′, para cada G ∈ τ .

De modo análogo, diremos que la aplicación f es cerrada si lleva cerrados en cerrados:

f(F ) es cerrado en (Y, τ ′), para cada F cerrado en (X, τ) .

Obviamente, si f : (X, τ) → (Y, τ ′) es una biyección entre espacios topológicos, del
teorema 3.2.1 se sigue la siguiente equivalencia:

f es abierta ⇔ f−1 es continua .

(Lo mismo puede afirmarse cambiando “abierta” por “cerrada”.)

Es decir, una aplicación f : (X, τ) → (Y, τ ′) es homeomorfismo si, y sólo si, f es
biyectiva, continua y abierta (o cerrada).

Es importante entender que un homeomorfismo entre espacios topológicos no sólo
establece una biyección entre los elementos de los espacios, sino (lo que es más importante)
entre sus topoloǵıas, de modo que a cada abierto de cada espacio le corresponde un abierto
en el otro espacio. Es decir, del mismo modo que un isomorfismo de K−espacios vectoriales
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es una biyección entre los espacios que conserva la estructura K−lineal, o un isomorfismo
de grupos es una biyección entre los grupos que conserva las operaciones (y, por tanto, la
estructura de grupo), un homeomorfismo entre espacios topológicos es una biyección entre
ambos que conserva la estructura topológica, es decir, los abiertos de uno y otro espacio.

Ejemplos:

1. La aplicación

(X, τ)
IdX−→ (X, τ ′)

x �−→ IdX(x) = x

es homeomorfismo, usando el teorema 3.3.2, si, y sólo si, para cada G ∈ τ , G ∈ τ ′ ,
y para cada G̃ ∈ τ ′ , G̃ ∈ τ ; dicho de otro modo, si, y sólo si, τ = τ ′ .

2. La aplicación

N f−→ { 1
n : n ∈ N}

n �−→ f(n) = 1
n

es un homeomorfismo, considerando tanto N como { 1
n : n ∈ N} con la topoloǵıa de

subespacio de la usual de R .

Es una aplicación trivialmente biyectiva, y tanto ella como su inversa son continuas,
pues salen de espacios topológicos discretos.

3. No son homeomorfos, sin embargo, N y A = { 1
n : n ∈ N} ∪ {0} , vistos ambos como

subespacios de (R, τusual) .
Obviamente, existen biyecciones entre ambos conjuntos. El problema es que ninguna
biyección que podamos dar entre A y N , digamos f : A −→ N , puede ser continua.
(Śı lo será, desde luego, cualquier aplicación que salga de N , por salir de un discreto,
y en particular por tanto será continua f−1 .)

Sea n0 = f(0) . Como {n0} es abierto en N , para que f sea continua, es necesario
que f−1({n0}) = {0} sea abierto en A , lo cual no es cierto, pues, sea cual sea ε > 0 ,
siempre existe N ∈ N tal que 1

N ∈ (−ε, ε) . Dicho de otro modo, no existe ningún
abierto en (R, τusual) tal que su intersección con A sea {0} .

4. Tampoco son homeomorfos N y Q , de nuevo como subespacios de (R, τusual) . Y
de nuevo sucede, por supuesto, que existen biyecciones entre ambos conjuntos. El
problema viene otra vez a cuento de la continuidad en uno de los dos sentidos de la
biyección.

Aśı, si f : Q −→ N es una biyección, entonces como, sea cual sea n , {n} es abierto
en N , {f−1(n)} debe ser abierto en Q . Pero esto es falso, pues {f−1(n)} es un
subconjunto formado por un único número racional, y en cualquier intervalo de
números reales hay infinitos racionales, con lo cual es imposible encontrar un abierto
en (R, τusual) cuya intersección con Q sea un único racional.
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Definición 3.3.4 Una propiedad P que pueda predicarse de un espacio topológico se dice
topológica si puede definirse en términos de la topoloǵıa del espacio.

Observación: Por la identificación que establece un homeomorfismo entre los abiertos
de dos espacios topológicos homeomorfos, cualquier propiedad topológica se conserva me-
diante homeomorfismos.

Es decir, si f : (X, τ) → (Y, τ ′) es un homeomorfismo, y (X, τ) tiene la propiedad P ,
entonces (Y, τ ′) también tiene la propiedad P .

Equivalentemente, si (X, τ) tiene la propiedad topológica P , mientras que el espa-
cio (Y, τ ′) no la verifica, entonces podemos afirmar que (X, τ) e (Y, τ ′) no son espacios
homeomorfos.

Ejemplos:

1. La metrizabilidad (véase la sección 2.4) es una propiedad topológica.

Comprobémoslo, mostrando que se conserva por homeomorfismos. Sea, aśı pues,
(X, τ) un espacio topológico metrizable (es decir, sea d una distancia sobre X tal
que τd = τ ) y sea un homeomorfismo f : (X, τ) → (Y, τ ′) .

La siguiente es una distancia sobre Y cuya topoloǵıa inducida coincide con τ ′ :

d′(y1, y2) = d(f−1(y1), f
−1(y2)) , ∀y1, y2 ∈ Y .

Trivialmente, f : (X, d) → (Y, d′) es una isometŕıa (véase el ejercicio 28 del tema 1).
En el ejercicio 9 de este tema se pide demostrar que toda isometŕıa entre espacios
métricos es un homeomorfismo.

Por tanto, la aplicación IdY del diagrama es homeomorfismo (por ser composición
de homeomorfismos), y, según hemos visto en el primer ejemplo de esta sección, ello
significa que τd′ = τ ′ .

(X, τd)
f ��

f

����
���

���
���

�
(Y, τ ′)

IdY
��

(Y, τd′)

Según lo expuesto anteriormente, un espacio topológico métrico no puede ser jamás
homeomorfo a un espacio topológico grosero o a un espacio infinito no numerable
dotado de la topoloǵıa conumerable, pues estos dos últimos ejemplos de espacios
topológicos no son metrizables.

2. Ser primero contable y ser segundo contable (en la sección 2.3) son propiedades
topológicas.

Veámoslo en relación con el segundo axioma de numerabilidad. (La correspondiente
demostración de que el primer axioma también es una propiedad topológica será lo
que se pida en el ejercicio 3.)
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Supongamos, pues, que (X, τ) es un espacio segundo contable, y que la colección
B = {Bn}n∈N es una base numerable de abiertos de τ . Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) un
homeomorfismo.

Comprobemos que B′ = {f(Bn)}n∈N (colección obviamente numerable) es base de
la topoloǵıa τ ′ .

Dado un abierto G ∈ τ ′ , por ser f continua, f−1(G) ∈ τ , y ya que B es base de τ :

f−1(G) =
∪

ciertos Bn∈B
Bn ,

de donde se sigue, tomando imagen por f :

G = f(f−1(G)) = f(
∪

ciertos Bn∈B
Bn) =

∪
ciertos f(Bn)∈B′

f(Bn) .

Esto demuestra que B′ es base de la topoloǵıa τ ′ . Y, puesto que admite una base
numerable de abiertos, el espacio (Y, τ ′) es segundo contable.

3. Ya vimos (en la sección 1.4) que la acotación no es una propiedad topológica.

Problemas

(En toda esta sección, cada vez que aparezca Rn (para cualquier n ∈ N ) —o algún
subconjunto suyo—, y no se diga lo contrario, supondremos que la topoloǵıa con la que
trabajamos es la usual —respectivamente, la de subespacio inducida por la usual de Rn—.)

1. Se propone en este ejercicio hacer una generalización de los apartados b y c del teorema
3.1.2:

a) Pruébese que un espacio topológico (X, τ) lleva la topoloǵıa discreta si, y sólo si,
toda función en cualquier otro espacio, f : (X, τ) → (Y, τ ′) , es continua.

b) Demuéstrese que (X, τ) tiene la topoloǵıa grosera si, y sólo si, toda función de
cualquier espacio en él, f : (Y, τ ′) → (X, τ) , es continua.

2. Veamos hasta qué grado de generalidad se pueden reformular los apartados b y c del
teorema 3.1.2 para funciones abiertas (o cerradas), a la manera como lo hemos hecho
en el ejercicio anterior:

a) Pruébese que (X, τ) tiene la topoloǵıa discreta si, y sólo si, toda aplicación de
cualquier espacio topológico en él, f : (Y, τ ′) → (X, τ) , es abierta (o cerrada).

b) Demuéstrese que (X, τ) tiene la topoloǵıa grosera si, y sólo si, toda aplicación
epiyectiva sobre cualquier otro espacio, f : (X, τ) → (Y, τ ′) , es abierta (o cerrada).

c) ¿Qué sucede si en el apartado b no pedimos que las aplicaciones de las que habla-
mos sean epiyectivas?
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3. Demuéstrese que ser primero contable es una propiedad topológica.

4. Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) una aplicación entre espacios topológicos, y sea x0 ∈ X .
Demuéstrese que f es continua en x0 si, y sólo si, para cualquier A ⊆ X tal que
x0 ∈ A , se verifica que f(x0) ∈ f(A) .

Como consecuencia, pruébese que f es continua (globalmente) si, y sólo si, para cual-
quier A ⊆ X , f(A) ⊆ f(A) .

5. Compruébese que

R \ Z f−→ R
x �−→ f(x) = E(x) ,

donde E(x) es la parte entera (véase el ejercicio 2g del tema 1) de x , es una función
continua.

6. Compruébese que la siguiente función real de variable real es continua:

R \ {0} f−→ R

x �−→ f(x) =

{
1 , si x > 0 ,
−1 , si x < 0 .

7. Sea (X, τ) un espacio topológico, y sea A un subconjunto suyo no vaćıo. La función
caracteŕıstica de A se define como sigue:

(X, τ) −→ R

x �−→ χA(x) =

{
1 , si x ∈ A ,
0 , si x /∈ A .

a) Pruébese que χA es continua si, y sólo si, A es abierto y cerrado al mismo tiempo
en X .

b) Compruébese que χA es continua en todos los puntos del interior y del exterior
de A (el exterior de A es el interior de Ac ), y discontinua en todos los puntos de
la frontera de A .

c) Apĺıquese lo hecho para concluir que la función de Dirichlet (χQ definida sobre
(R, τusual) ) es totalmente discontinua (no existe ningún número real en el que sea
continua).

8. Sean f y g dos aplicaciones continuas de un espacio topológico (X, τ) en un espacio
topológico de Hausdorff (Y, τ ′) .

a) Demuéstrese que {x ∈ X : f(x) = g(x)} es un cerrado en (X, τ) .

b) Como consecuencia del apartado anterior, pruébese que, si f y g coinciden sobre
un subconjunto denso de X , entonces son la misma función sobre todo X .
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9. Compruébese que cualquier aplicación que preserve distancias (véase el ejercicio 28 del
tema 1) f : (X, d) → (Y, d′) es una aplicación continua. (En realidad, más que continua:
es uniformemente continua —ejercicio 17 del tema de Espacios Métricos—.)

En particular, esto significará que cualquier isometŕıa (en aquel mismo ejercicio 28) es
un homeomorfismo.

10. Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) una aplicación continua y epiyectiva. Pruébese que la imagen
por f de cualquier subconjunto denso en X es densa en Y .

11. Sean f : (X, τ) → (Y, τ ′) y g : (Y, τ ′) → (Z, τ ′′) dos aplicaciones entre espacios
topológicos.

a) Demuéstrese que, si g◦f es abierta (cerrada), y f es continua y epiyectiva, entonces
g es abierta (respectivamente, cerrada).

b) Demuéstrese que, si g◦f es abierta (cerrada), y g es continua e inyectiva, entonces
f es abierta (respectivamente, cerrada).

c) Si g ◦ f y f son aplicaciones continuas, ¿es g necesariamente continua?

d) Si g ◦ f y g son continuas, ¿es f también una aplicación continua?

12. Sea (X, τ) un espacio topológico, y sea p ∈ X . Compruébese que las siguientes propo-
siciones son equivalentes:

a) {p} ∈ τ .

b) Para todo espacio (Y, τ ′) , toda aplicación f : (X, τ) → (Y, τ ′) es continua en p .

c) Toda aplicación f : (X, τ) → (X, τdiscreta) es continua en p .

13. Una aplicación f : (X, τ) → (Y, τ ′) entre espacios topológicos se dice localmente cons-
tante si, para cualquier punto x ∈ X , existe un entorno V tal que f|V es constante.
Demuéstrense las dos afirmaciones siguientes:

a) Toda aplicación localmente constante es continua.

b) (Y, τ ′) es un espacio topológico discreto si, y sólo si, para todo espacio (X, τ)
y toda aplicación continua f : (X, τ) → (Y, τ ′) se tiene que f es localmente
constante.

14. Demuéstrese que todos los espacios topológicos discretos e infinitos numerables son
homeomorfos entre śı, y que cualquier espacio topológico homeomorfo a uno de ellos es
también infinito numerable y discreto.

15. Un subconjunto I ⊆ R es un intervalo si para cualesquiera x, y ∈ I tales que x < y , y
para cualquier z ∈ R tal que x < z < y , se verifica z ∈ I . (Véase el ejercicio 20d del
tema 2.)

a) Demuéstrese que una aplicación sobreyectiva y estrictamente creciente (o decre-
ciente) entre intervalos de R , f : I → J , es un homeomorfismo.
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b) Como aplicación directa del apartado anterior, compruébese que los intervalos que
se enuncian a continuación son homeomorfos a todos los que se mencionan en el
mismo ı́tem:

1) R , (a, b) (con a, b ∈ R y a < b ), (a,+∞) (con a ∈ R ) y (−∞, a) (con a ∈ R );

2) [a, b) (con a, b ∈ R y a < b ), (a, b] (con a, b ∈ R y a < b ), [a,+∞) (con
a ∈ R ) y (−∞, a] (con a ∈ R );

3) [a, b] (con a, b ∈ R y a < b );

4) {x0} (con x0 ∈ R ).

(Este ejercicio podrá completarse, viendo que un intervalo correspondiente a un
ı́tem no es homeomorfo a ninguno que esté escrito en otro distinto, en los temas 5
(Conexión) y 6 (Compacidad).)

16. Diremos que una aplicación f : (X, τ) → (Y, τ ′) entre espacios topológicos es secuen-
cialmente continua en x0 ∈ X si f lleva sucesiones convergentes a x0 a sucesiones
convergentes a f(x0) ; es decir, si, para cada (xn)n∈N ⊂ X convergente a x0 , la suce-
sión (f(xn))n∈N ⊂ Y es convergente a f(x0) .

(Cuando la aplicación f sea secuencialmente continua en todo punto de X diremos
simplemente que es secuencialmente continua.)

a) Demuéstrese que, si f : (X, τ) → (Y, τ ′) es una aplicación continua en x0 ∈ X ,
entonces f es secuencialmente continua en x0 .

(Globalmente, si f es una aplicación continua, entonces es secuencialmente conti-
nua en todo punto.)

b) Compruébese que la aplicación Id : (R, τconumerable) → (R, τdiscreta) lleva sucesiones
convergentes en sucesiones convergentes, y, sin embargo, no es continua.

c) Sea (X, τ) un espacio topológico primero contable, y sea x0 ∈ X . Demuéstrese
que f : (X, τ) → (Y, τ ′) es continua en x0 ∈ X si, y sólo si, para cualquier sucesión
(xn)n∈N convergente a x0 , (f(xn))n∈N es una sucesión convergente a f(x0) .

Por consiguiente, f es continua si, y sólo si, f es secuencialmente continua.

(Indicación: Para la demostración de (⇐) hágase uso del ejercicio 50 del tema
2.)

(Este ejercicio completa el apartado 16a anterior: una de las dos implicaciones,
como se vio en aquél, es general; el apartado 16b nos dice que la otra implicación no
es cierta en general. Si además pedimos que (X, τ) sea primero contable, entonces
tenemos la equivalencia entre continuidad y continuidad secuencial.)

17. En este ejercicio el objetivo es demostrar que en el plano eucĺıdeo R2 (análogamente
y con los cambios adecuados, en el espacio eucĺıdeo Rn) movimientos y semejanzas
son homeomorfismos, y, por tanto, cualquier “figura geométrica” será topológicamente
equivalente a cualquier otra que se obtenga de la primera a través de alguna de esas
transformaciones.

Aśı pues, utiĺıcese el ejercicio 9 para demostrar las siguientes afirmaciones:
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a) La traslación en la dirección de cualquier vector (a, b) de R2 ,

R2
τ(a,b)−→ R2

(x, y) �−→ τ(a,b)(x, y) = (x+ a, y + b) ,

es un homeomorfismo.

b) El giro de centro (0, 0) y ángulo θ ∈ [0, 2π) ,

R2 φθ−→ R2

(x, y) �−→ φθ(x, y) = (x cos θ − y sen θ, x sen θ + y cos θ)(
=

(
cos θ −sen θ
sen θ cos θ

)(
x
y

))
,

es un homeomorfismo.

c) La simetŕıa respecto de la recta r = {(x, y) ∈ R2 : y = 0} ,

R2 σr−→ R2

(x, y) �−→ σr(x, y) = (x,−y) ,

es un homeomorfismo.

d) La homotecia de centro (0, 0) y razón λ > 0 ,

R2 Hλ−→ R2

(x, y) �−→ Hλ(x, y) = (λx, λy) ,

es un homeomorfismo.

(Indicación: Una vez se haya comprobado que, efectivamente, la homotecia es
una biyección, lo más sencillo seŕıa comprobar que tanto ella como su inversa son
funciones lipschitzianas para la distancia d2 :

Una función entre espacios métricos f : (X, d) → (Y, d′) es lipschitziana si existe
K > 0 tal que

d′(f(x), f(y)) ≤ K d(x, y) , ∀x, y ∈ X .

La última parte del ejercicio consiste en demostrar que toda función lipschitziana
es continua, para lo cual basta demostrar que cualquier función lipschitziana es
uniformemente continua, pues, si una función es uniformemente continua, entonces
es continua.)

18. Estúdiese si las siguientes aplicaciones son continuas —para las que no lo sean, estúdiese
su continuidad punto a punto—, abiertas o cerradas (y si pueden ser homeomorfismos).

a)

R −→ R
x �−→ x3 .
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b)

R2 −→ R
(x, y) �−→ x .

c)

R −→ R

x �−→ χQ(x) =

{
1 , si x ∈ Q ,
0 , si x /∈ Q .

d)

R −→ R
x �−→ 0 .

e)

(R, τgrosera) −→ (R, τdiscreta)
x �−→ x .

f )

(R, τdiscreta) −→ (R, τgrosera)
x �−→ x .

g)

(R, τ) −→ R

x �−→
{

0 , si x ≤ 0 ,
x , si x > 0 ,

con τ = {∅,R,Q, I} .
h)

(N, τ1) −→ (N, τ2)

n �−→
{

n , si n ̸= 2 ,
1 , si n = 2 ,

donde las topoloǵıas que ah́ı aparecen son:

τ1 = {∅,N, {1}, {2}, {1, 2}} , τ2 = {∅,N, {1}, {3}, {1, 3},N \ {2}} .

i)

Q −→ R

x �−→
{

0 , si x2 < 2 ,
1 , si x2 ≥ 2 .
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19. Sea f : R → R la función definida a continuación:

f(x) =




√
|x| , si |x| < 1 ,
λ , si |x| = 1 ,
|x| , si |x| > 1 .

a) Si λ = 0 , pruébese que f no es continua.

b) Calcúlese el valor de λ para el que f es continua. ¿Es f un homeomorfismo para
tal valor?

20. Sean (X, τ) un espacio topológico, x0 ∈ X y λ ∈ R . Demuéstrese que, si f : (X, τ) → R
y g : (X, τ) → R son funciones continuas en x0 , entonces también son continuas en x0
las siguientes funciones:

a)

(X, τ)
f+g−→ R

x �−→ (f + g)(x) = f(x) + g(x) ;

b)

(X, τ)
f ·g−→ R

x �−→ (f · g)(x) = f(x)g(x) ;

c)

(X, τ)
λf−→ R

x �−→ (λf)(x) = λ f(x) .

Una vez demostrada la continuidad de sumas, productos y productos por números reales
de funciones continuas (y, por tanto, también de diferencias o cocientes cuyo denomina-
dor no se anule), ya quedará demostrado que C(X) = {f : (X, τ) → R / f continua}
es un R−álgebra. De hecho, C(X) recibe el nombre de álgebra de funciones continuas
sobre X .

21. Sea (X, τ) un espacio topológico, y sea p ∈ X . Dadas cuatro aplicaciones continuas σ ,
σ1 , σ2 y σ3 : [0, 1] → (X, τ) que verifican

σ(0) = σ(1) = σ1(0) = σ1(1) = σ2(0) = σ2(1) = σ3(0) = σ3(1) = p ,

demuéstrese que las siguientes aplicaciones (que salen de [0, 1]× [0, 1] y llegan a (X, τ) )
son continuas:

a)

H1(t, s) =

{
σ
(

2t
s+1

)
, si 2t ≤ s+ 1 ,

p , si 2t ≥ s+ 1 .
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b)

H2(t, s) =

{
p , si 2t ≤ 1− s ,

σ
(
2t+s−1
1+s

)
, si 2t ≥ 1− s .

c)

H3(t, s) =




σ(2t) , si 2t ≤ 1− s ,
σ(1− s) , si 1− s ≤ 2t ≤ 1 + s ,
σ(2− 2t) , si 2t ≥ 1 + s .

d)

H4(t, s) =




σ(1− 2t) , si 2t ≤ 1− s ,
σ(s) , si 1− s ≤ 2t ≤ 1 + s ,

σ(2t− 1) , si 2t ≥ 1 + s .

e)

H5(t, s) =




σ1

(
4t
s+1

)
, si 4t ≤ 1 + s ,

σ2(4t− s− 1) , si 1 + s ≤ 4t ≤ 2 + s ,

σ3

(
4t−s−2
2−s

)
, si 4t ≥ 2 + s .

22. (Para ampliar:) Equivalencia de métricas.

Sea X un conjunto no vaćıo, y sean d y d′ dos distancias sobre X .

a) Diremos que d y d′ son topológicamente equivalentes si inducen la misma topoloǵıa
sobre X : τd = τd′ . Compruébese que d y d′ son topológicamente equivalentes, si,

y sólo si, (X, τd)
IdX−→ (X, τd′) es un homeomorfismo.

b) Demuéstrese que dusual y ddiscreta son distancias topológicamente equivalentes
sobre N .

c) Si d es una distancia sobre X ̸= ∅ , podemos definir sobre X una distancia acotada
que induzca la misma topoloǵıa que d . En concreto: �d(x, y) = mı́n{1, d(x, y)} .
Demuéstrese que d y �d son topológicamente equivalentes.

d) Diremos que d y d′ son uniformemente equivalentes si (X, d)
IdX−→ (X, d′) es un

homeomorfismo uniforme.

(Una aplicación entre espacios métricos f : (X, d) → (Y, d′) es un homeomorfismo
uniforme si f es biyectiva, y tanto f como f−1 son uniformemente continuas.
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Para la definición de aplicación uniformemente continua entre espacios métricos,
véase el ejercicio 17 del tema 1.)

Compruébese que la demostración realizada para el apartado anterior puede adap-
tarse convenientemente para demostrar que d y �d son uniformemente equivalentes.

e) Como toda aplicación uniformemente continua es continua, es obvio que, si d y d′

son distancias uniformemente equivalentes, entonces también son topológicamente
equivalentes.

El rećıproco no es cierto. Pruébese que, sobre R , dusual y D(x, y) = |x3 − y3| son
topológicamente equivalentes, pero no uniformemente equivalentes.

f ) Diremos que d y d′ son lipschitzianamente equivalentes si (X, d)
IdX−→ (X, d′) es

un homeomorfismo lipschitziano.

(Una aplicación entre espacios métricos f : (X, d) → (Y, d′) es un homeomorfismo
lipschitziano si f es biyectiva, y tanto f como f−1 son lipschitzianas.

La definición de aplicación lipschitziana entre espacios métricos puede leerse en el
ejercicio 17d .)

Toda aplicación lipschitziana es uniformemente continua, y, por tanto, si dos dis-
tancias son lipschitzianamente equivalentes, entonces también son uniformemente
equivalentes.

Sin embargo, el inverso no es cierto. Demuéstrese que las distancias dusual y
�d(x, y) = mı́n{1, dusual(x, y)} —que sabemos por el ejercicio 22d que son uni-
formemente equivalentes— no son lipschitzianamente equivalentes sobre R .

g) Demuéstrese que las siguientes distancias son lipschitzianamente equivalentes so-
bre Rn (por tanto, según lo hecho en los apartados anteriores, topológicamente
equivalentes; es decir, inducen todas una misma topoloǵıa, la que se conoce como
la topoloǵıa usual de Rn ):

d1((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =

n∑
i=1

|xi − yi| ;

d2((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) =

(
n∑

i=1

|xi − yi|2
)1/2

;

d∞((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = máx1≤i≤n|xi − yi| .

(Indicación: Se recomienda comprobar en primer lugar que d1 y d∞ son lips-
chitzianamente equivalentes, y luego demostrar que d2 y d∞ también lo son.)

h) Sean d y d′ dos distancias lipschitzianamente equivalentes sobre un conjunto no
vaćıo X . Compruébese que un subconjunto A ⊆ X es acotado para la distancia
d si, y sólo si, es acotado para la distancia d′ .



MA
NU

AL
ES

 UE
X

88

 JOSÉ NAVARRO GARMENDIA Y ADRIÁN GORDILLO MERINO88 Topoloǵıa

Ejercicios de autoevaluación

Sólo una de las opciones indicadas es correcta para cada pregunta:

1. La aplicación

(R, τ) Id−→ (R, τdiscreta)
x �−→ Id(x) = x

es continua en 0 si . . .

a) τ = {G ⊆ R : 0 ∈ G} ∪ {∅} ;
b) τ = τusual ;

c) τ = τconumerable ;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

2. Dada la función

R f−→ (R, τusual)
x �−→ f(x) = 0 . . .

a) es posible definir una topoloǵıa sobre su dominio, de modo que f no sea continua
en 0 ;

b) es posible definir una topoloǵıa sobre su dominio, de modo que f sea homeomor-
fismo;

c) sea cual sea la topoloǵıa que definamos sobre su dominio, f es cerrada;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

3. La aplicación

(R, τgrosera)
Id−→ (R, τdiscreta)

x �−→ Id(x) = x . . .

a) es continua;

b) no es continua globalmente, pero śı en 0 ;

c) no es abierta;

d) es cerrada.

4. De N a A = { 1
n : n ∈ N} ∪ {0} , entendidos ambos como subespacios de (R, τusual) , . . .

a) es posible definir un homeomorfismo;

b) es posible definir una aplicación continua e inyectiva;

c) es posible definir una aplicación cerrada e inyectiva, cuya imagen sea { 1
n : n ∈ N} ;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
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5. Sobre N . . .

a) τdiscreta es la topoloǵıa menos fina que hace continua la inclusión natural de N en
(R, τusual) ;

b) τgrosera es la topoloǵıa menos fina que hace continua la inclusión natural de N en
(R, τusual) ;

c) τcofinita es la topoloǵıa menos fina que hace continua la inclusión natural de N en
(R, τusual) ;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

6. Dı́gase cuál de las siguientes funciones f : (R, τusual) → (R, τusual) no es continua en 0 :

a) f(x) =

{
−1 , si x ≤ 0 ,
1 , si x > 0 ;

b) f(x) = 3 ;

c) f(x) = x2 ;

d) las tres funciones anteriores son continuas en 0 .

7. Dı́gase cuál de las siguientes funciones f : (R, τgrosera) → (R, τusual) es continua en 0 :

a) f(x) =

{
−1 , si x ≤ 0 ,
1 , si x > 0 ;

b) f(x) = x3 ;

c) f(x) = 1 ;

d) ninguna de las tres funciones anteriores es continua en 0 .

8. Dı́gase cuál de las siguientes no es una propiedad topológica:

a) la metrizabilidad;

b) la acotación;

c) ser segundo contable;

d) ser de Hausdorff.

9. Sobre el conjunto de los números pares P = {2n : n ∈ N} . . .

a) τgrosera es la topoloǵıa menos fina que hace continua la inclusión natural de P en
(N, τ) , con τ = {G ⊆ N : 1 ∈ G} ∪ {∅} ;

b) τ = {G ⊆ P : 2 ∈ G} ∪ {∅} es la topoloǵıa menos fina que hace continua la
inclusión natural de P en (N, τ) , con τ = {G ⊆ N : 1 ∈ G} ∪ {∅} ;

c) τcofinita es la topoloǵıa menos fina que hace continua la inclusión natural de P en
(N, τcofinita) ;
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d) τdiscreta es la topoloǵıa menos fina que hace continua la inclusión natural de P en
(N, τcofinita) .

10. La aplicación

(N, τ = {G ⊂ N : 1 /∈ G} ∪ {N}) f−→ (N, τ = {G ⊆ N : 1 ∈ G} ∪ {∅})

n �−→ f(n) =

{
1 , si n ̸= 1 ,
2 , si n = 1 . . .

a) no es continua en 1;

b) no es continua en 3;

c) no es abierta;

d) no es cerrada.

11. La aplicación f : (X, τ) → (Y, τ ′) es un homeomorfismo si . . .

a) f es biyectiva y abierta;

b) f es continua y abierta;

c) f es biyectiva, abierta y cerrada;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

12. El intervalo (0, 1) , dotado de la topoloǵıa de subespacio inducida por la usual de R , es
homeomorfo a . . .

a) ([0, 1], τdiscreta) ;

b) ((0, 1), τdiscreta) ;

c) (N, τgrosera) ;
d) ((0,+∞), τusual|(0,+∞)) .

13. El intervalo [3,+∞) , dotado de la topoloǵıa de subespacio inducida por la usual de R ,
es homeomorfo a . . .

a) ([0, 1), τusual|[0,1)) ;

b) (N, τdiscreta) ;
c) (Q, τdiscreta) ;

d) (Q, τusual|Q) .

14. La aplicación f : (X, τ) → (Y, τ ′) es un homeomorfismo si . . .

a) f es biyectiva y abierta, y f−1 es continua;

b) f es continua, abierta y cerrada;



MA
NU

AL
ES

 UE
X

91

APUNTES DE TOPOLOGÍAAplicaciones continuas 91

c) f es biyectiva y abierta, y f−1 es cerrada;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

15. La aplicación IdX : (X, τ) → (X, τ ′) es . . .

a) continua, si τ ′ es estrictamente más fina que τ ;

b) abierta, si τ = τdiscreta , sea cual sea τ ′ ;

c) cerrada, si τ ≤ τ ′ ;

d) continua, pues es la identidad.

16. Dada la aplicación

(R, τusual)
f−→ (R, τ ′)

x �−→ f(x) =

{
1
x , si x ̸= 0 ,
0 , si x = 0 . . .

a) es posible definir τ ′ de modo que f sea continua en 0 y la sucesión (n)n∈N no
converja a 0 en (R, τ ′) ;

b) es posible definir τ ′ de modo que f sea continua en 0 y 0 /∈ (0,+∞) en (R, τ ′) ;
c) es posible definir τ ′ de modo que f sea abierta y R \ {0} /∈ τ ′ ;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

17. Para que la aplicación

(R, τ) f−→ (R, τ ′) ,

con τ = {G ⊆ R : x ∈ G ⇒ −x ∈ G} y τ ′ = {G ⊆ R : x ∈ G ∩ (0,+∞) ⇒ [0, x] ⊆ G} ,
sea continua en 1 . . .

a) si f(1) = 1 , f(−1) debe pertenecer a [0, 1] ;

b) si f(1) = 0 , f(−1) debe ser −1 ;

c) si f(1) = −3 , f(−1) debe pertenecer a [0, 3] ;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

18. Para que la aplicación

(R, τ = {G ⊂ R : 0 /∈ G} ∪ {R}) f−→ (R, τ ′ = {G ⊆ R : 1 ∈ G} ∪ {∅}) . . .

a) sea continua en 0 , f debe ser constante;

b) sea continua en 1 , f(1) puede ser cualquier número real;

c) sea abierta, f no puede ser constante;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
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19. Dada la aplicación

(N, τ = {∅,N, {1}, {1, 2}}) f−→ (N, τ ′ = {∅,N,N \ {1}}) . . .

a) para que f sea continua en 2 , basta con que f(2) ̸= 1 ;

b) f sólo es continua en 1 , si f(1) = 1 ;

c) si 1 /∈ Imf , f es continua en 3 ;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

20. Y = { 1
n : n ∈ N} , con la topoloǵıa de subespacio inducida por la usual de R , . . .

a) es homeomorfo a (N, τgrosera) ;
b) es homeomorfo a (Q, τusual|Q) ;

c) es homeomorfo a (Z, τdiscreta) ;
d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
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Caṕıtulo 4

Topoloǵıas producto y cociente

En este tema estudiaremos cómo generar nuevos espacios topológicos a partir de otros
preexistentes. Concretamente, definiremos las estructuras topológicas producto y cociente,
de modo que ampliaremos nuestro conocimiento del producto y del cociente —conceptos
tan ubicuos y fundamentales en toda la Matemática— y lo aplicaremos espećıficamente a
la Topoloǵıa.

4.1. Espacio topológico producto

Consideremos una familia finita de espacios topológicos: (X1, τ1), . . . , (Xn, τn) (n ∈ N) .
Sea

∏n
k=1Xk el producto cartesiano (o directo) de los conjuntos X1, . . . , Xn .

Definidas sobre el producto cartesiano canónicamente, tenemos todas las proyecciones
naturales (epiyectivas por definición) en los distintos “factores”:

∏n
k=1Xk

πi−→ (Xi, τi) (i = 1, . . . , n)
(x1, . . . , xn) �−→ πi((x1, . . . , xn)) = xi .

Vamos a tratar de definir sobre el producto
∏n

k=1Xk una topoloǵıa con el menor
número posible de abiertos (lo menos fina posible), de modo que las proyecciones naturales
en cada factor sean simultáneamente continuas.1

En una topoloǵıa como la que queremos, deben estar, por descontado, todas las imáge-
nes inversas por las proyecciones naturales de abiertos de los distintos factores. Es decir,
queremos que todos los subconjuntos del siguiente tipo sean abiertos en el espacio to-
pológico producto que pretendemos definir:

π−1
i (Gi), con Gi ∈ τi (i ∈ {1, . . . , n}) ;

1Si en nuestra búsqueda de una topoloǵıa que haga continuas todas las proyecciones naturales a un
tiempo no aplicamos la restricción de que sea lo menos fina posible, sin ningún trabajo podŕıamos proponer
como tal topoloǵıa la discreta. Resultado inútil, pues perdeŕıamos absolutamente toda información sobre
las topoloǵıas de los distintos factores.
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ahora bien, como toda topoloǵıa es cerrada frente a intersecciones finitas, también tendrán
que ser abiertos todas las intersecciones finitas de esos subconjuntos, es decir, cualquier
subconjunto que se escriba como sigue:

∩n
k=1π

−1
k (Gk), con Gk ∈ τk, para cada k ∈ {1, . . . , n} ;

cada uno de esos subconjuntos, en realidad, puede escribirse asimismo de forma más sen-
cilla, según indica la siguiente igualdad de conjuntos, cuya comprobación es elemental:

∩n
k=1π

−1
k (Gk) =

n∏
k=1

Gk (con Gk ∈ τk, para cada k ∈ {1, . . . , n}) ;

y, puesto que una topoloǵıa también debe ser cerrada frente a uniones arbitrarias, igual-
mente hemos de garantizar que todas las posibles uniones de subconjuntos como los ante-
riores pertenezcan a nuestra topoloǵıa producto.

Aśı pues, ésta será la definición del espacio producto buscado:

Definición 4.1.1 El espacio topológico producto de una familia {(Xk, τk)}nk=1 de es-
pacios topológicos, con n ∈ N , es el producto cartesiano

∏n
k=1Xk , dotado de la topoloǵıa

producto:

τproducto = {uniones arbitrarias de elementos de B} ,

donde B es base de la topoloǵıa producto, formada por los siguientes abiertos básicos:

B = {
n∏

k=1

Gk : Gk ∈ τk , ∀k ∈ {1, . . . , n}} .

Ejemplos:

1. El espacio topológico producto de finitos espacios topológicos groseros vuelve a ser
un espacio topológico grosero:

Sean (X, τgrosera) , (Y, τgrosera) espacios topológicos groseros, y sea (X ×Y, τproducto)
el espacio topológico producto de ambos.

Por la definición de topoloǵıa producto que acabamos de proponer, los abiertos en
τproducto serán uniones arbitrarias de abiertos básicos de la topoloǵıa producto, es
decir, uniones arbitrarias de subconjuntos que se escriban como productos de abiertos
en cada espacio factor; en nuestro caso, puesto que tanto X como Y están dotados
de la topoloǵıa grosera, esos subconjuntos son simplemente los dos siguientes:

X × Y ,

X × ∅ = ∅ × Y = ∅ × ∅ = ∅ .

Acabamos de comprobar con esto que τproducto = τgrosera .
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2. El espacio topológico producto de finitos espacios topológicos discretos vuelve a ser
un espacio topológico discreto:

Sean (X, τdiscreta) , (Y, τdiscreta) espacios topológicos discretos, y sea (X×Y, τproducto)
su espacio topológico producto.

Sabemos que los abiertos en τproducto son uniones arbitrarias de subconjuntos (abier-
tos básicos de la topoloǵıa producto) que sean productos de abiertos en cada factor.
Como los subconjuntos unitarios son abiertos en la topoloǵıa discreta, resulta que
cualquier subconjunto unitario de X × Y es abierto básico en τproducto , pues puede
escribirse como producto de unitarios (abiertos, por tanto) en cada factor:

{(x, y)} = {x} × {y} (x ∈ X, y ∈ Y ) .

Dado que los subconjuntos unitarios en X × Y son abiertos básicos de la topoloǵıa
producto, podemos concluir que τproducto = τdiscreta .

3. (Rn, τusual) es el espacio topológico producto de n copias de (R, τusual) . Por tratarse
de un espacio producto de finitos factores, será suficiente comprobarlo —igual que
en los dos ejemplos anteriores— para el producto de dos:

Consideremos (R2 τproducto) , espacio topológico producto de (R, τusual) y (R, τusual) .

Los abiertos en la topoloǵıa usual sobre R2 son uniones arbitrarias de bolas abiertas
con la distancia d∞ ; es decir, uniones arbitrarias de regiones cuadradas sin bordes.

Por otra parte, los abiertos en la topoloǵıa producto son uniones arbitrarias de abier-
tos básicos de τproducto , es decir, de subconjuntos que se escriban como productos
de abiertos en cada factor. Como en (R, τusual) los abiertos básicos son intervalos
abiertos, cada abierto de la topoloǵıa producto es una unión arbitraria de regiones
rectangulares sin bordes.

Es evidente que cualquier región rectangular sin bordes se puede escribir como unión
de regiones cuadradas sin bordes, y cualquier región cuadrada sin bordes ya es una
región rectangular sin bordes. Es decir: τproducto = τusual sobre R2 .

Según acabamos de definir la topoloǵıa producto, ya hemos conseguido que las pro-
yecciones naturales en cada factor —epiyectivas—, definidas sobre el espacio topológico
producto, sean todas ellas aplicaciones continuas. Pero obtenemos algo más:

Proposición 4.1.2 Sea (
∏n

k=1Xk, τproducto) el espacio topológico producto de una familia
de espacios topológicos {(Xk, τk)}nk=1 (n ∈ N). Las proyecciones naturales

(
∏n

k=1Xk, τproducto)
πi−→ (Xi, τi)

(x1, . . . , xn) �−→ πi((x1, . . . , xn)) = xi ,

para cada i ∈ {1, . . . , n}, son aplicaciones epiyectivas, continuas y abiertas.
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Demostración:
Por lo hecho hasta ahora, tan sólo hemos de demostrar que las proyecciones son apli-

caciones abiertas.
Para ello, sea G ∈ τproducto . Es decir, G es unión de abiertos básicos de la topoloǵıa

producto.
Aśı pues, πi(G) es unión de imágenes directas por πi de abiertos básicos. Veamos

cómo es una de estas imágenes directas (y téngase en cuenta que en la ĺınea siguiente cada
Gk ∈ τk ):

πi(
n∏

k=1

Gk) = Gi .

Por lo tanto, πi(G) ∈ τi , lo que demuestra que πi es una aplicación abierta.

Observación: Las proyecciones naturales en cada factor de un espacio topológico producto
no son necesariamente aplicaciones cerradas. Baste como ejemplo la proyección en el primer
factor,

(R2, τusual)
π1−→ (R, τusual)

(x, y) �−→ π1((x, y)) = x ,

que lleva el cerrado A = {(x, y) ∈ R2 : xy = 1} en el siguiente subconjunto no cerrado:
π1(A) = (−∞, 0) ∪ (0,+∞) .

4.2. Propiedad Universal del Producto

Teorema 4.2.1 (Propiedad Universal del Producto Directo.)
Sea (

∏n
k=1Xk, τproducto) el espacio topológico producto de una familia de espacios to-

pológicos {(Xk, τk)}nk=1 (n ∈ N), y sea (Y, τ ′) un espacio topológico.
Una aplicación f : (Y, τ ′) → (

∏n
k=1Xk, τproducto) es continua si, y solo si, las compo-

siciones πi ◦ f son continuas (para cada i ∈ {1, . . . , n}).

Demostración:
(⇒) Si f es continua, πi ◦ f es trivialmente continua, para cada i ∈ {1, . . . , n} , por ser
composición de continuas.
(⇐) Ya sabemos cómo son los abiertos de la topoloǵıa producto. Por eso, debemos ver
que la imagen inversa por f de una unión arbitraria de subconjuntos del tipo

∩n
k=1π

−1
k (Gk) (con Gk ∈ τk, para cada k ∈ {1, . . . , n}) ,

es un abierto en (Y, τ ′) .

f−1(∪arbitraria(∩n
k=1π

−1
k (Gk))) = ∪arbitraria(∩n

k=1f
−1(π−1

k (Gk))) =

= ∪arbitraria(∩n
k=1(πk ◦ f)−1(Gk)) ;
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como, por hipótesis, πk ◦ f es continua, para cada k ∈ {1, . . . , n} , el conjunto obtenido es
una unión arbitraria de intersecciones finitas de abiertos de (Y, τ ′) ; por tanto, abierto, lo
que nos permite concluir que f es continua.

Ejemplos:

1. La recta (af́ın) real y la parábola son espacios topológicos homeomorfos. Más con-
cretamente, el espacio topológico (R, τusual) es homeomorfo al siguiente subespacio
topológico de (R2, τusual) ,

P = {(x, y) ∈ R2 : y = x2} ,

a través de este homeomorfismo:

(R, τusual)
h−→ (P, τusual|P )

x �−→ h(x) = (x, x2) .

La aplicación h es obviamente biyectiva.

Su inversa, h−1 , es continua, por tratarse de la restricción de una aplicación continua
(la proyección natural π1 en el primer factor, definida sobre el espacio producto
(R2, τusual) ) al subespacio P .

En cuanto a la continuidad de h , puesto que se trata de una aplicación que toma
valores en un espacio topológico producto, la Propiedad Universal del Producto nos
dice que h es continua, si, y sólo si, π1 ◦h y π2 ◦h son ambas aplicaciones continuas:

(R, τusual)
π1◦h−→ (R, τusual)

x �−→ (π1 ◦ h)(x) = x ;

(R, τusual)
π2◦h−→ (R, τusual)

x �−→ (π2 ◦ h)(x) = x2 .

La primera composición (π1◦h ) es justamente la aplicación identidad IdR , continua,
pues la topoloǵıa en la salida y en la llegada es la misma. La segunda composición
es producto de funciones reales continuas (π2 ◦ h = IdR · IdR ), y, por tanto, según el
ejercicio 20 del tema 3, es una función continua.

2. Una circunferencia a la que se haya quitado un punto es homeomorfa a la recta (af́ın)
real.

En términos más precisos, son homeomorfos el espacio (R, τusual) y el subespacio
topológico S1 \ {(0, 1)} de (R2, τusual) , con S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} .
(Aunque obviamente podŕıamos haber quitado a la circunferencia cualquier otro
punto distinto de (0, 1) .)
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Lo son a través del homeomorfismo φ siguiente (cuya inversa φ−1 damos a conti-
nuación):

(S1 \ {(0, 1)}, τusual|S1\{(0,1)}
)

φ−→ (R, τusual)
(x, y) �−→ φ((x, y)) = 2x

1−y ,

(R, τusual)
φ−1

−→ (S1 \ {(0, 1)}, τusual|S1\{(0,1)}
)

t �−→ φ−1(t) = ( 4t
t2+4

, t
2−4
t2+4

) .

Es una cuenta rutinaria comprobar que una aplicación es inversa de la otra.

La continuidad de φ está asegurada nuevamente por el ejercicio 20 del tema 3, pues
se trata de un cociente de funciones reales continuas cuyo denominador no se anula
si (x, y) ∈ S1 \ {(0, 1)} (el numerador es 2 veces la proyección natural en el primer
factor del espacio producto (R2, τusual) ; el denominador es la diferencia de la función
constante 1 y la proyección natural en el segundo factor del mismo espacio producto).

La aplicación inversa, φ−1 , es una aplicación valorada sobre un espacio topológico
producto. Aplicando la Propiedad Universal del Producto, sabemos que φ−1 es con-
tinua si, y sólo si, son continuas las composiciones con las proyecciones naturales en
cada factor: π1 ◦ φ−1 y π2 ◦ φ−1 . Y ambas son de nuevo funciones reales (en este
caso, de variable real) que se expresan como cocientes de funciones continuas cuyos
denominadores no se anulan.

(Observación: Lo hecho aqúı admite generalización para demostrar que (Rn, τusual)
(con n ≥ 2 ) es homeomorfo a Sn \ {(0, . . . , 0, 1)} , como subespacio topológico de
(Rn+1, τusual) , donde Sn = {(x1, . . . , xn+1) : x

2
1 + . . .+ x2n+1 = 1} .

En el caso n = 2 la aplicación que se corresponde con φ en lo hecho anteriormente
suele recibir el nombre de proyección estereográfica, que puede describirse geométri-
camente del siguiente modo:

Denotemos por π al plano tangente a la esfera en el polo sur. Dado un punto P de
la esfera que no sea el polo norte, llamemos s la recta que pasa por P y por el polo
norte de la esfera.

La proyección estereográfica asigna a cada punto P el punto de corte de la recta s
con el plano π .)

4.3. Metrizabilidad del espacio producto

Dada una familia finita de espacios topológicos, (X1, τ1), . . . , (Xn, τn) (con n ∈ N ), la
cuestión planteada en esta sección es qué se puede decir de la metrizabilidad del espacio
topológico producto (

∏n
k=1Xk, τproducto) a partir de la metrizabilidad de los factores.

El enunciado del siguiente teorema afirma que la metrizabilidad de cada uno de los
factores es condición necesaria y suficiente para la metrizabilidad del espacio producto.
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Teorema 4.3.1 Sea (
∏n

k=1Xk, τproducto) el espacio topológico producto de una familia
finita de espacios topológicos: (X1, τ1), . . . , (Xn, τn) (con n ∈ N ). El espacio topológico
producto es metrizable si, y sólo si, (Xi, τi) es metrizable, para cada i ∈ {1, . . . , n} .

Antes de demostrar el teorema, introduzcamos un nuevo concepto de interés.

Definición 4.3.2 Sea (
∏n

k=1Xk, τproducto) el espacio topológico producto de una familia
de espacios topológicos, {(Xk, τk)}nk=1 (n ∈ N), y sea (a1, . . . , an) ∈

∏n
k=1Xk . La sección

paralela al factor i-ésimo que pasa por el punto (a1, . . . , an) es el siguiente subespacio
topológico del espacio producto:

S(Xi ; (a1, . . . , an)) = {(x1, . . . , xn) ∈
n∏

k=1

Xk : xk = ak , si k ̸= i} .

Ejemplos:

1. La sección de (R2, τusual) paralela al primer factor que pasa por el punto (3, 1) es el
siguiente subespacio:

S(R(1) ; (3, 1)) = {(x, y) ∈ R2 : y = 1} ;

es decir, la recta que tiene por ecuación y = 1 .

2. La sección de (R3, τusual) paralela al segundo factor que pasa por el punto (0, 4,−2)
es el siguiente subespacio:

S(R(2) ; (0, 4,−2)) = {(x, y, z) ∈ R3 : x = 0, z = −2} ;

en este caso, la sección es la recta que tiene por ecuaciones x = 0 , z = −2 .

Proposición 4.3.3 Toda sección paralela a un factor de un espacio topológico producto
es homeomorfa al factor correspondiente.

Demostración:

Sea S(Xi ; (a1, . . . , an)) la sección paralela al factor Xi que pasa por (a1, . . . , an) del
espacio topológico producto (

∏n
k=1Xk, τproducto) .

Comprobemos que esa sección es homeomorfa al espacio topológico (Xi, τi) a través
del siguiente homeomorfismo, cuya inversa escribimos a continuación:

(S(Xi ; (a1, . . . , an)), τproducto|S )
h−→ (Xi, τi)

(x1, . . . , xn) �−→ h((x1, . . . , xn)) = xi ,

(Xi, τi)
h−1

−→ (S(Xi ; (a1, . . . , an)), τproducto|S )

x �−→ h−1(x) = (y1, . . . , yn) ,
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con yi = x , e yk = ak , para k ∈ {1, . . . , n} \ {i} .
La aplicación h es continua, ya que es la restricción de una aplicación continua (la

proyección natural sobre el factor (Xi, τi) ) al subespacio S(Xi ; (a1, . . . , an)) del espacio
producto.

Para acabar con la demostración, basta considerar que h−1 es una aplicación que toma
valores en un subespacio del espacio producto, y, por tanto, según la Propiedad Universal
del Producto, h−1 es continua si, y sólo si, lo son las composiciones πk ◦ h−1 , para cada
k ∈ {1, . . . , n} . Veamos cómo es cada una de estas composiciones:

(Xi, τi)
h−1

−→ (S(Xi ; (a1, . . . , an)), τproducto|S )
πi−→ (Xi, τi)

x �−→ h−1(x) = (y1, . . . , yn) �−→ πi(h
−1(x)) = yi = x ;

πi ◦ h−1 es continua, pues se trata de la aplicación IdXi de (Xi, τi) en śı mismo.

Por otra parte, si tomamos k ̸= i , obtenemos que la aplicación πk ◦ h−1 es constante
(asigna a cada x ∈ Xi el punto ak ∈ Xk ), y, por tanto, continua:

(Xi, τi)
h−1

−→ (S(Xi ; (a1, . . . , an)), τproducto|S )
πk−→ (Xk, τk)

x �−→ h−1(x) = (y1, . . . , yn) �−→ πk(h
−1(x)) = yk = ak .

Demostremos ahora el teorema enunciado anteriormente sobre la metrizabilidad del
producto.

Demostración del teorema 4.3.1:

(⇒) Supongamos que el espacio producto (
∏n

k=1Xk, τproducto) es metrizable.

Puesto que la metrizabilidad es una propiedad hereditaria (véase el ejercicio 12b del
tema 2), cualquier sección del producto paralela a un factor es metrizable. Ahora la pro-
posición 4.3.3 nos permite concluir que los espacios factores (Xk, τk) , con k ∈ {1, . . . , n} ,
son todos metrizables.

(⇐) Para cada k ∈ {1, . . . , n} , sea dk una métrica sobre Xk tal que τdk = τk .

Comprobemos que la métrica producto d∞ , definida como a continuación puede leerse,
induce la topoloǵıa producto, es decir, τd∞ = τproducto :

n∏
k=1

Xk ×
n∏

k=1

Xk
d∞−→ R

((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) �−→ d∞((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) ,

con d∞((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = máx1≤k≤ndk(xk, yk) .

Para ello, probemos que la siguiente aplicación identidad es un homeomorfismo:

(

n∏
k=1

Xk, τproducto)

Id(1)−→
Id(2)←−

(

n∏
k=1

Xk, τd∞) .



MA
NU

AL
ES

 UE
X

101

APUNTES DE TOPOLOGÍATopoloǵıas producto y cociente 101

Veamos que Id(1) es continua en (a1, . . . , an) ∈
∏n

k=1Xk :
Dado ε > 0 , basta tomar

U =
n∏

k=1

Bdk(ak, ε)

como entorno de (a1, . . . , an) , de tal modo que, si (x1, . . . , xn) ∈ U , entonces

d∞((x1, . . . , xn), (a1, . . . , an)) < ε .

Respecto a la continuidad de Id(2) , al ser una aplicación que toma valores en un espacio
topológico producto, es suficiente aplicar la Propiedad Universal del Producto para afirmar
que Id(2) es continua si, y sólo si, las composiciones πi◦Id(2) con las proyecciones naturales
son continuas, para cada i ∈ {1, . . . , n} .

Fijado i ∈ {1, . . . , n} , comprobemos que πi ◦ Id(2) es continua en el punto (a1, . . . , an)
del producto. Téngase en cuenta que πi ◦ Id(2) es la siguiente aplicación entre espacios
métricos:

(

n∏
k=1

Xk, τd∞)
Id(2)−→ (

n∏
k=1

Xk, τproducto)
πi−→ (Xi, τi = τdi)

(x1, . . . , xn) �−→ (x1, . . . , xn) �−→ xi .

Dado ε > 0 , podemos tomar δ = ε , de manera que, siempre que

d∞((x1, . . . , xn), (a1, . . . , an)) < δ ,

entonces di(xi, ai) < ε .

4.4. Espacio topológico cociente

Definición 4.4.1 Sea (X, τ) un espacio topológico. Dados un conjunto no vaćıo Y y una
aplicación epiyectiva f : (X, τ) → Y , la topoloǵıa cociente dada por f sobre Y es:

τf = {G ⊆ Y : f−1(G) ∈ τ} .

El espacio topológico (Y, τf ) recibe el nombre de espacio cociente, mientras que la apli-
cación f : (X, τ) → (Y, τf ) se llama aplicación cociente.

En general, diremos que una aplicación epiyectiva f : (X, τ) → (Y, τ ′) entre espacios
topológicos es una aplicación cociente si τ ′ coincide con la topoloǵıa cociente τf definida
por f sobre Y .

Observaciones:

1. Es inmediato comprobar que la familia de cerrados de un espacio topológico cociente
se caracteriza de manera idéntica al modo en que quedan descritos los abiertos de la
topoloǵıa. Es decir, si f : (X, τ) → (Y, τf ) es una aplicación cociente, los cerrados
en (Y, τf ) son:

C = {F ⊆ Y : f−1(F ) es cerrado en (X, τ)} .
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2. Nótese que, por definición, toda aplicación cociente es, en particular, una aplicación
continua.

(De hecho, la topoloǵıa cociente es la topoloǵıa más fina de la que se puede dotar a
Y , de modo que la aplicación epiyectiva f : (X, τ) → Y sea continua. Veámoslo:

Sea τ ′ una topoloǵıa sobre Y tal que f : (X, τ) → (Y, τ ′) sea continua, y sea G ∈ τ ′ .
Puesto que hemos supuesto que f es continua poniendo τ ′ en Y , f−1(G) ∈ τ ; por
definición de τf , ello implica que G ∈ τf .)

Ejemplos:

1. Todo cociente de un espacio topológico grosero es un espacio grosero.

Sea f : (X, τgrosera) → (Y, τ ′) una aplicación cociente. Puesto que la topoloǵıa gro-
sera es la menos fina entre todas las posibles topoloǵıas sobre un conjunto, para
comprobar τ ′ = τgrosera , tan sólo debemos limitarnos a demostrar τ ′ ≤ τgrosera :

Sea G ∈ τ ′ ; como τ ′ es la topoloǵıa cociente dada por f sobre Y , f−1(G) pertenece
a la topoloǵıa grosera sobre X ; es decir: f−1(G) = X , o bien f−1(G) = ∅ .
Si f−1(G) = X , al ser f epiyectiva, se verifica:

G = f(f−1(G)) = f(X) = Y .

Por otra parte, si f−1(G) = ∅ , tendŕıamos:

G = f(f−1(G)) = f(∅) = ∅ .

En cualquier caso, acabamos de comprobar que, si G ∈ τ ′ , entonces G ∈ τgrosera
sobre Y .

2. Todo cociente de un espacio topológico discreto es un espacio discreto.

Sea f : (X, τdiscreta) → (Y, τ ′) una aplicación cociente. Hemos de comprobar que τ ′

coincide con la topoloǵıa discreta sobre Y .

Para ello, ya que la topoloǵıa discreta es la topoloǵıa más fina entre todas las posibles
sobre un conjunto, basta ver que, dado cualquier abierto G ∈ τdiscreta , G ∈ τ ′ .

Dar G ∈ τdiscreta en Y es dar un subconjunto cualquiera de Y ; por tanto, f−1(G)
es un subconjunto cualquiera de X , es decir, f−1(G) ∈ τdiscreta en X , lo cual, por
definición de topoloǵıa cociente, implica que G ∈ τ ′ .

A continuación, enunciaremos un par de resultados que serán de gran utilidad para
comprobar que una aplicación dada entre espacios topológicos es una aplicación cociente.

Proposición 4.4.2 Si f : (X, τ) → (Y, τ ′) es una aplicación epiyectiva, continua y abier-
ta (o cerrada), entonces f es una aplicación cociente, es decir, τ ′ = τf (la topoloǵıa τ ′

coincide con la topoloǵıa cociente dada por f sobre Y ).
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Demostración:

(Haremos la demostración para el caso en que f sea abierta. El caso en que f sea
cerrada se deja como sencillo ejercicio.)

(≤) Esto ya se hizo en la segunda de las observaciones inmediatamente siguientes a la
definición 4.4.1.

(≥) Sea G ∈ τf ; por definición, f
−1(G) ∈ τ . Puesto que f : (X, τ) → (Y, τ ′) es abierta,

f(f−1(G)) ∈ τ ′. Y, como f es epiyectiva, f(f−1(G)) = G, de donde se sigue que G ∈ τ ′ .

Ejemplos:

1. Las proposiciones 4.1.2 y 4.4.2 nos presentan un primer ejemplo bien sencillo de
aplicación cociente: cualquier proyección natural de un espacio topológico producto
en uno de sus espacios factores es siempre una aplicación cociente.

Sin embargo, debe notarse que la observación justamente siguiente a aquella mis-
ma proposición 4.1.2 nos dice que no es verdad que cualquier aplicación cociente
(epiyectiva y continua, por definición) tenga que ser además cerrada.

2. El ejercicio 15 de este mismo caṕıtulo propone un ejemplo de aplicación cociente
(epiyectiva y continua, por definición) que no es abierta.

3. Consideremos la aplicación siguiente:

(R2, τusual)
f−→ (R, τusual)

(x, y) �−→ f((x, y)) = x+ y .

Esta aplicación es epiyectiva, continua y abierta; por tanto, según la proposición
4.4.2, se trata de una aplicación cociente.

Definición 4.4.3 Una aplicación h : A → B es una sección (o inversa por la dere-
cha) de la aplicación f : B → A si f ◦ h = IdA .

Proposición 4.4.4 Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) una aplicación continua entre espacios to-
pológicos. Si f admite alguna sección continua, entonces f es una aplicación cociente.

Demostración:

Supongamos que la aplicación continua f : (X, τ) → (Y, τ ′) tiene una sección continua
s : (Y, τ ′) → (X, τ) .

Veamos en primer lugar que entonces f es epiyectiva: dado y ∈ Y , su imagen por la
sección, s(y) , es un elemento de X que verifica justamente f(s(y)) = y .

Para demostrar que f es una aplicación cociente, hemos de comprobar que la topoloǵıa
τ ′ es la topoloǵıa cociente τf dada por f sobre Y .

Como por hipótesis f es continua, y la topoloǵıa cociente es la más fina que podemos
definir sobre Y de modo que f sea continua, se tiene τf ≥ τ ′ .
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Nos falta pues ver que τ ′ ≥ τf . Sea G ∈ τf ; por definición de topoloǵıa cociente,
f−1(G) ∈ τ . Puesto que la sección s es continua, s−1(f−1(G)) ∈ τ ′ , y, como f ◦ s = IdY :

G = Id−1
Y (G) = s−1(f−1(G)) ∈ τ ′ ,

lo que concluye la demostración.

Ejemplos:

1. La función

(R, τusual)
f−→ ([0,+∞), τusual)

x �−→ f(x) = x2

es cociente, por la proposición 4.4.4, ya que es continua y además admite alguna
sección continua; basta considerar como tal la siguiente:

([0,+∞), τusual)
s−→ (R, τusual)

t �−→ s(t) = +
√
t .

2. La siguiente aplicación entre espacios topológicos también es cociente:

(R3, τusual)
f−→ (R× R× {0}, τusual)

(x, y, z) �−→ f((x, y, z)) = (x, y, 0) .

De nuevo la proposición 4.4.4 nos garantiza la afirmación anterior, ya que f es
continua (¿por qué?) y podemos dar alguna sección continua suya; por ejemplo:

(R× R× {0}, τusual)
s−→ (R3, τusual)

(λ, µ, 0) �−→ s((λ, µ, 0)) = (λ, µ, 0) .

4.5. Propiedad Universal del Cociente

Teorema 4.5.1 (Propiedad Universal del Cociente.)

Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) una aplicación cociente. Una aplicación g : (Y, τ ′) → (Z, τ ′′)
es continua si, y sólo si, g ◦ f : (X, τ) → (Z, τ ′′) es continua.

Demostración:

La aplicación g es continua si, y sólo si, dado cualquier G ∈ τ ′′ , g−1(G) ∈ τ ′ .

Como por hipótesis f es una aplicación cociente, τ ′ es la topoloǵıa cociente sobre Y
dada por f . Por ello, dada la definición de topoloǵıa cociente, g−1(G) ∈ τ ′ si, y sólo si,
f−1(g−1(G))(= (g ◦ f)−1(G)) ∈ τ , lo cual equivale, como sabemos, a que g ◦ f sea una
aplicación continua.
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Corolario 4.5.2 (Teorema de factorización por el cociente.)
Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) una aplicación cociente, y sea g : (X, τ) → (Z, τ ′′) una

aplicación continua con la siguiente propiedad:
(⋄) Para cualesquiera x1, x2 ∈ X tales que f(x1) = f(x2) , se verifica g(x1) = g(x2) .
En estas condiciones, existe una única aplicación continua h : (Y, τ ′) → (Z, τ ′′) , de

modo que h ◦ f = g :

(X, τ)
f

cociente
��

gcontinua+ (⋄)

��

(Y, τ ′)

∃.h continua : h◦f=g

��
(Z, τ ′′)

Demostración:
Empecemos con la unicidad:
Sean h1 , h2 dos aplicaciones continuas de (Y, τ ′) en (Z, τ ′′) tales que h1◦f = g = h2◦f .

Entonces, dado y ∈ Y , y teniendo en cuenta que f , al ser cociente, es epiyectiva, se verifica:

h1(y) = h1(f(x)) = (h1 ◦ f)(x) = g(x) = (h2 ◦ f)(x) = h2(f(x)) = h2(y) ,

con lo que ya queda demostrado h1 = h2 .

En cuanto a la existencia, definamos h de la siguiente forma, para cada y ∈ Y :

h(y) := g(x) , con x ∈ f−1(y) (es decir, f(x) = y) .

De este modo, h está bien definida: en efecto, si x1 , x2 son elementos de X tales que
f(x1) = f(x2) = y ∈ Y , entonces, puesto que g verifica por hipótesis la propiedad (⋄) ,
g(x1) = h(y) = g(x2) , y por tanto la definición de h(y) no depende de la elección que
hagamos de x ∈ f−1(y) .

Además, h ◦ f = g :

(h ◦ f)(x) = h(f(x)) = g(x) , ∀x ∈ X ,

según la definición que hemos dado de h .
Por último, la continuidad de h se obtiene de aplicar la Propiedad Universal del Co-

ciente, pues h es una aplicación que sale del espacio topológico cociente (Y, τ ′) , y cuya
composición con la aplicación cociente, h ◦ f = g , es continua por hipótesis.

4.6. Cocientes y relaciones de equivalencia

Sea ∼ una relación de equivalencia sobre un conjunto no vaćıo X , y sea π : X → X/∼
la aplicación canónica de paso al cociente, que hace corresponder a cada x ∈ X su clase
de equivalencia, como elemento del conjunto cociente, [x] ∈ X/∼ .
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Si dotamos al conjunto X de una topoloǵıa τ , tendremos entonces una aplicación
epiyectiva π : (X, τ) → X/∼ , y podremos considerar la topoloǵıa cociente definida sobre
X/∼ por π :

τπ = {G ⊆ X/∼ : π−1(G) ∈ τ} ,

de modo que la aplicación canónica de paso al cociente es una aplicación cociente en el
sentido topológico que hemos introducido en este caṕıtulo:

(X, τ)
π−→ (X/∼, τπ)

x �−→ π(x) = [x] .

Comprobemos ahora que cualquier aplicación cociente entre espacios topológicos puede
entenderse como la aplicación canónica de paso al cociente por una relación de equivalencia.

Toda aplicación f : X → Y define una relación de equivalencia ∼f sobre X del
siguiente modo:

x1 ∼f x2 :⇔ f(x1) = f(x2) .

En particular, si tenemos una aplicación cociente f : (X, τ) → (Y, τ ′) , veamos que
(Y, τ ′) es homeomorfo al espacio topológico (X/∼f , τπ) , siendo π : (X, τ) → X/∼f la
aplicación canónica de paso al cociente por la relación de equivalencia ∼f .

(X, τ)
f ��

π

��

(Y, τ ′)

ϕ

����
��
��
��
��
��
��
��
��
�

(X/∼f , τπ)

ψ

���������������������

Se verifica trivialmente la siguiente proposición:

(x1, x2 ∈ X) f(x1) = f(x2) ⇔ x1 ∼f x2 ⇔ π(x1) = π(x2) .

(Dicho de otro modo, tanto f como π podrán hacer el mismo papel que hace la
aplicación g en el corolario 4.5.2, pues ambas son continuas —las dos son aplicaciones
cocientes— y verifican una respecto de la otra la propiedad (⋄) que verifica g en aquel
enunciado.)

(X, τ)
f

cociente
��

π continua

��

(Y, τ ′)

ϕ

��
(X/∼f , τπ)

(4.6.1)
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Por el mencionado teorema de factorización por el cociente (corolario 4.5.2), existe una
única aplicación ϕ continua, tal que ϕ ◦ f = π —obsérvese el diagrama 4.6.1—, definida
aśı:

ϕ(y) = π(x) (= clase de equivalencia por ∼f de x , con x ∈ f−1(y)).

(X, τ)
f

continua
��

π cociente

��

(Y, τ ′)

(X/∼f , τπ)

ψ

��
(4.6.2)

Aplicando de nuevo el teorema de factorización, atendiendo ahora al diagrama 4.6.2,
tenemos garantizada la existencia de una única aplicación continua ψ , tal que ψ ◦ π = f ,
cuya definición es (denotando [x] la clase de equivalencia por ∼f de x ):

ψ([x]) = f(x) , con x tal que π(x) = [x] .

Veamos para acabar que ϕ y ψ son inversas:

- (ϕ ◦ ψ)([x]) = ϕ(ψ([x])) = ϕ(f(x)) = π(x) = [x] = IdX/∼f
([x]) ;

- (ψ ◦ ϕ)(y) = ψ(ϕ(y)) = ψ([x]) = f(x) = y = IdY (y) .

Con todo esto, queda comprobado que (X/∼f , τπ) es homeomorfo a (Y, τ ′) .

Ejemplos:

1. Sea (X, τ) un espacio topológico, sobre el que consideramos definida la siguiente
relación de equivalencia:

x ∼ y :⇔ x = y .

Esta relación de equivalencia —que es simplemente la relación de igualdad entre
elementos de X— hace que haya tantas clases de equivalencia como elementos en
X . Por tanto, el conjunto cociente X/∼ está en biyección con X , de modo que,
considerando los conjuntos dotados de topoloǵıas, tenemos el siguiente diagrama:

(X, τ)
IdX ��

π

��

(X, τ)

(X/∼, τπ)
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Tanto π como IdX son aplicaciones cocientes, y verifican:

π(x1) = π(x2) ⇔ IdX(x1) = IdX(x2) .

Por tanto, usando el teorema de factorización por el espacio cociente (X/∼, τπ) ,
obtenemos la aplicación continua φ del diagrama 4.6.3, que estará definida, según
sabemos, como:

φ([x]) = IdX(x) .

(X, τ)
IdX

continua
��

π cociente

��

(X, τ)

(X/∼, τπ)

φ

��
(4.6.3)

Del mismo modo, aplicando el teorema de factorización por el espacio cociente
(X, τ) , conseguimos la aplicación continua ψ del diagrama 4.6.4, definida aśı:

ψ(x) = π(x) .

(X, τ)
IdX

cociente
��

π continua

��

(X, τ)

ψ

��
(X/∼, τπ)

(4.6.4)

Es fácil ver que φ y ψ son inversas la una de la otra, y por tanto hemos comprobado
que (X/ ∼, τπ) y (X, τ) son espacios topológicos homeomorfos.

2. Sobre el espacio (X, τ) consideremos la relación de equivalencia que hace que dos
elementos cualesquiera de X sean equivalentes.

Con esta relación de equivalencia, todos los elementos de X pertenecen a una misma
clase de equivalencia, y por tanto el conjunto cociente X/∼ tiene un único elemento.

Por tanto, en este caso el espacio topológico cociente es trivial.
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Problemas

1. Sean (X, τ) e (Y, τ ′) espacios topológicos, y sea (X×Y, τproducto) su espacio topológico
producto.

a) Demuéstrese que, si B es una base de abiertos de τ y B′ es una base de τ ′ ,
entonces la siguiente colección es una base de abiertos de τproducto :

�B = {G×G′ : G ∈ B, G′ ∈ B′} .

b) Dado un elemento (x0, y0) ∈ X×Y , pruébese que, si B(x0) es una base de entornos
de x0 en (X, τ) y B(y0) es una base de entornos de y0 en (Y, τ ′) , entonces

B((x0, y0)) = {U × V : U ∈ B(x0), V ∈ B(y0)}

es una base de entornos de (x0, y0) en (X × Y, τproducto) .

2. Sean (X, τ) e (Y, τ ′) espacios topológicos, y sean A ⊆ X , B ⊆ Y . Pruébese que en el
espacio producto X × Y se verifican las siguientes propiedades:

a) Int (A×B) =
◦
A ×

◦
B .

b) A×B = A×B .

c) Como consecuencia del apartado anterior, si A y B son densos en X e Y respec-
tivamente, entonces A×B es denso en X × Y .

3. Pruébese que, dados dos espacios topológicos, (X, τ) , (Y, τ ′) , los espacios topológicos
productos X × Y e Y ×X son homeomorfos.

4. Sean {(Xi, τi)}ni=1 , {(Yi, τ ′i)}ni=1 dos familias finitas de espacios topológicos, sean los es-
pacios topológicos productos respectivos, (

∏n
i=1Xi, τ) y (

∏n
i=1 Yi, τ

′) , y consideremos,
para cada i ∈ {1, . . . , n} , la aplicación fi : (Xi, τi) → (Yi, τ

′
i) . Demuéstrese que

f :

(
n∏

i=1

Xi , τ

)
−→

(
n∏

i=1

Yi , τ
′

)
,

definida del siguiente modo:

f((x1, . . . , xn)) = (f1(x1), . . . , fn(xn)) ,

es continua si, y sólo si, fi es continua para cada i ∈ {1, . . . , n} .

5. Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) una aplicación entre espacios topológicos. Consideremos el
siguiente subespacio topológico del espacio producto de (X, τ) e (Y, τ ′) :

Grafo (f) = {(x, y) ∈ X × Y : y = f(x)} .

Pruébese que f es continua si, y sólo si, la aplicación entre X y Grafo (f) que asigna
a cada x ∈ X el par (x, f(x)) es un homeomorfismo.
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6. Sea {(Xi, τi)}ni=1 una familia de espacios topológicos, y sea (Ai, τi|Ai
) subespacio to-

pológico de (Xi, τi) , para cada i ∈ {1, . . . , n} . Compruébese que la topoloǵıa producto
sobre

∏n
i=1Ai coincide con su topoloǵıa de subespacio de

∏n
i=1Xi .

7. Consideremos R2 dotado de la topoloǵıa producto de la discreta y de la topoloǵıa
τ = {R,Q, I, ∅} .

a) Encuéntrese una base de entornos, si es posible numerable, de cada punto de R2 .

b) Póngase un ejemplo de un subconjunto propio A que sea a la vez abierto y cerrado.

c) Sea L = {(x, y) ∈ R2 : y = x} . ¿Es cerrado L ? ¿Cuál es su topoloǵıa de subespa-
cio?

8. Sea R2 dotado de la topoloǵıa producto de la discreta y la usual.

a) Encuéntrese una base de entornos, si es posible numerable, de cada punto de R2 .

b) Póngase un ejemplo de un subconjunto propio A que sea a la vez abierto y cerrado.

c) Póngase un ejemplo de un subconjunto propio A que sea denso en R2 .

d) ¿Es S1 (véase el ejercicio 3) un subespacio cerrado de R2 ? Estúdiese cuál es la
topoloǵıa de subespacio que hereda S1 .

9. Considérese el conjunto X = [0, 1] × [0, 1] dotado de la topoloǵıa τ producto de τ1 y
la discreta, donde τ1 es la topoloǵıa sobre [0, 1] definida del siguiente modo:

τ1 = {G ⊆ [0, 1] : 0 /∈ G , o si 0 ∈ G , entonces [0, 1) ⊆ G} .

a) Encuéntrense sendas bases de entornos de los puntos (0, 0) y (1, 0) .

b) Sea ∆ = {(x, y) ∈ X : x = y} . Calcúlense
◦
∆ , ∆ , ∆′ y Fr (∆) .

c) Estúdiese la continuidad de la siguiente función:

(X, τ)
f−→ (X, τgrosera × τdiscreta)

(x, y) �−→ f((x, y)) = (1, x) .

10. Sea (X, τ) un espacio topológico. Demuéstrese que son equivalentes las siguientes afir-
maciones:

a) (X, τ) es T2 .

b) La diagonal ∆ = {(x, x) : x ∈ X} es un subconjunto cerrado en (X×X, τproducto) .

11. Sean τ1 , τ2 dos topoloǵıas de Hausdorff sobre un conjunto no vaćıo X . Pruébese que,
si (X, τ1 ∩ τ2) es un espacio de Hausdorff, entonces la diagonal es cerrada en el espacio
producto de (X, τ1) y (X, τ2) .
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12. Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) una función continua entre espacios topológicos, siendo (Y, τ ′)
un espacio T2 .

Compruébese que Grafo(f) = {(x, y) : y = f(x)} ⊂ X × Y es un cerrado en el espacio
topológico producto de (X, τ) e (Y, τ ′) .

(Indicación: Escŕıbase Grafo(f) como la imagen inversa por cierta aplicación continua
de la diagonal de Y × Y , y apĺıquese el ejercicio 10 para concluir la demostración.)

13. Póngase un ejemplo que ilustre la siguiente situación: el espacio topológico X × Y es
homeomorfo a X × Z , y, sin embargo, Y no es homeomorfo a Z .

14. (Para ampliar:) Productos de familias infinitas de espacios topológicos.

Sea {(Xi, τi)}i∈I una familia arbitraria de espacios topológicos, y consideremos el pro-
ducto cartesiano

∏
i∈I Xi . La topoloǵıa producto sobre

∏
i∈I Xi se define como sigue:

τproducto = {G ⊆
∏
i∈I

Xi : G es unión arbitraria de elementos de Bproducto} ,

donde Bproducto es la base de abiertos de la topoloǵıa producto formada por los siguien-
tes subconjuntos:

Bproducto = {B ⊆
∏
i∈I

Xi : B =
∏
i∈I

Ci} ,

con

Ci =

{
Gi ∈ τi , si i ∈ J ,
Xi , si i /∈ J ,

donde J es algún subconjunto finito de I .

(Es decir, los abiertos básicos de la topoloǵıa producto son productos cartesianos de
abiertos del espacio factor correspondiente en finitos factores y del total del espacio
factor correspondiente en el resto de los factores.)

a) Si el conjunto I es finito, compruébese que esta definición de la topoloǵıa producto
y la que se dio en la definición 4.1.1 son la misma.

b) Sobre
∏

i∈I Xi es posible también definir la siguiente topoloǵıa, que recibe el
nombre de topoloǵıa por cajas y generaliza al caso arbitrario la definición 4.1.1
que se dio para productos finitos:

τcajas = {G ⊆
∏
i∈I

Xi : G es unión arbitraria de elementos de B′} ,

donde B′ es la base de abiertos de la topoloǵıa por cajas formada por los siguientes
subconjuntos:

B′ = {
∏
i∈I

Gi : Gi ∈ τi, ∀i ∈ I} .

Demuéstrese que la topoloǵıa por cajas es, en general, más fina que la topoloǵıa
producto.
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c) Sea Bi una base de abiertos en (Xi, τi) para cada i ∈ I . Demuéstrense:

1) La siguiente colección es una base de abiertos de la topoloǵıa producto sobre∏
i∈I Xi :

B = {
∏
i∈I

Bi}

donde Bi ∈ Bi , para i ∈ J , y Bi = Xi , para i /∈ J , con J algún subconjunto
finito de I .

2) La siguiente colección es una base de abiertos de la topoloǵıa por cajas sobre∏
i∈I Xi :

B′ = {
∏
i∈I

Bi}

donde Bi ∈ Bi , para cada i ∈ I .

d) Sea (xi)i∈I ∈
∏

i∈I Xi , y sea Bi(xi) una base de entornos de xi en (Xi, τi) , para
cada i ∈ I . Demuéstrense:

1) La siguiente colección es una base de entornos de (xi)i∈I en la topoloǵıa
producto sobre

∏
i∈I Xi :

B((xi)i∈I) = {
∏
i∈I

Bi}

donde Bi ∈ Bi(xi) , para i ∈ J , y Bi = Xi , para i /∈ J , con J algún
subconjunto finito de I .

2) La siguiente colección es una base de entornos de (xi)i∈I en la topoloǵıa por
cajas sobre

∏
i∈I Xi :

B′((xi)i∈I) = {
∏
i∈I

Bi}

donde Bi ∈ Bi , para cada i ∈ I .

e) Sea Ai ⊆ Xi, para cada i ∈ I .

1) Compruébese que, tanto si sobre
∏

i∈I Xi se considera la topoloǵıa producto,
como si se considera la topoloǵıa por cajas, se verifican las siguientes propo-
siciones:

α)
∏

i∈I Ai =
∏

i∈I Ai . (La clausura del producto es el producto de las clau-
suras.)

β)
∏

i∈I Ai es denso en
∏

i∈I Xi si, y sólo si, Ai es denso en Xi , para cada
i ∈ I .

2) Estúdiese si se verifica Int(
∏

i∈I Ai) =
∏

i∈I Int(Ai) , cuando se considera sobre∏
i∈I Xi bien la topoloǵıa producto, bien la topoloǵıa por cajas.

f ) Sea (Ai, τi|Ai
) un subespacio topológico de (Xi, τi) , para cada i ∈ I . Compruében-

se:

1)
∏

i∈I Ai es un subespacio topológico de
∏

i∈I Xi , si sobre ambos productos
consideramos las topoloǵıas productos respectivas.
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2)
∏

i∈I Ai es un subespacio topológico de
∏

i∈I Xi , si sobre ambos productos
consideramos las topoloǵıas por cajas respectivas.

g) Es importante observar que la Propiedad Universal del Producto (teorema 4.2.1)
se verifica igualmente para productos arbitrarios dotados de la topoloǵıa produc-
to, pero no cuando se consideran dotados de la topoloǵıa por cajas. Veámoslo a
continuación:

1) Demuéstrese la siguiente generalización del teorema 4.2.1 a productos arbi-
trarios:
(Propiedad Universal del Producto.) Sean (

∏
i∈I Xi, τproducto) el espacio to-

pológico producto de una familia de espacios topológicos {(Xi, τi)}i∈I , la pro-
yección natural πk : (

∏
i∈I Xi, τproducto) → (Xk, τk) , para cada k ∈ I , e (Y, τ ′)

un espacio topológico.
Una aplicación f : (Y, τ ′) → (

∏
i∈I Xi, τproducto) es continua si, y solo si, las

composiciones πk ◦ f son continuas (para cada k ∈ I).

2) Denotaremos por RN el producto cartesiano de numerables copias de R , es
decir:

RN =
∏
n∈N

R = {(xn)n∈N : xn ∈ R, para cada n ∈ N} .

(Obviamente, RN es el conjunto de todas las posibles sucesiones de números
reales.)
Consideremos la siguiente aplicación entre espacios topológicos:

(R, τusual)
f−→ (RN, τcajas)

x �−→ f(x) = (x, x, x, . . .) ,

donde τcajas es la topoloǵıa por cajas que se obtiene al considerar la topoloǵıa
usual en cada factor de RN .
Para cada k ∈ N , la aplicación

(R, τusual)
πk◦f−→ (R, τusual)

x �−→ (πk ◦ f)(x) = x

es trivialmente continua. Demuéstrese que, sin embargo, la aplicación f no lo
es.

h) Para el espacio topológico producto (
∏

i∈I Xi, τproducto) sigue siendo cierta la pro-
posición 4.3.3 sobre las secciones paralelas de un producto. Compruébese que la
demostración que hicimos en su momento es enteramente válida ahora, cambiando
los obvios detalles de notación.

i) El apartado inmediatamente anterior permite generalizar a un producto arbitrario
de espacios topológicos la primera implicación que demostramos en el teorema
4.3.1: si un espacio topológico producto es metrizable, también lo es cada uno de
sus factores.
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La implicación inversa de aquel teorema sigue siendo válida para un espacio to-
pológico producto de una familia numerable de espacios topológicos. En la de-
mostración, sin embargo, no podremos considerar como métrica producto (que
indućıa, según se probaba, la topoloǵıa producto) la misma que tomábamos en el
caso de una familia finita.

Ahora procedeŕıamos aśı, dada una familia de espacios topológicos metrizables
{(Xn, τn)}n∈N (de tal modo que existen métricas dn tales que τn = τdn para cada
n ∈ N ), y dado su producto (

∏
n∈NXn, τproducto) :

1) Para cada n ∈ N , sustituimos la distancia dn por la siguiente:

�dn(xn, yn) = mı́n{1, dn(xn, yn)} (xn, yn ∈ Xn) ,

que, según se dijo en el ejercicio 22c del tema 3, es una distancia acotada
(siempre menor o igual que 1) topológicamente equivalente a dn .
Demuéstrese que D , definida a continuación, es una distancia sobre

∏
n∈NXn :

D((xn)n∈N, (yn)n∈N) =

∞∑
n=1

�dn(xn, yn)
2n

.

(Obsérvese que esa serie siempre es sumable, pues está mayorada por la serie
sumable

∑∞
n=1

1
2n .)

2) Demuéstrese que la aplicación siguiente es un homeomorfismo:

(
∏
n∈N

Xn, τproducto)
Id−→ (

∏
n∈N

Xn, τD) .

(Una vez demostrado esto, ya se podrá concluir que la métrica D induce la
topoloǵıa producto sobre

∏
n∈NXn .)

j ) No obstante, no es cierto que el espacio producto de una familia infinita no nume-
rable de espacios metrizables sea necesariamente metrizable.

Compruébese que RR , dotado de la topoloǵıa producto de la usual en cada factor,
no es metrizable.

(Indicación: Demuéstrese que el espacio producto no es primero contable.)

k) Sea {(Xi, τi)}i∈I una familia de espacios topológicos discretos con más de un
elemento. Demuéstrese que el espacio producto (

∏
i∈I Xi, τproducto) es un espacio

discreto si, y sólo si, I es finito.

l) Para cada i ∈ I , sea bi ∈ Xi . Pruébese que el conjunto

A = {(xi)i∈I ∈
∏
i∈I

Xi : xi = bi salvo para finitos i ∈ I}

es denso en (
∏

i∈I Xi, τproducto) .
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m) Sea RR =
∏

α∈R R el producto cartesiano de tantas copias de R como números
reales, y consideremos sobre RR la topoloǵıa producto de la usual en cada factor.

(Obsérvese que RR es el conjunto de todas las funciones reales de variable real.)

Descŕıbase una base de entornos de un elemento f ∈ RR .

15. Dada una aplicación cociente f : (X, τ) → (Y, τ ′) , diremos que un subconjunto A de
X es saturado por f si se verifica la igualdad f−1(f(A)) = A .

Llamaremos cociente por un subconjunto A de un conjunto X —y lo denotaremos
X/A— al conjunto cociente de X determinado por la relación de equivalencia que
hace equivalentes entre śı todos los elementos de A , y fuera de A es simplemente la
relación de igualdad entre elementos.

Sean A = { 1
n : n ∈ N} , I = [0, 1] y π : I → I/A la proyección canónica de paso al

cociente. Pruébese que V = [0, 12 ] ∪ {1} es un entorno saturado de 0 , pero que π(V )
no es entorno de π(0) .

16. Diremos que una relación de equivalencia definida sobre un espacio topológico es abierta
(cerrada) si la aplicación natural de paso al cociente inducida por la relación es una
aplicación abierta (respectivamente, cerrada).

Demuéstrese que una relación de equivalencia ∼ sobre un espacio (X, τ) es abierta (ce-
rrada) si, y sólo si, el conjunto saturado (véase el ejercicio anterior) por ∼ de cualquier
abierto (cerrado) de (X, τ) es también abierto (cerrado) en dicho espacio.

17. Consideremos una familia finita {(Xi, τi)}ni=1 de espacios topológicos, sobre los cuales
tenemos sendas relaciones {Ri}ni=1 de equivalencia abiertas (véase el ejercicio anterior).
Si definimos una relación R de equivalencia sobre el espacio producto

∏n
i=1Xi del

siguiente modo:

(x1, . . . , xn)R (y1, . . . , yn) ⇐⇒: xiRi yi , para cada i ∈ {1, . . . , n} ,

compruébese entonces que son homeomorfos estos espacios topológicos:

n∏
i=1

Xi/Ri y

(
n∏

i=1

Xi

)
/R .

(El primero va dotado de la topoloǵıa producto de las topoloǵıas cocientes de cada
τi por Ri , mientras que el segundo lleva la topoloǵıa cociente por R de la topoloǵıa
producto de las τi .)

18. a) Sea (X, τ) un espacio topológico y sea ∼ una relación de equivalencia sobre X
tal que cada clase por ∼ es densa en (X, τ) . Pruébese que X/∼ tiene la topoloǵıa
grosera.

b) Como consecuencia del apartado a, compruébese que, si sobre R consideramos la
relación x ∼ y , si x− y ∈ Q , el cociente R/∼ tiene la topoloǵıa grosera.
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19. Sean f1 : (X1, τ1) → (Y1, τ
′
1) , f2 : (X2, τ2) → (Y2, τ

′
2) aplicaciones epiyectivas, continuas

y abiertas. Demuéstrese que la aplicación

(f1, f2) : (X1 ×X2, τproducto) −→ (Y1 × Y2, τ
′
producto) ,

definida como
(f1, f2)(x1, x2) = (f1(x1), f2(x2)) ,

es una aplicación cociente.

20. Un retracto de un espacio topológico (X, τ) en un subespacio suyo (A, τ|A) es una
aplicación continua r : (X, τ) → (A, τ|A) tal que r(a) = a , si a ∈ A . (Es decir,
r ◦ i = IdA , donde i es la inclusión natural de A en X .)

Demuéstrese que todo retracto es una aplicación cociente.

21. Sean ∼1 y ∼2 dos relaciones de equivalencia sobre los espacios topológicos (X1, τ1) y
(X2, τ2) , respectivamente. Sea f : (X1, τ1) → (X2, τ2) una función compatible con ∼1

y ∼2 (es decir, x ∼1 y ⇒ f(x) ∼2 f(y) ). Sea f̃ : X1/∼1→ X2/∼2 la función definida
entre los espacios cocientes del siguiente modo:

f̃([x]) = [f(x)] .

Demuéstrense:

a) Si f es continua, f̃ es continua. Además, si f y π2 (paso al cociente por ∼2 ) son
cerradas (abiertas), entonces f̃ es cerrada (abierta, respectivamente).

b) Si f es aplicación cociente, f̃ es cociente.

c) Si f es aplicación cociente, y f̃ biyectiva, entonces f̃ es homeomorfismo.

22. Consideremos el siguiente espacio topológico:

(X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}, τ = {X} ∪ P({1, 3, 5, 7, 9})) .

Descŕıbase el espacio topológico cociente (X/A, τπ) , donde A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} (véase
el ejercicio 15 de este mismo tema) y π es la aplicación canónica de paso al cociente.

23. Sea (R2, τusual) , y seaH un subespacio vectorial de R2 . Dada la relación de equivalencia
habitual inducida por el subespacio sobre el espacio vectorial,

(x, y) ∼ (x′, y′) ⇔ (x′ − x, y′ − y) ∈ H ,

consideremos el espacio topológico cociente (R2/∼, τπ) .

a) Compruébese que el espacio cociente cuando H = 0 es homeomorfo a (R2, τusual) .

b) Compruébese que el espacio cociente es homeomorfo a un espacio trivial (con un
solo elemento) si H = R2 .
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c) Demuéstrese que el espacio cociente es homeomorfo a (R, τusual) cuando H es un
subespacio de dimensión 1.

24. Consideremos (R2, τusual) . Determı́nese a qué espacio topológico conocido es homeo-
morfo el espacio topológico cociente (R2/∼, τπ) , siendo ∼ cada una de las siguientes
relaciones de equivalencia y π : R2 → R2/∼ la aplicación canónica de paso al cociente:

a) (x, y) ∼ (x′, y′) ⇔ y2 = y′2 .

b) (x, y) ∼ (x′, y′) ⇔ x = x′ e y2 = y′2 .

25. En (R, τusual) se considera la siguiente relación de equivalencia:

x ∼ y ⇐⇒: x− y ∈ Z .

Pruébese que el espacio cociente R/∼ es homeomorfo a la circunferencia, con la topo-
loǵıa de subespacio de (R2, τusual) : S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} .
(En el tema 6, tras el corolario 6.2.4, este ejercicio será mucho más sencillo.)

26. Sea E = R2 \ {(0, 0)} dotado de la topoloǵıa de subespacio de la usual de R2 .

a) Sobre E considérese la relación de equivalencia siguiente:

e ∼ v ⇔ existe λ > 0 tal que e = λv .

Siendo π : E → E/∼ la aplicación canónica de paso al cociente, demuéstrese que
el espacio topológico cociente (E/∼, τπ) es homeomorfo a la circunferencia S1 ,
dotada de la topoloǵıa de subespacio de la usual de R2 .

b) Si sobre E consideramos la relación de equivalencia

e ∼ v ⇔ existe λ ̸= 0 tal que e = λv ,

entonces el conjunto cociente E/∼ es, por definición, la recta proyectiva real :

P1 = {< e >: e ∈ E} .

La recta proyectiva puede verse como espacio topológico de modo natural, sin más
que considerar P1 dotado de la topoloǵıa cociente de la topoloǵıa de E por la
aplicación canónica de paso al cociente (aplicación de proyectivización):

E
π−→ P1 (= E/∼)

e �−→ π(e) =< e > .

Demuéstrese que la recta proyectiva real es un espacio topológico homeomorfo a
S1 con su topoloǵıa de subespacio de la usual del plano real.



MA
NU

AL
ES

 UE
X

118

 JOSÉ NAVARRO GARMENDIA Y ADRIÁN GORDILLO MERINO118 Topoloǵıa

27. Sea I = [0, 1] dotado de su topoloǵıa de subespacio de (R, τusual) . Determı́nese a qué
espacio topológico conocido es homeomorfo el espacio cociente (I/∼, τπ) , siendo ∼ cada
una de las siguientes relaciones de equivalencia y π : I → I/∼ la aplicación canónica
de paso al cociente:

a) t ∼ t′ ⇔ t = t′, o bien t, t′ ∈ {0, 1} .
b) t ∼ t′ ⇔ t = t′, o bien t+ t′ = 1 .

28. Si en la circunferencia unidad S1 consideramos la relación de equivalencia

x ∼ y ⇐⇒: x e y son diametralmente opuestos ,

véase que S1 es homeomorfo al cociente S1/∼ . ¿Qué sucede si consideramos la misma
relación de equivalencia sobre la esfera unidad S2 ?

Ejercicios de autoevaluación

Sólo una de las opciones indicadas es correcta para cada pregunta:

1. Sean dos espacios topológicos, (X, τ) , (Y, τ ′) , y consideremos su espacio producto.
Dı́gase cuál de las siguientes afirmaciones es correcta:

a) si el producto es un espacio metrizable, entonces (X, τ) e (Y, τ ′) son espacios
metrizables;

b) si el producto es un espacio metrizable, entonces es que τ y τ ′ coinciden con la
topoloǵıa discreta sobre X e Y , respectivamente;

c) puede suceder que el espacio producto sea metrizable, y que algún subespacio suyo
no lo sea;

d) si (X, τ) e (Y, τ ′) son espacios groseros, su espacio producto puede ser metrizable.

2. Sean (X, τ) e (Y, τ ′) dos espacios topológicos, y sean A ⊆ X y B ⊆ Y . En el espacio
producto de (X, τ) e (Y, τ ′) . . .

a) A×B es cerrado si, y sólo si, (X \A)× (Y \B) es cerrado;

b) A×B es cerrado si, y sólo si, A y B son cerrados en sus espacios respectivos;

c) A×B es abierto si, y sólo si, (X \A)× (Y \B) es abierto;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

3. Sean dos espacios topológicos, (X, τ) , (Y, τ ′) , y consideremos su espacio producto. Las
proyecciones naturales del producto en cada factor . . .
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a) son cerradas;

b) son continuas sólo si τ es menos fina que τ ′ ;

c) no son abiertas en general;

d) son aplicaciones cocientes.

4. Consideremos la función

(R, τusual)
f−→ (R2, τdiscreta × τgrosera)

x �−→ f(x) =

{
(1, x) , six ≤ 0 ,
(1, 1x) , six > 0 .

La función f . . .

a) es abierta;

b) es cerrada;

c) no es continua en ningún punto;

d) es continua globalmente.

5. El espacio topológico producto de ([0, 1], τusual) y ([0, 1], τgrosera) es. . .

a) metrizable;

b) homeomorfo a ([0, 1]× [0, 1], τusual) ;

c) un espacio topológico grosero;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

6. Sean (X, τdiscreta) un espacio topológico discreto y f : (X, τdiscreta) → R una aplicación
epiyectiva. La topoloǵıa cociente sobre R dada por la aplicación f . . .

a) es la grosera;

b) no es metrizable;

c) es la discreta;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

7. Sean (X, τgrosera) un espacio topológico grosero y f : (X, τgrosera) → R una aplicación
epiyectiva. La topoloǵıa cociente sobre R dada por la aplicación f . . .

a) no es metrizable;

b) es la discreta;

c) es la usual;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
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8. Dado (R, τusual) , consideremos la aplicación de paso al cociente

(R, τusual)
π−→ (R/∼ , τπ)

x �−→ π(x) = [x] ,

donde ∼ es la siguiente relación de equivalencia sobre R :

x ∼ y ⇔ x− y ∈ Z .

Dı́gase cuál de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) el espacio cociente es un espacio grosero;

b) el espacio cociente es un espacio discreto;

c) el espacio cociente es homeomorfo a S1 (circunferencia unidad) con su topoloǵıa
de subespacio de (R2, τusual) ;

d) el espacio cociente es homeomorfo a (0, 1) con su topoloǵıa de subespacio de
(R, τusual) .

9. Dado el espacio topológico (X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}}) y dada la mı́nima
relación de equivalencia sobre X tal que a ∼ b , consideremos el espacio topológico
cociente. Dı́gase cuál de las siguientes afirmaciones es correcta:

a) el espacio cociente es homeomorfo a (X, τ) ;

b) el espacio cociente tiene un único punto aislado;

c) el espacio cociente es un espacio topológico discreto;

d) el espacio cociente es un espacio metrizable.

10. Dado el espacio topológico (X = {a, b, c, d}, τ = {∅, X, {a, b}, {c, d}}) y dada la mı́nima
relación de equivalencia sobre X tal que c ∼ d , consideremos el espacio topológico
cociente (X/∼, τπ) . La aplicación

(X/∼, τπ)
f−→ (X, τ)

a �−→ f(a) = a ,

b �−→ f(b) = b ,
c �−→ f(c) = c . . .

a) es una aplicación cociente;

b) es un homeomorfismo;

c) es abierta;

d) es continua.

11. El espacio topológico producto de (R, τdiscreta) y (R, τconumerable) . . .

a) es un espacio metrizable;



MA
NU

AL
ES

 UE
X

121

APUNTES DE TOPOLOGÍATopoloǵıas producto y cociente 121

b) es un espacio topológico grosero;

c) no es un espacio de Hausdorff;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

12. Si (X, τ) es un espacio topológico T2 , . . .

a) el espacio producto de (X, τ) con (R, τusual) es T2 ;

b) todo espacio cociente suyo es T2 ;

c) el espacio producto de (X, τ) con (R, τgrosera) es metrizable;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

13. Sea f : (X, τdiscreta) → (Y, τ ′) una aplicación epiyectiva entre espacios topológicos. Si
∼f es la relación de equivalencia definida sobre X por f (x ∼f y ⇔: f(x) = f(y) ),
y π : (X, τdiscreta) → (X/∼f , τπ) es la aplicación cociente correspondiente, entonces la
factorización de f por el cociente,

(X/∼f , τπ)
f̃−→ (Y, τ ′)

x �−→ f̃(x) = f(x) , . . .

a) no es homeomorfismo, si τ ′ no es la topoloǵıa grosera;

b) es homeomorfismo sólo si τ ′ es la topoloǵıa discreta;

c) no es homeomorfismo, porque no es inyectiva;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

14. En el espacio topológico producto (R2, τproducto) de (R, τusual) y (R, τdiscreta) , la suce-
sión (( 1n ,

1
n))n∈N . . .

a) converge al punto (0, 0) ;

b) tiene como conjunto de ĺımites todo R2 ;

c) no converge a ningún punto de R2 ;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

15. Sea (X, τproducto) el espacio topológico producto de ({0, 1}, τ) y ({0, 1}, τ ′) , donde τ
y τ ′ son las siguientes topoloǵıas:

τ = {∅, {0, 1}, {0}} , τ ′ = {∅, {0, 1}, {1}} .

Sobre X consideremos la mı́nima relación de equivalencia ∼ tal que (1, 0) ∼ (0, 1) , y
sea π la aplicación canónica de paso al cociente:

(X, τproducto)
π−→ (X/∼, τπ) .

En estas condiciones . . .
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a) la aplicación cociente π es abierta;

b) la topoloǵıa cociente τπ es la topoloǵıa discreta;

c) el espacio topológico cociente (X/∼, τπ) no es primero contable;

d) la topoloǵıa cociente τπ es la topoloǵıa grosera.

16. Sea (R2, τproducto) el espacio topológico producto de (R, D) y (R, D′) , donde D y D′

son las siguientes distancias:

D(x, y) =

{
1 + |x− y| , si x ̸= y ,

0 , si x = y .

D′(x, y) = |ex − ey| .

Siendo d∞ la métrica producto de D y D′ sobre R2 , es decir

d∞((x1, x2), (y1, y2)) = máx{D(x1, y1), D
′(x2, y2)} ,

entonces . . .

a) τproducto = τdiscreta ;

b) τproducto = τusual ;

c) la bola con d∞ de centro (0, 0) y radio 1 es {(0, 0)} ;
d) la bola con d∞ de centro (0, 0) y radio 1 no es un subconjunto acotado en (R2, d2) .

17. En el espacio topológico producto (R3, τproducto) de (R, τgrosera) , (R, τusual) y (R, τ) ,
donde τ = {G ⊆ R : [0, 1] ⊆ G} ∪ {∅} , si consideramos A = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1] . . .

a)
◦
A= A ;

b) A = R3 ;

c)
◦
A= ∅ ;

d) A = A .

18. Sea (R2, τproducto) el espacio topológico producto de (R, τgrosera) con (R, τdiscreta) . La
topoloǵıa de subespacio que induce la topoloǵıa producto sobre [0, 1]× {0} es . . .

a) la topoloǵıa grosera;

b) la topoloǵıa discreta;

c) la topoloǵıa usual;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

19. Sea (R2, τproducto) el espacio topológico producto de (R, τdiscreta) con (R, τ ′) , siendo
τ ′ = {G ⊆ R : 0 ∈ G} ∪ {∅} . La topoloǵıa de subespacio que induce la topoloǵıa
producto sobre S1 = {(x, y) : x2 + y2 = 1} es . . .
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a) la topoloǵıa grosera;

b) la topoloǵıa discreta;

c) la topoloǵıa usual;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

20. Consideremos sobre (R, τusual) la siguiente relación de equivalencia:

x ∼ y ⇐⇒: x2 = y2 ,

y sea π : (R, τusual) → (R/∼, τπ) la aplicación cociente correspondiente. La sucesión en
el espacio cociente, (π(1), π(−1), π(0), π(1), π(−1), π(0), . . .) (que va alternando indefi-
nidamente esos tres valores), . . .

a) es convergente;

b) tiene un único valor de adherencia;

c) tiene tres valores de adherencia distintos;

d) tiene dos valores de adherencia distintos.
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Caṕıtulo 5

Conexión

La conexión es la primera de las dos propiedades topológicas que se estudian en este
curso. Que sea propiedad topológica quiere decir que se trata de una propiedad que se
conserva por homeomorfismos (y aún más, la imagen por una aplicación continua de un
espacio conexo es un espacio conexo, Proposición 5.1.3). Este importante hecho es lo que
subyace, por ejemplo, en el Teorema de Bolzano del Cálculo de una variable real del primer
curso.

Habitualmente, el estudio de la conexión de un espacio puede resultar dif́ıcil, por lo
que se introduce al final del caṕıtulo otro tipo de conexión —la conexión por arcos— que
se adapta mejor para tratar espacios topológicos que sean similares a Rn con la topoloǵıa
usual.

5.1. Definición y ejemplos

Definición 5.1.1 Un espacio topológico (X, τ) se dice inconexo (o disconexo) si existen
dos abiertos no vaćıos y disjuntos, G1, G2 ∈ τ , cuya unión sea el total: X = G1 ∪G2 .

Diremos que (X, τ) es conexo si no es inconexo.

Observación:
La condición que debe verificar un espacio topológico (X, τ) para ser considerado como

inconexo puede enunciarse de todos estos modos equivalentes (demuéstrese su equivalencia
como ejercicio):

1. Que existan dos cerrados no vaćıos y disjuntos F1, F2 , tales que: X = F1 ∪ F2 .

2. Que exista un subconjunto propio (ni vaćıo ni total) que sea simultáneamente abierto
y cerrado en (X, τ) .

3. Que exista un subconjunto propio de X cuya frontera sea vaćıa.

Ejemplos:

1. Desde luego, un espacio topológico con un único punto es un conexo de modo trivial.

125
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2. Un espacio topológico grosero también es trivialmente conexo, pues en él no hay más
abiertos que total y vaćıo.

3. Un espacio topológico discreto (X, τdiscreta) con más de un elemento no es conexo,
pues X puede escribirse como la siguiente unión de abiertos, no vaćıos y disjuntos:

X = {x0} ∪ (X \ {x0}) , con x0 ∈ X .

4. El ejemplo anterior se puede generalizar del siguiente modo:

Todo espacio de Hausdorff1 con más de un elemento y algún punto aislado es inco-
nexo.

Sea x0 un punto aislado del espacio de Hausdorff (X, τ) . Entonces podemos desco-
nectar X como unión de dos abiertos, no vaćıos y disjuntos, aśı:

X = {x0} ∪ (X \ {x0}) .

Pero el ejemplo más importante lo vamos a presentar en forma del siguiente teorema.

Teorema 5.1.2 Sea A un subespacio topológico de (R, τusual) . A es conexo si, y sólo si,
A es un intervalo2

Demostración:
(⇒) Si suponemos que A no es un intervalo, entonces existen x, y ∈ A , digamos x < y ,
de modo que existe z tal que x < z < y y z /∈ A .

En estas condiciones, A no es conexo, pues es la unión de dos abiertos, no vaćıos y
disjuntos:

A = (A ∩ (−∞, z)) ∪ (A ∩ (z,+∞)) .

(Obviamente, A ∩ (−∞, z) y A ∩ (z,+∞) son disjuntos; además, x ∈ A ∩ (−∞, z) e
y ∈ A ∩ (z,+∞) . Puesto que ambos son intersección de un abierto de (R, τusual) con A ,
ambos son abiertos de A .)

(⇐) Sea A un intervalo de R . Supondremos que A no es conexo, y lleguemos a contra-
dicción.

Que A no sea conexo significa que existen abiertos en la topoloǵıa de subespacio de
A , digamos G1 , G2 , disjuntos y no vaćıos, y tales que A = G1 ∪G2 .

(Existen, por tanto, G̃1 y G̃2 , abiertos en R , tales que G1 = G̃1 ∩A y G2 = G̃2 ∩A .)

1En realidad, no hay que pedir tanto. Basta con que cualquier punto sea cerrado en el espacio topológico,
lo cual resulta equivalente a que el espacio verifique otro axioma de separación más débil: T1 .

Un espacio topológico (X, τ) es T1 si, para cada par de puntos distintos x, y ∈ X , existen abiertos G
y G′ , tales que x ∈ G , x /∈ G′ , y ∈ G′ , y /∈ G .

Es una consecuencia directa de la definición que todo espacio T2 (o de Hausdorff) es también T1 .
Además, los espacios topológicos T1 pueden caracterizarse mediante la propiedad de que los subconjuntos
unitarios (los puntos, hablando vagamente) son cerrados del espacio.

2Entendemos intervalo según su definición en un conjunto totalmente ordenado —que puede repasarse
en el ejercicio 20d del tema 2—, como es el caso de R .
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Ya que G1 y G2 son distintos del vaćıo, existen a ∈ G1 y b ∈ G2 , tales que a ̸= b ,
puesto que G1 ∩G2 = ∅ . Digamos que a < b .

Entonces existe α = sup (G1 ∩ [a, b)) , pues G1 ∩ [a, b) es un subconjunto acotado
superiormente3 (b es una cota superior) de números reales.

Por ser α el supremo (en particular, cota superior) del conjunto G1 ∩ [a, b) , a ≤ α .
Por otra parte, al ser α la mı́nima cota superior de dicho conjunto, y ya que b es una cota
superior, también se tiene α ≤ b .

Es decir, a ≤ α ≤ b ; como A es un intervalo, α ∈ A . Con esto llegamos a contradicción,
pues vamos a comprobar que α no puede estar ni en G1 ni en G2 :

1. Si α ∈ G1(= G̃1 ∩A) ⊆ G̃1 , entonces α < b , pues b ∈ G2 .

Por tanto, α ∈ G̃1 ∩ (−∞, b) ; tanto G̃1 como (−∞, b) son abiertos en (R, τusual) ,
luego la intersección de ambos también lo es, y podemos afirmar que existe δ > 0
tal que:

[α− δ, α+ δ] ⊂ G̃1 ∩ (−∞, b) ;

de ah́ı se sigue que α < α + δ < b , y por consiguiente α + δ ∈ A , puesto que A es
un intervalo.

Entonces tenemos que α + δ ∈ A y que α + δ ∈ G̃1 , luego α + δ también está en
G1 = G̃1 ∩A .

Como, por otra parte, a ≤ α < α + δ < b , lo cual quiere decir que α no puede ser
el supremo de G1 ∩ [a, b) , en contradicción con lo supuesto más arriba.

2. Si α ∈ G2(= G̃2 ∩A) ⊆ G̃2 , entonces a < α , pues a ∈ G1 .

Por tanto, α ∈ (a,+∞) ∩ G̃2 . Igual que antes, G̃2 y (a,+∞) son abiertos en
(R, τusual) , y la intersección de ambos también lo es; por eso, existe ε > 0 tal que:

[α− ε, α+ ε] ⊂ G̃2 ∩ (a,+∞) ;

para cada x ∈ [α − ε, α] , a < α − ε ≤ x ≤ α , y, ya que A es un intervalo, se sigue
que x ∈ A .

Es decir, tenemos:
[α− ε, α] ⊆ A , [α− ε, α] ⊂ G̃2 ,

de donde [α− ε, α] ⊂ G2 = G̃2 ∩A .

Puesto que G1 y G2 son disjuntos, [α − ε, α] ∩ G1 = ∅ , y llegamos a la conclusión
de que α− ε es una cota superior de G1 ∩ [a, b) ; como α− ε < α, α tampoco podŕıa
ser el supremo de G1 ∩ [a, b) , de nuevo en contradicción con lo que supusimos antes.

La conexión es una propiedad topológica, pues se conserva por homeomorfismos, como
nos garantiza el siguiente resultado.

3Recuérdese el Teorema Fundamental del Orden: Todo subconjunto no vaćıo y acotado superiormente
(inferiormente) de números reales tiene supremo (respectivamente, ı́nfimo).
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Proposición 5.1.3 La imagen continua de un conexo es un conexo.

Demostración:
Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) una aplicación epiyectiva y continua.
Si (Y, τ ′) no es conexo, es porque existen abiertos G1, G2 abiertos, disjuntos y no

vaćıos, tales que Y = G1 ∪G2 .
Entonces:

X = f−1(Y ) = f−1(G1 ∪G2) = f−1(G1) ∪ f−1(G2) ,

de donde se sigue que (X, τ) tampoco seŕıa conexo, pues f−1(G1) y f−1(G2) son abiertos
(imágenes inversas de abiertos por una aplicación continua), no vaćıos (f es epiyectiva,
luego es seguro que existen elementos que por f van a G1 y a G2 , que son ambos no
vaćıos) y disjuntos (ya que, si existe z ∈ f−1(G1)∩ f−1(G2) , entonces f(z) ∈ G1 ∩G2 , lo
cual contradiŕıa el hecho de que G1 y G2 son disjuntos).

Ejemplos:

1. El teorema 5.1.2, la proposición 5.1.3 y el ejemplo de aplicación de la Propiedad
Universal del Producto (teorema 4.2.1), en el que véıamos que la recta y la parábola
son espacios topológicos homeomorfos, permiten afirmar que la parábola —entendida
como subespacio topológico de (R2, τusual)— es un espacio topológico conexo.

2. De igual manera, como (R, τusual) es homeomorfo a la circunferencia menos un punto,
S1 \ {p} ⊂ (R2, τusual), éste es otro ejemplo de espacio conexo.

3. Cualquier segmento entre dos puntos (considerando sus extremos o no) en Rn es
homeomorfo, dotado de la topoloǵıa de subespacio inducida por la usual, a un inter-
valo, visto como subespacio de (R, τusual). Si denotamos por pq el segmento cerrado
de extremos p y q en Rn , el homeomorfismo (compruébese) es bien sencillo:

[0, 1]
φ−→ pq

t �−→ φ(t) = (1− t)p+ tq

Luego un segmento también es un espacio conexo.

5.2. Algunos resultados útiles más

En esta sección estudiaremos una serie de resultados que nos permitirán ir ampliando
nuestro “bestiario” de espacios conexos.

Empecemos por un teorema que nos será de mucha utilidad en lo sucesivo.

Teorema 5.2.1 Se verifican las siguientes proposiciones :
a) Si {Xi}i∈I es una colección arbitraria de subespacios topológicos conexos de un

espacio topológico (X, τ) , tales que X = ∪i∈IXi y ∩i∈IXi ̸= ∅ , entonces (X, τ) es conexo.
b) Sea (X, τ) un espacio topológico que verifica la siguiente propiedad: para cada par

de puntos distintos x, y ∈ X , existe un subespacio conexo Yx,y tal que x, y ∈ Yx,y ⊆ X .
Entonces (X, τ) es conexo.
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Demostración:

a) Sean G1 y G2 abiertos disjuntos tales que X = G1 ∪G2 .

Para k ∈ I , tenemos:

Xk ⊆ ∪i∈IXi = X = G1 ∪G2 ,

luego Xk = (G1 ∩Xk) ∪ (G2 ∩Xk) .

Como Xk es conexo, alguno de esos dos abiertos de la topoloǵıa de subespacio de Xk

debe ser vaćıo, pues ambos son disjuntos. Digamos, pues, que G2 ∩ Xk = ∅ ; por tanto,
Xk ⊆ G1 .

Comprobemos que entonces, para cada i ∈ I , Xi ⊆ G1 . Supongamos que no; es decir,
existe l ∈ I , tal que l ̸= k , y Xl ⊆ G2 . De ah́ı se sigue:

∅ ̸= ∩i∈IXi ⊆ Xk ∩Xl ⊆ G1 ∩G2 ,

pero ¡G1 y G2 eran disjuntos!

Esta contradicción nos permite concluir, pues X = ∪i∈IXi ⊆ G1 , y G2 = ∅ , lo cual
implica que X es conexo.

b) Fijemos a ∈ X . Para cada x ∈ X , tal que x ̸= a , existe un subconjunto conexo Ya,x
tal que a, x ∈ Ya,x ⊆ X .

Entonces podemos escribir X aśı:

X =
∪

x∈X ,x ̸=a

Ya,x ,

como unión de conexos que tienen todos ellos al menos un punto en común, a .

Basta entonces aplicar el apartado a para poder afirmar que X es conexo.

Ejemplo:

Denotando por (0, 0)(1, 1
n) el segmento de R2 que une los puntos (0, 0) y (1, 1

n) (con
n ∈ N ), entonces el teorema 5.2.1 afirma que el siguiente subespacio de (R2, τusual) es
conexo, por ser unión de conexos (cada segmento lo es, según vimos en el ejemplo 3 de
aplicación del teorema 5.1.2 y de la proposición 5.1.3) con un punto en común (el (0, 0) ):

X = ∪n∈N(0, 0)(1, 1/n) .

Proposición 5.2.2 Sea (X, τ) un espacio topológico, y sea Y ⊂ X un subespacio conexo.
Si Y ⊆ A ⊆ Y , entonces A es conexo.

Demostración:

En realidad, vamos a demostrar que en cualquier espacio topológico la clausura de
un subconjunto conexo es conexo. Nos bastará con esto, pues si Y ⊆ A ⊆ Y ⊂ (X, τ) ,
entonces:

ClA(Y ) = ClX ∩A = A .
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Supongamos que Y = G1 ∪ G2 , con G1 , G2 abiertos en Y y disjuntos. (Es decir,
existen abiertos en X , G̃1 , G̃2 , tales que G1 = G̃1 ∩ Y y G2 = G̃2 ∩ Y .) Probaremos que
alguno de esos abiertos (G1 o G2 ) es vaćıo.

Como Y ⊆ Y , de lo anterior se sigue:

Y = (G1 ∩ Y ) ∪ (G2 ∩ Y ) = (G̃1 ∩ Y ∩ Y ) ∪ (G̃2 ∩ Y ∩ Y ) = (G̃1 ∩ Y ) ∪ (G̃2 ∩ Y ) .

Puesto que Y es conexo, uno de los dos abiertos, bien G̃1 ∩ Y , bien G̃2 ∩ Y , debe ser
vaćıo; digamos G̃2 ∩ Y = ∅ . De ah́ı se sigue que G2 = G̃2 ∩ Y = ∅ .

(Si x ∈ G̃2 ∩ Y , entonces x ∈ Y , y la intersección de cualquier entorno de x —en
particular, G̃2 , al ser un abierto, y x ∈ G̃2— con Y seŕıa no vaćıa. Luego G̃2∩Y no seŕıa
un subconjunto vaćıo, en contradicción con lo supuesto anteriormente.)

Ejemplos:

1. Por el ejemplo inmediatamente posterior al teorema 5.2.1, ya sabemos que el subes-
pacio X = ∪n∈N(0, 0)(1, 1/n) de (R2, τusual) es conexo.

Si a X le añadimos cualquier subconjunto incluido en [0, 1]× {0} , el espacio resul-
tante seguiŕıa siendo conexo, por la proposición 5.2.2, ya que X = X ∪ ([0, 1]×{0}) .

2. Ya sabemos que (R, τusual) es conexo, gracias al teorema 5.1.2.

El ejemplo 2 en el que se aplicaba el teorema 4.2.1 (la Propiedad Universal del
Producto) nos dice que (R, τusual) es homeomorfo al espacio resultante de quitarle
un punto a la circunferencia. Puesto que la proposición 5.1.3 afirma que la conexión
se conserva por homeomorfismos, S1 \ {p} (subespacio de (R2, τusual) ) es un conexo.

La proposición 5.2.2 permite afirmar que la circunferencia también es un conexo, ya
que S1 \ {p} = S1 .

Observación:
Es importante notar que S1 y (R, τusual) no son espacios homeomorfos. Basta pensar

que si hubiese un homeomorfismo entre ambos, digamos f : S1 → R , al quitarle un punto
p cualquiera a S1 , también seguiŕıa siendo homeomorfismo la siguiente aplicación:

S1 \ {p}
f−→ R \ {f(p)} .

(Sigue siendo biyección, pues hemos quitado un punto en el dominio y la imagen de
dicho punto en el codominio. Además, es continua, por ser la restricción a un subespacio
de una aplicación continua; idéntico motivo por el cual la aplicación inversa también es
continua.)

Pero es imposible que S1\{p} (que ya hemos visto que es conexo, pues es homemorfo a
R ) y R\{f(p)} sean homeomorfos, pues, al quitarle un punto a R , lo hemos desconectado
—ha dejado de ser un intervalo—:

R \ {f(p)} = (−∞, f(p)) ∪ (f(p),+∞) .



MA
NU

AL
ES

 UE
X

131

APUNTES DE TOPOLOGÍAConexión 131

Teorema 5.2.3 Sea (X×Y, τproducto) el espacio topológico producto de los espacios (X, τ)
e (Y, τ ′) . El espacio producto es conexo si, y sólo si, (X, τ) e (Y, τ ′) lo son.

Demostración:

(⇒) La proposición 5.1.3 permite concluir, ya que cada espacio topológico factor es la
imagen continua del espacio producto por la proyección natural correspondiente.

(⇐) Escribiremos X × Y como unión de conexos con algún punto en común.

Sea (x0, y0) ∈ X×Y . Consideremos la sección paralela al primer factor que pasa por el
punto (x0, y0) , es decir, S(X ; (x0, y0)) . Como sabemos por el teorema 4.3.3, S(X ; (x0, y0))
es homeomorfa a (X, τ) , y, por tanto (proposición 5.1.3), es un conexo.

De idéntico modo, si consideramos la sección S(Y ; (x, y0)) paralela al segundo factor
pasando por el punto (x, y0) (con x cualquier punto en X ), tenemos otro conexo, por ser
homeomorfa a (Y, τ ′) .

La unión de ambas secciones es un conexo, usando el apartado a del teorema 5.2.1 (en
concreto, (x, y0) pertenece a ambas secciones). Lo denotaremos Ax :

Ax = S(X ; (x0, y0)) ∪ S(Y ; (x, y0)) .

Obsérvese que dentro de todos los conjuntos Ax (para cada x ∈ X ) se encuentra la
sección S(X ; (x0, y0)) . Entonces podemos ya escribir X × Y como deseábamos:

X × Y = ∪x∈XAx .

Observación:

No sólo puede ampliarse de modo trivial el enunciado del teorema anterior a un pro-
ducto de finitos (más de dos) espacios topológicos (sin más que tener en cuenta —sencillo
ejercicio— que el espacio producto (X1 × . . .×Xn−1)×Xn es homemorfo al espacio pro-
ducto X1× . . .×Xn ), sino que el resultado sigue siendo cierto para un producto arbitrario
de espacios topológicos. (Véase en el ejercicio 21.)

Ejemplos:

1. Ya sabemos que (R, τusual) es un espacio conexo. Luego el teorema 5.2.3, que aca-
bamos de demostrar, afirma que (Rn, τusual) (con n ≥ 2 ) es conexo.

2. La proyección estereográfica, de idéntica manera a la que definimos entre S1 \ {p} y
(R, τusual) , establece un homeomorfismo entre (Rn, τusual) y Sn \{p} , para cualquier
p ∈ Sn = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : x21 + . . .+ x2n+1 = 1} (con n ≥ 2 ).

De nuevo la proposición 5.2.2 garantiza entonces la conexión de Sn = Sn \ {p} .

Teorema 5.2.4 Sea A un subconjunto numerable de (Rn, τusual) (con n ≥ 2 ). El subes-
pacio Rn \A es conexo.
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Demostración:
Podemos suponer que O = (0, . . . , 0) /∈ A . (Si éste no fuera el caso, bastaŕıa considerar

un homeomorfismo de Rn en śı mismo —una traslación valdŕıa— que llevara O a un
punto cualquiera que no estuviese en A .)

Demostremos que, dado cualquier punto x ∈ Rn \A , siempre existe un conexo YO,x al
que pertenecen O y x y tal que YO,x ⊂ Rn \A .

Consideremos pues el segmento Ox . (Ya sabemos que todo segmento es un conexo en
(Rn, τusual) .)

Si Ox ⊂ Rn \A , entonces está claro que podemos tomar YO,x = Ox .
Supongamos por tanto que existe y ∈ Ox∩A . Cojamos otro segmento auxiliar L que

pase por y y que no esté en la misma recta que Ox .
Si encontramos un punto z0 ∈ L \ {y} , tal que Oz0 ∪ z0x ⊂ Rn \A , entonces bastaŕıa

tomar YO,x = Oz0 ∪ z0x , pues es la unión de dos conexos (los segmentos Oz0 y z0x ) con
un punto en común (el punto z0 ).

Ya que L tiene una cantidad no numerable de puntos, y puesto que, dados cualesquiera
z′, z′′ ∈ L \ {y} (z′ ̸= z′′ ), los conjuntos Oz′ ∪ z′x y Oz′′ ∪ z′′x sólo tienen en común los
puntos O y x , forzosamente debe existir aquel z0 ∈ L tal que Oz0 ∪ z0x ⊂ Rn \ A . En
caso contrario, podŕıamos definir una aplicación inyectiva de L\{y} en A , lo cual querŕıa
decir que A no podŕıa ser numerable, contra la hipótesis.

Ejemplos:

1. El teorema 5.2.4 nos permite afirmar que (R, τusual) y (Rn, τusual) (con n ≥ 2 ) no
son espacios homeomorfos: mientras que Rn sigue siendo conexo si le quitamos un
punto, R \ {x0} es, sin embargo, inconexo.

2. Del mismo modo, puesto que, v́ıa las proyecciones estereográficas correspondientes,
ya sabemos que S1 \ {p} (con la topoloǵıa de subespacio de la usual de R2 ) es
homeomorfo a (R, τusual) y que Sn \ {q} (con n ≥ 2 y la topoloǵıa de subespacio
inducida por la usual de Rn+1 ) es homeomorfo a (Rn, τusual) , entonces el ejemplo
inmediatamente anterior permite afirmar que la circunferencia S1 no es homeomorfa
a ninguna esfera Sn de dimensión mayor o igual que 2.

Teorema 5.2.5 Sea (X, τ) un espacio topológico. Son equivalentes las siguientes propo-
siciones:

a) (X, τ) es conexo;
b) cualquier aplicación continua de (X, τ) en un espacio discreto con dos elementos

es constante;
c) para cualquier función continua f : (X, τ) → (R, τusual) tal que a, b ∈ f(X) , se

verifica que [a, b] ⊆ f(X) .

Demostración:
(a ⇒ b) Sea f : (X, τ) → ({0, 1}, τdiscreta) una aplicación continua. Por tanto, ya que {0}
y {1} son abiertos en el espacio discreto, f−1({0}) y f−1({1}) son subconjuntos abiertos
(trivialmente disjuntos, además) en (X, τ) .
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Como X puede escribirse aśı:

X = f−1({0, 1}) = f−1({0}) ∪ f−1({1}) ,

forzosamente uno de esos dos abiertos, digamos f−1({0}) , debe ser vaćıo, ya que (X, τ)
es conexo por hipótesis. Entonces f−1({1}) = X , es decir, f es constante.

(b ⇒ c) Supongamos que g : (X, τ) → (R, τusual) es una función continua en cuya imagen
están los números reales a y b , y tal que existe c ∈ (a, b) que no pertenece a la imagen
g(X) .

Entonces podemos definir la siguiente aplicación h ◦ g sobre un discreto con dos ele-
mentos, que es continua y no constante:

(X, τ)
g−→ (R \ {c}, τusual|R\{c})

h−→ ({0, 1}, τdiscreta)

t �−→ h(t) =

{
0 , si t < c ,
1 , si t > c .

Que h◦g no es constante es evidente. En cuanto a su continuidad, téngase en cuenta que
es composición de aplicaciones continuas. (La aplicación h es continua, pues las imágenes
inversas por h de los dos abiertos no triviales del discreto con dos elementos son a su vez
abiertos en R \ {c} : h−1({0}) = (−∞, c) y h−1({1}) = (c,+∞) .)

(c ⇒ a) Si (X, τ) no es conexo, existen G1 y G2 , abiertos disjuntos y no vaćıos, tales
que X = G1 ∪G2 . Entonces podemos definir la siguiente función continua:

(X, τ)
f−→ (R, τusual)

x �−→ f(x) =

{
0 , si x ∈ G1 ,
1 , si x ∈ G2 .

Como f(X) = {0, 1} y τusual|{0,1} = τdiscreta , que f sea continua es equivalente (según
la proposición 3.2.5) a que lo sea la aplicación valorada sobre su imagen:

(X, τ)
f−→ ({0, 1}, τdiscreta)

x �−→ f(x) =

{
0 , si x ∈ G1 ,
1 , si x ∈ G2 ,

y esta aplicación es trivialmente continua, pues f−1({0}) = G1 y f−1({1}) = G2 , y tanto
G1 como G2 eran abiertos en (X, τ) .

Esta función continua f es tal que 0 ∈ f(X) , 1 ∈ f(X) , y, sin embargo, [0, 1] ⊈ f(X) .
(De hecho, (0, 1) ∩ f(X) = ∅ .)

(Este teorema generaliza el conocido teorema de Bolzano, ya estudiado en la asignatura
de Cálculo I, cuyo enunciado recordamos a continuación:

Teorema. Sea f : [a, b] ⊂ R → R una aplicación continua, tal que f(a) · f(b) < 0 .
Entonces existe c ∈ (a, b) tal que f(c) = 0 .

Puede entenderse ahora que este enunciado no es más que un caso particular del
teorema 5.2.5, en el cual consideramos que el espacio conexo (X, τ) es el intervalo [a, b] .

En el ejercicio 5, pueden estudiarse algunas sencillas aplicaciones del teorema de Bol-
zano.)
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5.3. Componentes conexas

Definición 5.3.1 Sea (X, τ) un espacio topológico, y sea x0 ∈ X . La componente co-
nexa de x0 es el máximo conexo Cx0 tal que x0 ∈ Cx0 .

Una componente conexa C del espacio topológico (X, τ) es la componente conexa
de algún punto en X . (C = Cx0 , para algún x0 ∈ X .)

Observaciones:

1. En cualquier espacio topológico (X, τ) , y dado cualquier punto x0 ∈ X , siempre
existe un conexo que lo contiene: {x0} . Además, basta considerar la unión de todos
los conexos en (X, τ) que contienen a x0 (dicha unión es un conexo, por el apartado
a del teorema 5.2.1) para tener la componente conexa de x0 :

Cx0 =
∪

C conexo
x0∈C

C .

2. De la definición se sigue que una componente conexa C en un espacio topológico
(X, τ) es un conexo maximal del espacio; es decir, si A es un conexo en (X, τ) tal
que C ⊆ A , entonces C = A .

3. En un espacio topológico (X, τ) podemos considerar la siguiente relación de equi-
valencia: dados x, y ∈ X , x ∼ y si, y sólo si, existe un conexo A en (X, τ) tal que
x ∈ A e y ∈ A .

(Esta relación ∼ verifica la propiedad reflexiva de modo trivial, ya que, dado cual-
quier x ∈ X , {x} es conexo.

La propiedad simétrica es también evidente, pues el orden en el que se enuncian los
puntos en la definición de esta relación de equivalencia es totalmente irrelevante.

En cuanto a la propiedad transitiva, si x ∼ y , e y ∼ z , entonces existen un conexo
Ax,y tal que x ∈ Ax,y e y ∈ Ax,y y un conexo Ay,z tal que y ∈ Ay,z y z ∈ Ay,z .
Basta entonces tomar Ax,y ∪ Ay,z para encontrar un conexo (es unión de conexos
con el punto y en común, y podemos aplicar el apartado a del teorema 5.2.1) tal
que x ∈ Ax,y ∪Ay,z e y ∈ Ax,y ∪Ay,z .)

Demostremos ahora que la componente conexa de x0 en (X, τ) es justamente la
clase [x0] de x0 por esta relación de equivalencia:

sea y ∈ Cx0 ; entonces los puntos y y x0 están en el conexo Cx0 , luego y ∼ x0 ;
es decir, y ∈ [x0] ;

si y ∈ [x0] , entonces y ∼ x0 ; por tanto, existe un conexo A tal que x0 ∈ A e
y ∈ A . Como la componente conexa de x0 es el máximo conexo que contiene a
x0 , entonces A ⊆ Cx0 , y por consiguiente y ∈ Cx0 .

Aśı pues, las componentes conexas establecen una partición (como sucede con las
clases por una relación de equivalencia en cualquier conjunto no vaćıo) en el espacio
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topológico (X, τ) , de modo que X puede escribirse como una unión disjunta de
todas sus componentes conexas:

X =
⨿
C

componente
conexa

C .

En otras palabras, cualquier punto x ∈ X está en una componente conexa, y, dadas
dos componentes conexas de (X, τ) , C y C′ , o bien C = C′ , o bien C ∩ C′ = ∅ .

Ejemplos:

1. Desde luego, si el espacio (X, τ) es conexo, tan sólo hay una componente conexa:
X .

2. En (R, τusual) la componente conexa de 0 es, pues, R .

La componente de 0 en ([−1,+∞), τusual|[−1,+∞)) es [−1,+∞) .

La componente de 0 en ([−1, 1] ∪ {2}, τusual|[−1,1]∪{2}) es [−1, 1] .

La componente de 0 en ({0, 1}, τusual|{0,1}) es {0} .
Sirva este ejemplo para poner de relieve que el concepto de componente conexa
depende del conjunto donde se considere; y eso es aśı, aunque la topoloǵıa sea la
misma (en todo este ejemplo, siempre la topoloǵıa usual).

3. Sea X = r1
⨿

r2 el espacio obtenido mediante la unión de dos rectas paralelas en el
plano af́ın real (con la topoloǵıa de subespacio de la usual de R2 ). Obviamente, esas
dos rectas son las dos componentes conexas de X .

(Si consideramos un subespacio A de X formado por la unión de la recta r1 y de
cualquier colección de puntos de la recta r2 , entonces cualquier otra recta s paralela
a r1 y r2 , que se encuentre entre ambas —es decir, incluida en la región abierta del
plano limitada por r1 y r2—, define dos semiplanos abiertos, H1 y H2 , en R2 , de
modo que A podŕıa expresarse del siguiente modo:

A = (H1 ∩A) ∪ (H2 ∩A) ,

esto es, unión de dos abiertos, no vaćıos y disjuntos, lo cual quiere decir que A es
inconexo.)

4. En (X, τdiscreta) la componente conexa de x ∈ X es {x} . Lo que hicimos al principio
de este caṕıtulo para comprobar que un espacio topológico discreto con más de un
elemento es inconexo vale ahora para afirmar que cualquier subespacio con más de
un elemento de X será igualmente inconexo.

Definición 5.3.2 Un espacio (X, τ) es totalmente disconexo si no existen conexos en
X con más de un elemento (o, equivalentemente, si no hay más componentes conexas que
los puntos).
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Observación:

El ejemplo inmediatamente anterior muestra que cualquier espacio topológico discreto
es totalmente disconexo, pero es importante aclarar que no es cierto que cualquier espacio
totalmente disconexo sea un espacio discreto. Simplemente pensemos en (Q, τusual|Q) , que
es un espacio totalmente disconexo cuya topoloǵıa, como ya sabemos —reléase el cuarto
ejemplo de la sección 3.3—, no es la discreta.

En Q , entendido como subespacio de (R, τusual) , no hay conexos con más de un ele-
mento. Si C es un subconjunto de Q , con q ∈ C y q′ ∈ C (q ̸= q′ , digamos q < q′ ),
entonces, para cierto irracional i tal que q < i < q′ (hay infinitos aśı, como en cualquier
intervalo de números reales), podemos escribir C como sigue:

C = (C ∩ (−∞, i)) ∪ (C ∩ (i,+∞)) ,

de donde se sigue que C no puede ser conexo.

Este último ejemplo también permite afirmar que las componentes conexas en un
espacio topológico (en Q las componentes son los subconjuntos unitarios, que no son
abiertos en su topoloǵıa de subespacio) no son, en general, abiertos del espacio.

Sucede, sin embargo, que las componentes conexas siempre son cerrados en cualquier
espacio, como afirma el siguiente resultado.

Proposición 5.3.3 Si C es una componente conexa de un espacio topológico (X, τ) , en-
tonces C es un cerrado.

Demostración:

Comprobemos que C = C .

Puesto que C ⊆ C , y ya que C es un conexo en (X, τ) , por la proposición 5.2.2, también
C es conexo.

Como una componente conexa es un conexo maximal, por fuerza C = C .

El teorema que se enuncia a continuación pone en relieve la importancia del concepto
de componente conexa, pues muestra que “el número de componentes conexas” de un
espacio topológico se conserva por homeomorfismos:

Teorema 5.3.4 Todo homeomorfismo f : (X, τ) → (Y, τ ′) induce una biyección entre los
respectivos conjuntos de componentes conexas.

Demostración:

Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) un homeomorfismo entre espacios topológicos, y sea C una
componente conexa de (X, τ) . Veamos que f(C) es también una componente conexa de
(Y, τ ′) , de modo que habremos probado que el homeomorfismo también establece una
biyección entre las componentes conexas de uno y otro espacio.

Puesto que C es conexo, por la proposición 5.1.3, f(C) también es conexo. Por tanto,
existe una componente conexa, digamos D , que contiene a f(C) en (Y, τ ′) .
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Como f−1 es continua, de nuevo la proposición 5.1.3 garantiza que f−1(D) es un
conexo en (X, τ) , y tenemos:

C f es inyectiva
= f−1(f(C)) ⊆ f−1(D) .

Al ser C una componente (conexo maximal) en (X, τ) , forzosamente debe verificarse
la siguiente igualdad:

C = f−1(D) .

Basta tomar imagen directa por f en ambos miembros de esa igualdad entre conjuntos
para acabar la demostración:

f(C) = f(f−1(D))
f es epiyectiva

= D .

Ejemplos:

1. El espacio X , formado por la unión de dos rectas que se cortan en el plano af́ın real,
no puede ser homeomorfo al espacio Y , formado por la unión de dos circunferen-
cias tangentes. (Ambos espacios son considerados, claro está, como subespacios de
(R2, τusual) .)

Si suponemos que existe un homeomorfismo f : X → Y entre ambos, y le quitamos
a X el punto p de corte entre las dos rectas, también seguirá siendo homeomorfismo
la siguiente aplicación:

X \ {p} f−→ Y \ {f(p)} ;

y eso no puede suceder, por el teorema 5.3.4, ya que X \ {p} tiene 4 componentes
conexas, mientras que Y \ {f(p)} tendŕıa 1 componente conexa (seguiŕıa siendo
conexo), si f(p) fuera cualquier punto de las dos circunferencias que no sea el de
tangencia, o bien 2 componentes, si f(p) fuera justamente el punto de tangencia. En
cualquier caso, no se mantendŕıa el número de componentes conexas a través de un
homeomorfismo, lo cual no puede suceder.

2. Entendidos también como subespacios de (R2, τusual) , no son homeomorfos el espa-
cio X , cerrado y de interior vaćıo (esto es terminoloǵıa topológica para decir que se
consideran las ĺıneas del dibujito sin grosor, como verdaderas curvas en el plano),
representado por el śımbolo del producto tensorial, y el espacio Y , igualmente cerra-
do y de interior vaćıo, representado por el dibujito infantil de un tronco de cilindro.
(Véase la figura 5.1.)
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Si a X le quitamos los cinco puntos indicados en la figura 5.2, en el espacio resultante
hay 8 componentes conexas: C1 , C2 , C3 , C4 , C5 , C6 , C7 y C8 . Todas ellas aparecen
nombradas en la figura 5.3.

En cambio, de todas las maneras posibles que quitemos cinco puntos en el espacio
Y , podremos obtener a lo sumo un espacio con 7 componentes conexas. (Se deja
como ejercicio al lector pensar cómo deben quitarse esos cinco puntos en Y para
obtener justamente ese número de componentes.)
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5.4. Otros tipos de conexión

Dedicaremos esta sección (y su continuación en el ejercicio de ampliación número
22) a presentar otras “conexiones”. Podrá verse que la primera definición de otro tipo
de conexión que presentemos será mucho más intuitiva que la de conexión con la que
empezamos el caṕıtulo.

Definición 5.4.1 Sea (X, τ) , y sean x, y ∈ X . Un camino (o arco4) en X con inicio
en x y final en y es una aplicación continua

(I = [0, 1], τusual|I )
γ−→ (X, τ)

t �−→ γ(t) ,

tal que γ(0) = x y γ(1) = y .

Observaciones:

1. A partir de ahora, y en este contexto, I será la notación empleada para el intervalo
[0, 1] .

2. En lo sucesivo escribiremos los caminos como aplicaciones continuas γ : I → X , sin
escribir las topoloǵıas, dando por hecho que I lleva la topoloǵıa de subespacio de la
usual de R , y X su topoloǵıa correspondiente.

3. Abusando del lenguaje, es habitual llamar camino entre dos puntos de un espacio
topológico a la imagen de la aplicación continua.

4. En ocasiones, interesará poder expresar un camino γ : I → X como una aplicación
definida sobre un intervalo cualquiera [a, b] . Entonces usaremos el homeomorfismo
entre intervalos,

[a, b]
φ−→ [0, 1]

s �−→ φ(s) = s−a
b−a ,

de modo que el camino definido sobre [a, b] será la composición de las aplicaciones
φ y γ , que, sin embargo, para no liar demasiado la notación, seguiremos denotando
γ :

[a, b]
γ−→ X

s �−→ γ( s−a
b−a ) .

Ejemplos:

1. Un camino en un espacio topológico (X, τ) que una x ∈ X consigo mismo recibe el
nombre de lazo en x . Se trata, pues, de una aplicación continua

I
σ−→ X

t �−→ σ(t) ,

4No haremos en estas páginas la distinción que aparece en no pocos textos entre camino y arco. En
ellos un camino coincide con nuestra definición, mientras que un arco es un camino γ que establece un
homeomorfismo entre I y la imagen de γ .
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tal que σ(0) = σ(1) = x .

2. En cualquier espacio topológico (X, τ) , dado cualquier x ∈ X , podemos definir
el lazo constante en x , como la siguiente aplicación (que es continua, ya que es
constante):

I
x−→ X

t �−→ x(t) = x .

3. Si γ : I → X es un camino en X que une x con y , el camino inverso de γ es la
siguiente aplicación:

I
γ−1

−→ X
t �−→ γ−1(t) = γ(1− t) .

Este camino γ−1 “recorre” la imagen de γ en sentido inverso, empezando en el
extremo final de γ , y , y acabando alĺı donde empezaba γ , es decir, en x .

(Es un sencillo ejercicio comprobar que γ−1 es continua, y que se verifica tanto
γ−1(0) = y como γ−1(1) = x .)

4. Dados x, y, z ∈ (X, τ) , y dados dos arcos γ1 y γ2 , que unen, respectivamente, x con
y , e y con z , podemos definir la composición de ambos caminos (será un camino
cuya imagen “recorrerá” la imagen de γ1 entre 0 y 1

2 , para acabar “recorriendo” la
imagen de γ2 entre 1

2 y 1) del siguiente modo —¡mucho cuidado con la notación,
que no es la habitual de la composición de aplicaciones!, téngase en cuenta que no
tiene sentido pensar en componer los arcos como aplicaciones—:

I
γ1·γ2−→ X

t �−→ (γ1 · γ2)(t) =
{

γ1(2t) , si t ∈ [0, 12 ] ,
γ2(2t− 1) , si t ∈ [12 , 1] .

(Para obtener el arco γ1 ·γ2 , tan sólo hace falta expresar el camino γ1 definido sobre
el intervalo [0, 12 ] , y el camino γ2 definido sobre el intervalo [12 , 1] , como hicimos en
la última de las observaciones previas a estos ejemplos.

La aplicación γ1 · γ2 es continua, según la proposición 3.2.7, pues está bien definida
sobre la unión de dos cerrados de I (γ1(2 · 1

2) = γ2(2 · 1
2 − 1) ), y de modo continuo

sobre cada uno de los dos.)

5. Cualquier par de puntos x, y ∈ (Rn, τusual) puede unirse mediante un arco, el que
recorre el segmento de extremos x e y :

I
γ−→ Rn

t �−→ γ(t) = (1− t) · x+ t · y .

(La aplicación γ es continua, por la Propiedad Universal del Producto, ya que, dados
x = (x1, . . . , xn) , y = (y1, . . . , yn) , entonces

γ(t) = ((1− t)x1 + ty1, . . . , (1− t)xn + tyn) ,

siendo cada una de las componentes obviamente una función continua de t .)
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6. Un subconjunto C de Rn se dice convexo si, para cada par de puntos x, y ∈ C , el
segmento que los tiene como extremos está contenido ı́ntegramente en C .

Por tanto, cualquier par de puntos x e y en un convexo C puede unirse mediante
un camino, el correspondiente al segmento que los une, de modo idéntico a lo que se
hace en el ejemplo anterior en Rn :

I
γ−→ C

t �−→ γ(t) = (1− t) · x+ t · y .

(Un ejemplo especialmente importante de subconjunto convexo en Rn es cualquier
bola abierta (o cerrada) con cualquier distancia que venga inducida por una norma:
dados y , z ∈ B(x0, r) , si t ∈ (0, 1) , entonces

∥(1− t)y + tz − x0∥ = ∥(1− t)y + tz − ((1− t)x0 + tx0)∥ ≤

≤ (1− t)∥y − x0∥+ t∥z − x0∥ < (1− t)r + tr = r .)

7. Un subconjunto A de Rn se dice estrellado si existe algún punto señalado a0 ∈ A ,
tal que, para cada a ∈ A , el segmento de extremos a0 y a está contenido en A .

Si A es un subconjunto estrellado de Rn , para cualquier par de puntos a, b ∈ A ,
existe un camino que los une; concretamente, la composición del camino que une a
con el punto señalado a0 (el segmento de extremos a y a0 ) con el camino que une
a0 con el punto b (el segmento de extremos a0 y b ).

El lector debeŕıa detallar todo esto como ejercicio.

8. Dados los puntos p = (1, 0) y q = (−1, 0) en S1 (entendido como subespacio de R2

con la topoloǵıa usual), el siguiente es un camino en la circunferencia con inicio en
p y final en q :

I
γ−→ S1

t �−→ γ(t) = (cosπt, senπt) .

(Queda como ejercicio al lector pensar en algún camino que una dos puntos cuales-
quiera, digamos a = (cosα, senα) y b = (cosβ, senβ) , con α , β ∈ [0, 2π) .)

Definición 5.4.2 Un espacio topológico (X, τ) es arco-conexo (o conexo por arcos,
o conexo por caminos) si, para cada par de puntos x, y ∈ X , existe un camino γ en
X que los une.

Ejemplos:

1. Según los ejemplos anteriores, (Rn, τusual) es arco-conexo.

2. Cualquier subespacio convexo o estrellado de (Rn, τusual) es igualmente conexo por
arcos.
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La conexión por arcos también es, como la conexión, una propiedad topológica, según
puede verse en el siguiente resultado.

Proposición 5.4.3 La imagen continua de un espacio topológico arco-conexo es un espa-
cio arco-conexo.

Demostración:
Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) una aplicación epiyectiva y continua entre espacios topológicos,

y sea (X, τ) arco-conexo.
Dados y1 , y2 ∈ Y , puesto que f es epiyectiva, existen x1 , x2 ∈ X , tales que f(x1) = y1

y f(x2) = y2 .
Como (X, τ) es arco-conexo, existe un camino en X que une x1 con x2 :

γ : I −→ X continua , tal que γ(0) = x1 , γ(1) = x2 .

Entonces la siguiente aplicación es un camino en Y (es continua por ser composición
de aplicaciones continuas):

I
γ−→ X

f−→ Y ,

con extremo inicial en y1 ((f ◦ γ)(0) = f(γ(0)) = f(x1) = y1 ) y extremo final en y2
((f ◦ γ)(1) = f(γ(1)) = f(x2) = y2 ).

Ejemplos:

1. En el ejemplo en el que hablamos de subconjuntos convexos en Rn , ya vimos que
cualquier bola abierta (o cerrada) con una distancia inducida por una norma sobre
Rn es un convexo, y, por tanto, seŕıa un espacio arco-conexo.

Otro modo de razonar, usando la proposición 5.4.3, es comprobando que cualquier
bola abierta es homeomorfa a (Rn, τusual) . Puede considerarse el siguiente homeo-
morfismo entre Rn y B(0, 1) (con 0 = (0, . . . , 0) ):

Rn φ−→ B(0, 1)
x �−→ φ(x) = x

1+∥x∥ .

(Se deja como ejercicio al lector comprobar que φ es, en efecto, homeomorfismo, y
pensar por qué basta con ver que B(0, 1) es homeomorfa a Rn para asegurar que
entre Rn y una bola abierta de cualquier centro y cualquier radio hay un homeo-
morfismo.)

Puesto que Rn es arco-conexo, entonces una bola B(x0, r) —recordemos: correspon-
diente a una distancia definida a partir de una norma sobre Rn— es también un
espacio conexo por arcos.

2. Si se repasa la demostración del teorema 5.2.4, podrá comprobarse que lo que se
demostró alĺı —un segmento, ya lo hemos visto anteriormente, puede entenderse
como un camino entre sus extremos—, aunque entonces no fue expresado en estos
términos, es que, si A es un subconjunto numerable de (Rn, τusual) (con n ≥ 2 ),
entonces el subespacio Rn \A es conexo por arcos.
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3. Según lo dicho en el punto anterior, el subespacio Rn+1 \ {0} es arco-conexo. La
siguiente aplicación es epiyectiva y continua, y entonces la proposición 5.4.3 garantiza
que Sn (subespacio de (Rn+1, τusual) , con n ≥ 1 ) es también un espacio conexo por
arcos:

Rn+1 \ {0} f−→ Sn

x �−→ f(x) = x
∥x∥ .

Teorema 5.4.4 Todo espacio topológico conexo por arcos es conexo.

Demostración:

Sea (X, τ) un espacio arco-conexo. Supondremos que X no es conexo, y llegaremos a
contradicción:

X = G1 ∪G2 ,

con G1 , G2 ∈ τ , no vaćıos y disjuntos. Es decir, existen x ∈ G1 e y ∈ G2 , tales que x ̸= y .

Como X es conexo por arcos, existe un camino γ : I → X que une x con y (y que
seguro que no puede ser una aplicación constante, pues x ̸= y ); es decir, γ es continua, y
γ(0) = x y γ(1) = y .

Entonces podemos escribir el espacio conexo I como la siguiente unión:

I = γ−1(X) = γ−1(G1) ∪ γ−1(G2) .

Y esto no puede suceder, pues γ es continua, luego γ−1(G1) y γ−1(G2) son abiertos
en I , disjuntos (G1 y G2 lo son) y no vaćıos (0 ∈ γ−1(G1) y 1 ∈ γ−1(G2) ).

Ejemplos:

1. El subespacio X de (R2, τusual) definido como

X = ([0, 1]× {0})
∪(∪

n∈N
{ 1
n
} × [0, 1]

)

(véase la figura 5.4) es trivialmente arco-conexo —y, por tanto, conexo—. Dos puntos
a y b cualesquiera en X pueden estar en alguna de estas cuatro situaciones:

tanto a como b están en el segmento horizontal de X : a , b ∈ [0, 1] × {0} .
Entonces un camino en X que une a con b es el propio segmento que los tiene
como extremos;

a ∈ [0, 1] × {0} y b ∈ { 1
n} × [0, 1] , para algún n ∈ N (es decir, un punto en

el segmento horizontal de X y otro en alguno de los segmentos verticales). En
este caso, basta tomar como camino la composición de los siguientes: primero,
el segmento de extremos a y el punto ( 1n , 0) , en la base del segmento vertical;
después, el segmento de extremos el punto ( 1n , 0) y el punto b ;
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tanto a como b están en un mismo segmento vertical { 1
n} × [0, 1] ; el propio

segmento de extremos a y b es el camino que los une;

a ∈ { 1
n}× [0, 1] y b ∈ { 1

m}× [0, 1] , para ciertos n,m ∈ N (n ̸= m ) (es decir, un
punto en un segmento vertical de X y otro en otro segmento vertical distinto).
Entonces habrá que considerar el siguiente camino, composición de los tres
siguientes: en primer lugar, el segmento que tiene por extremos a y el punto
( 1n , 0) ; en segundo lugar, el segmento de extremos ( 1n , 0) y ( 1

m , 0) ; para acabar,
el segmento de extremos ( 1

m , 0) y b .

2. Si ahora consideramos Y = X ∪ {p} , con p = (0, 1) , puesto que p está en la
adherencia de X , la proposición 5.2.2 asegura la conexión de Y . Sin embargo, Y no
es un espacio arco-conexo. Veámoslo:

Lo que haremos será comprobar que, si tenemos un camino γ : I → Y tal que γ(0) = p ,
entonces γ no “se mueve” de p , es decir, γ(t) = p , para todo t ∈ I . Con esto, ya quedará
claro que Y no es conexo por arcos, pues es imposible dar un camino que empiece en p y
acabe en algún punto de X .

Como {p} es un cerrado en Y y γ es una aplicación continua, γ−1({p}) es cerrado en I .
Además, es no vaćıo, ya que 0 ∈ γ−1({p}) .
Si podemos comprobar que γ−1({p}) es también abierto en I , entonces, puesto que I es
conexo, forzosamente debe darse la igualdad I = γ−1({p}) , y habremos acabado. Probemos,
pues, que γ−1({p}) es abierto en I .

Sea t0 ∈ γ−1({p}) . Veamos que existe un abierto U en I que contiene a t0 , y tal que
U ⊆ γ−1({p}) .
Por la continuidad de γ , dada cualquier bola abierta con la distancia d2 centrada en p de
radio 0 < r < 1 , B(p, r) , debe existir ε > 0 tal que:

γ((t0 − ε, t0 + ε) ∩ I) ⊆ B(p, r) ∩ Y .

Este conjunto (t0 − ε, t0 + ε) ∩ I es el abierto U buscado. Concluiremos la demostración en
cuanto comprobemos que γ((t0 − ε, t0 + ε) ∩ I) ⊆ {p} .

�������������

�

Figura 5.4
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Observemos que B(p, r) ∩ Y es una unión de segmentos verticales disjuntos de X , junto
con el punto p . (Véase la figura 5.5.) Es decir, B(p, r)∩X es unión de segmentos verticales
disjuntos.

Si existe t′ ∈ (t0 − ε, t0 + ε) ∩ I , tal que γ(t′) ∈ X , es porque γ(t′) pertenece a alguno
de esos segmentos. Pero cada uno de esos segmentos es simultáneamente abierto y cerrado
en B(p, r) ∩ Y (¿por qué?), con lo que el segmento en el que está γ(t′) es un subconjunto
abierto, cerrado y no vaćıo de γ((t0−ε, t0+ε)∩I) , y además no es todo γ((t0−ε, t0+ε)∩I) ,
ya que p ∈ γ((t0 − ε, t0 + ε) ∩ I) .

Pero todo esto no es posible, ya que, gracias a la proposición 5.1.3, γ((t0 − ε, t0 + ε) ∩ I)
debe ser conexo, por ser la imagen por una aplicación continua (γ lo es) de un conexo
((t0 − ε, t0 + ε) ∩ I es un intervalo, luego conexo).

Es decir, γ((t0 − ε, t0 + ε) ∩ I) ∩X = ∅ , y, por tanto, ya conseguimos lo que buscábamos:

γ((t0 − ε, t0 + ε) ∩ I) ⊆ {p} .

Este último ejemplo sirve de aviso a quien intente formular un rećıproco de la implica-
ción “arco-conexo ⇒ conexo”. De hecho, si queremos enunciar el inverso correspondiente
de esa implicación, hay que añadir alguna hipótesis adicional, pues no basta con que el
espacio topológico sea conexo, para garantizar también la conexión por arcos.

Definición 5.4.5 Un espacio topológico (X, τ) es localmente conexo por arcos (o
localmente arco-conexo) si cada punto x ∈ X admite una base de entornos conexos
por caminos.

Teorema 5.4.6 Sea (X, τ) un espacio localmente arco-conexo. Si (X, τ) es conexo, en-
tonces es arco-conexo.

Demostración:

Fijemos un punto a ∈ X , y comprobemos que, dado cualquier x ∈ X , existe un camino
que tiene por extremos x y a .

�

�

������ �

Figura 5.5
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Sea H = {x ∈ X : existe un camino que une x con a} . Demostremos que H = X .
Para ello, primero observemos que H ̸= ∅ , pues a ∈ H (el lazo constante a es un camino
que une el punto a consigo mismo).

El subconjunto H es abierto: dado y ∈ H (es decir, existe un camino γ2 que une y
con a ), puesto que (X, τ) es localmente arco-conexo, podemos coger un entorno básico V
de y que sea arco-conexo; dicho entorno verifica V ⊆ H , como puede verse a continuación:

Dado cualquier x ∈ V , existe un camino γ1 en V (por tanto, en X ) que une x con
y . El camino composición γ1 · γ2 es un camino que une x con a , por lo que x ∈ H .

Además, H es cerrado (H = H ): si x ∈ H , entonces dado cualquier entorno básico V
arco-conexo (podemos tomar una base de entornos arco-conexos de x ), existe y ∈ V ∩H .
Es decir, y ∈ V , luego existe un camino γ1 que une x con y en V (por consiguiente, en
X ). Por otra parte, como también y ∈ H , existe un camino γ2 que une y con a . Aśı pues,
el camino compuesto γ1 · γ2 une x con a , lo que significa que x ∈ H .

Puesto que (X, τ) es conexo, y H ⊆ X es no vaćıo, abierto y cerrado, queda claro que
H = X .

Corolario 5.4.7 Cualquier subconjunto no vaćıo, abierto y conexo de (Rn, τusual) es co-
nexo por arcos.

Demostración:
Si G ⊆ Rn es un subconjunto no vaćıo y abierto, entonces cada punto x ∈ G admite

una bola abierta (con la distancia d2 , por ejemplo) centrada en él, B(x, r) , contenida en
G . Puesto que cada bola abierta con la distancia d2 es, como sabemos —reléase el primer
ejemplo tras la proposición 5.4.3—, un espacio arco-conexo, resulta que G es localmente
arco-conexo y conexo, con lo que, por el teorema 5.4.6, G es conexo por arcos.

Problemas

(En toda esta sección, cada vez que aparezca Rn (para cualquier n ∈ N ) —o algún
subconjunto suyo—, y no se diga lo contrario, supondremos que la topoloǵıa con la que
trabajamos es la usual —respectivamente, la de subespacio inducida por la usual de Rn—.)

1. Clasif́ıquense topológicamente las cónicas del plano. (Es decir, consideradas como subes-
pacios de R2 , d́ıgase con cuál es homeomorfa —y con cuál no— cada una de ellas:
circunferencia, elipse, parábola, hipérbola, par de rectas paralelas, par de rectas que se
cortan, una recta.)

2. ¿Son homeomorfos una circunferencia y el intervalo cerrado [0, 2π] ? ¿Puede ser homeo-
morfa la circunferencia a algún intervalo, del tipo que sea éste?

3. ¿Son homeomorfos la circunferencia y el espacio topológico formado por dos circunferen-
cias que no se cortan? ¿Y la circunferencia y el espacio formado por dos circunferencias
tangentes en un punto?
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4. ¿Son homeomorfos una recta y el espacio que se obtiene de considerar una circunferencia
y la recta tangente a ella en un punto dado?

5. Apĺıquese el teorema 5.2.5 para demostrar el apartado a, y posteriormente hágase uso
de este mismo apartado para demostrar b y c :

a) Sea f : (X, τ) → R una función continua. Si (X, τ) es conexo y f toma valores
positivos y negativos, entonces existe algún punto de X donde la función se anula.

b) Toda función continua f : [0, 1] → [0, 1] tiene un punto fijo (es decir, existe algún
x0 ∈ [0, 1] tal que f(x0) = x0 ).

c) Todo polinomio de grado impar tiene al menos una ráız real.

6. Sabemos (ejercicio 5 del tema 4) que, dada una función continua f : (X, τ) → (Y, τ ′) ,
existe un homeomorfismo entre (X, τ) y Grafo(f) = {(x, y) : y = f(x)} (la gráfica
de f ), considerado éste como subespacio topológico del espacio producto de (X, τ) e
(Y, τ ′) .

Como la conexión es una propiedad topológica, podemos afirmar directamente que la
gráfica de cualquier función continua que salga de un espacio conexo es conexa. ¿Es
posible poner un ejemplo de una función continua definida sobre un espacio inconexo
cuya gráfica sea conexa? ¿Y de una función no continua sobre un espacio conexo cuya
gráfica śı sea conexa?

7. En este ejercicio trabajaremos sobre el concepto de espacio totalmente disconexo (de-
finición 5.3.2).

a) Utiĺıcese que en un espacio totalmente disconexo la componente conexa de cual-
quier punto es el propio punto para demostrar que todo espacio totalmente dis-
conexo es T1 . (Se puede encontrar la definición —aśı como una caracterización
especialmente interesante para este apartado— de espacio topológico T1 en la
primera nota a pie de página del caṕıtulo, en la sección 5.1.)

(Indicación: Hágase buen uso de la proposición 5.3.3.)

b) Demuéstrese que todo espacio T1 no vaćıo, y con una base de la topoloǵıa cons-
tituida por conjuntos que son simultáneamente abiertos y cerrados, es totalmente
disconexo.

c) Pruébese que cualquier subespacio de un espacio totalmente disconexo es también
totalmente disconexo.

d) Sea (X, τ) un espacio conexo. Un punto x ∈ X se llama punto de dispersión si
X \ {x} es un espacio totalmente disconexo. Póngase un ejemplo lo más sencillo
posible de espacio conexo con algún punto de dispersión.

e) Un espacio topológico se dice extremadamente disconexo si es de Hausdorff y todo
abierto tiene clausura abierta. Pruébese que todo espacio extremadamente disco-
nexo es totalmente disconexo. ¿Es Q un espacio extremadamente disconexo?
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8. Sea G un abierto en (Rn, τusual) .

a) Pruébese que cada componente conexa de G es un abierto.

b) Demuéstrese que el conjunto de las componentes conexas de G es un conjunto
numerable.

c) Utiĺıcense los dos apartados anteriores para probar que todo abierto de (R, τusual)
es unión numerable de intervalos abiertos que no se cortan.

9. Sea (X, τ) un espacio topológico. Pruébese que la relación que se establece enX cuando
se dice “existe un camino en X que une el punto x con el punto y ” es una relación de
equivalencia.

10. Consideremos una familia {Ci}i∈I de subconjuntos conexos por caminos en un espacio
topológico (X, τ) .

a) Pruébese que, si para dos ı́ndices distintos cualesquiera i, j ∈ I , se verifica que
Ci ∩ Cj ̸= ∅ , entonces ∪i∈ICi es conexo por caminos.

b) Demuéstrese que, si existe i0 ∈ I tal que Ci ∩ Ci0 ̸= ∅ para todo i ∈ I \ {i0} ,
entonces ∪i∈ICi es conexo por caminos.

11. Sean x, y dos puntos en un espacio topológico (X, τ) . Diremos que x e y están rela-
cionados mediante la relación ∼ (y escribiremos x ∼ y ), si, y sólo si, x e y pertenecen
a algún subconjunto conexo de X .

Igualmente, diremos que están relacionados mediante la relación ≈ (lo denotaremos
x ≈ y ), si, y sólo si, no hay ninguna descomposición del tipo X = U ∪ V , con U y V
abiertos disjuntos que contengan respectivamente x e y .

a) Ya se ha demostrado en la tercera observación tras la definición 5.3.1 de compo-
nente conexa que ∼ es una relación de equivalencia sobre X , y que la clase de
equivalencia de x no es otra cosa que la componente conexa de x en (X, τ) .

Pruébese que ≈ es también una relación de equivalencia sobre X . Diremos que la
clase de equivalencia de x por la relación ≈ es la cuasicomponente de x en (X, τ) .

b) Demuéstrese que la cuasicomponente de x ∈ X es la intersección de todos los
subconjuntos simultáneamente abiertos y cerrados de (X, τ) que contengan x .

c) Pruébese que la componente de cualquier punto está contenida en su cuasicompo-
nente.

d) Denotaremos por X el subespacio del plano real formado por los intervalos cerra-
dos Ii = [0, 1]× {1

i } (con i = 1, 2, . . . ) y por los puntos (0, 0) y (1, 0) .

Pruébese que las componentes del espacio X son los segmentos Ii y los pun-
tos (0, 0) y (1, 0) . Compruébese, sin embargo, que las cuasicomponentes son los
segmentos Ii y el subconjunto {(0, 0), (1, 0)} .

12. Dı́gase si los siguientes espacios topológicos son conexos o arco-conexos:
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a) (R, τ = {G ⊂ R : 0 /∈ G} ∪ {R}) .
b) (R, τ = {G ⊆ R : 0 ∈ G} ∪ {∅}) .
c) (R, τ = {G ⊆ R : x ∈ G ⇒ −x ∈ G}) .

13. Sea (R, τconumerable) .

a) Demuéstrese que este espacio topológico es conexo.

b) Compruébese que cualquier subespacio finito con más de un punto o infinito nu-
merable de este espacio es inconexo.

c) Apĺıquese el ejercicio 15 del tema 6 (“Compacidad”) para demostrar que este
espacio no es conexo por arcos.

Concretamente, pruébese que toda aplicación continua γ : I → (R, τconumerable) es
constante.

14. Consideremos el conjunto de Cantor C =
∞∩
n=1

Cn , donde:

C1 = [0, 1] \
(
1

3
,
2

3

)
,

C2 = C1 \
[(

1

9
,
2

9

)
∪
(
7

9
,
8

9

)]
,

...

Cn = Cn−1 \
[(

1

3n
,
2

3n

)
∪ . . . ∪

(
3n − 2

3n
,
3n − 1

3n

)]
,

...

Pruébese que este espacio no es conexo y que sus componentes conexas son los puntos
(es decir, que es totalmente disconexo).

15. Consideremos la curva seno del topólogo:

X = {(x, sen(1/x)) : x > 0} ∪ {(0, y) : y ∈ [−1, 1]} .

a) Demuéstrese que X es conexo. (Es más, puede demostrarse que la unión de
{(x, sen(1/x)) : x > 0} con cualquier subconjunto de {(0, y) : y ∈ [−1, 1]} es
un conexo.)

b) Demuéstrese que X no es arco-conexo.

c) Compruébese que {(x, sen(1/x)) : x > 0} śı es arco-conexo.

(Teniendo en cuenta también el apartado anterior, acabamos de demostrar que la
clausura de un conjunto arco-conexo no es necesariamente arco-conexa.)
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d) Compruébese que, si a la curva seno del topólogo le unimos todo el semieje negativo
de abscisas, obtenemos otro espacio conexo:

Y = {(x, 0) : x < 0} ∪X .

e) Compruébese igualmente que también es conexa la “doble” curva seno del topólo-
go:

Z = {(x, sen(1/x)) : x < 0} ∪X .

16. Consideremos ahora el siguiente “doble peine”:

X = [0, 1]× {1,−1}∪
∪ [(Q ∩ [0, 1])× (0, 1)] ∪
∪ [(I ∩ [0, 1])× (−1, 0)] ∪
∪{(0, 0)} .

Pruébese que X es un espacio conexo.

17. Ṕıntese la t́ıpica carita sonriente (a gusto del lector), y determı́nense sus componentes
conexas como subespacio del plano real.

18. Clasif́ıquense topológicamente las letras del abecedario (entendidas como subespacios
cerrados de interior vaćıo de (R2, τusual) ):

A B C D E F G H I J K L M N Ñ O P Q R S T U V W X Y Z .

19. ¿Es posible definir una relación de equivalencia ∼ sobre el intervalo cerrado unidad I de
modo que el espacio topológico cociente (I/ ∼, τπ) (siendo π : I → I/ ∼ la aplicación
canónica de paso al cociente) sea homeomorfo a la letra Ñ (vista como subespacio
cerrado de interior vaćıo de (R2, τusual) )?

20. Complétese la clasificación iniciada en el ejercicio 15b del tema 3.

(Es posible —aunque no necesario— usar también en algún instante la compacidad
como argumento, motivo por el cual este ejercicio aparecerá también enunciado en el
tema 6, dedicado a la compacidad.)

21. (Para ampliar:) Productos arbitrarios de espacios conexos.

(Se recomienda al lector trabajar previamente sobre el ejercicio 14 del tema 4.)

Sea {(Xi, τi)}i∈I una familia de espacios topológicos conexos, y sea (X, τ) su espacio
topológico producto.

El objetivo de este ejercicio es generalizar la demostración que hemos hecho en el
teorema 5.2.3 de que el producto de finitos espacios conexos es también un espacio
conexo.

Fijemos un elemento a = (ai)i∈I ∈ X .
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a) Demuéstrese que, para cada subconjunto finito J ⊂ I , el siguiente subespacio del
espacio producto es conexo:

XJ = {x = (xi)i∈I ∈ X : xi = ai , ∀i /∈ J} .

b) Compruébese que también es conexo el siguiente subespacio del espacio topológico
producto:

Y =
∪
J⊂I

J finito

XJ .

c) Conclúyase la demostración de que el espacio topológico producto (X, τ) es cone-
xo, viendo que X = Y .

22. (Para ampliar:) Espacios localmente conexos.

Un espacio topológico (X, τ) es localmente conexo si cada x ∈ X tiene una base de
entornos conexos (o, equivalentemente —piénsese por qué—, si cada x tiene una base
de entornos abiertos conexos).

a) Compruébese que (0, 1) ∪ (2, 3) es un espacio topológico localmente conexo, pero
no conexo.

b) Consideremos el siguiente subespacio del plano real:

X = {0, 1} × [−1, 1]∪

∪

(∪
n∈N

[0, 1]×
{
1

n

})
∪

∪

(∪
n∈N

[0, 1]×
{
− 1

n

})
∪

∪ [0, 1]× {0}.

Demuéstrese que X es conexo —de hecho, es arco-conexo—, pero no localmente
conexo.

c) Consideremos X = N ∪ {0} e Y = { 1
n : n ∈ N} ∪ {0} .

Compruébese que X es localmente conexo e Y no lo es, y obsérvese que podemos
definir la siguiente aplicación continua y epiyectiva de X a Y :

X
f−→ Y

0 �−→ f(0) = 0
n �−→ f(n) = 1

n .

(Es decir, la imagen continua de un espacio localmente conexo no es necesariamente
localmente conexo.)
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d) Sea (X, τ) localmente conexo. Pruébese que, si f : (X, τ) → (Y, τ ′) es una apli-
cación epiyectiva, continua y abierta (o cerrada), entonces (Y, τ ′) es localmente
conexo.

(Es decir, la conexión local es una propiedad topológica, pues se conserva por
homeomorfismos.)

e) Demuéstrese que un espacio topológico es localmente conexo si, y sólo si, cada
componente conexa en cada abierto del espacio es un abierto.

f ) Aplicando el apartado 22e, pruébese que el cociente de un espacio localmente
conexo siempre es localmente conexo.

g) Hágase uso del apartado 22e para probar que las componentes conexas de un
espacio localmente conexo son simultáneamente abiertos y cerrados del espacio.

Ejercicios de autoevaluación

Sólo una de las opciones indicadas es correcta para cada pregunta:

1. En un espacio topológico conexo . . .

a) no existe ningún subconjunto abierto y cerrado simultáneamente;

b) el total no puede escribirse como la unión de dos cerrados disjuntos;

c) el total no puede escribirse como la unión de dos abiertos disjuntos no vaćıos;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

2. En un espacio topológico conexo con más de un punto . . .

a) la componente conexa de cada punto es todo el espacio;

b) pueden existir tantas componentes conexas como puntos haya en el espacio;

c) no existe ninguna componente conexa;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

3. En un espacio topológico conexo con más de un punto . . .

a) siempre existe alguna componente conexa abierta que no es cerrada;

b) siempre existe alguna componente conexa cerrada que no es abierta;

c) el subconjunto formado por un solo punto nunca puede ser su componente conexa;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
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4. En (R, τusual) . . .

a) (0, 1] no es conexo;

b) { 1
n : n ∈ N} no es conexo;

c) (0, 1) ∪ {2} es conexo;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

5. En (R, τdiscreta) . . .

a) (0, 1] no es conexo;

b) { 1
n : n ∈ N} es conexo;

c) (0, 1) ∪ {2} es conexo;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

6. En (R, τgrosera) . . .

a) (0, 1] no es conexo;

b) { 1
n : n ∈ N} es conexo;

c) (0, 1) ∪ {2} no es conexo;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

7. Sea (X, τ) un espacio topológico, y sea Y ⊆ X . Dı́gase cuál de las siguientes afirma-
ciones es cierta:

a) si Y no es conexo en X, entonces la clausura de Y tampoco es conexo en X ;

b) si Y es conexo en X y de interior no vaćıo, entonces el interior de Y también es
conexo en X;

c) si la clausura de Y no es conexo, entonces Y tampoco lo es;

d) si Y no es conexo y tiene interior no vaćıo, entonces el interior de Y tampoco es
conexo.

8. En (R2, τusual) . . .

a) el subespacio formado por la unión de dos rectas paralelas es conexo;

b) el subespacio formado por los lados de un poĺıgono regular no es conexo;

c) el subespacio formado por la unión de las dos ramas de una hipérbola no es conexo;

d) el subespacio formado por la unión de dos rectas que pasan por (0, 0) no es conexo.

9. En (R2, τusual) . . .

a) el subespacio formado por la unión de dos circunferencias concéntricas no es co-
nexo;
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b) el subespacio formado por la unión de una circunferencia con su centro es conexo;

c) la corona circular comprendida entre dos circunferencias concéntricas no es un
conexo;

d) la unión de dos abiertos conexos vuelve a ser un abierto conexo.

10. Dı́gase cuál de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) la intersección de dos conexos en un espacio topológico es un conexo;

b) la unión de dos conexos en un espacio topológico es un conexo;

c) la frontera de un conexo en un espacio topológico es un conexo;

d) el complementario de un conexo en un espacio topológico no tiene por qué ser un
conexo.

11. Dı́gase cuál de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) la unión de dos componentes conexas distintas en un espacio topológico no es otra
componente conexa;

b) la intersección de dos componentes conexas distintas en un espacio topológico tiene
siempre interior no vaćıo;

c) la componente conexa de un punto en un espacio topológico siempre tiene más de
un punto;

d) toda componente conexa en un espacio topológico es un abierto del espacio.

12. Dı́gase cuál de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) un espacio topológico conexo por arcos puede tener tres componentes conexas;

b) un espacio topológico con tres componentes conexas no puede ser localmente co-
nexo por arcos;

c) un espacio topológico conexo puede tener tres componentes conexas;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

13. Dı́gase cuál de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) en un espacio topológico conexo por arcos siempre hay al menos dos componentes
conexas distintas;

b) en un espacio topológico conexo y localmente conexo por arcos puede existir un
par de puntos que no se unan mediante un arco;

c) en un espacio topológico localmente conexo por arcos puede existir un par de
puntos que no se unan mediante un arco;

d) en un espacio conexo dos puntos cualesquiera siempre pueden unirse mediante un
arco.
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14. En (R, τusual) . . .

a) (0, 1) no es conexo por arcos;

b) { 1
n : n ∈ N} es conexo por arcos;

c) { 1
n : n ∈ N} no es localmente conexo por arcos;

d) { 1
n : n ∈ N} ∪ {0} no es localmente conexo por arcos.

15. En un espacio métrico . . .

a) ningún subespacio no acotado es conexo;

b) todo subespacio acotado es conexo;

c) la componente conexa de cada punto es la bola abierta de centro dicho punto y
de radio 1;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

16. En un espacio métrico . . .

a) hay tantas componentes conexas como puntos haya en el espacio;

b) sólo hay una componente conexa;

c) las componentes conexas no tienen por qué ser subconjuntos acotados;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.

17. En un espacio conexo por arcos . . .

a) es posible definir una relación de equivalencia, de modo que el espacio cociente sea
homeomorfo a un espacio topológico discreto con más de un elemento;

b) sólo hay una componente conexa;

c) todo subespacio es conexo por arcos;

d) puede existir algún punto cerrado que sea aislado.

18. Sea (X, τ) un espacio topológico, y sean x, y ∈ X dos puntos distintos. Dı́gase cuál de
las siguientes situaciones es la única posible:

a) x e y pertenecen a componentes conexas distintas, y existe un arco que une x con
y;

b) x e y son puntos aislados, y el subespacio {x, y} no es conexo;

c) x puede unirse con y mediante un camino, pero y no puede unirse con x;

d) ni {x} ni {y} son conexos.

19. Sea (X, τ) un espacio topológico, y sean A,B ⊆ X dos subconjuntos distintos y no
vaćıos. Dı́gase cuál de las siguientes situaciones es la única posible:
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a) A, B y A ∪B son conexos;

b) A y B son conexos por arcos, A ∩B ̸= ∅ , y A ∪B no es conexo;

c) A es la componente conexa de un punto de B, A ⊊ B , y B es conexo;

d) A ∩B ̸= ∅ , y A ∩B es la componente conexa de todo punto de A ∩B , siendo A
y B conexos.

20. Un espacio topológico T2 con más de un punto en el que cada abierto tiene clausura
abierta . . .

a) tiene una única componente conexa;

b) no puede ser conexo por arcos;

c) tiene dos componentes conexas distintas cuya intersección es distinta del vaćıo;

d) ninguna de las anteriores opciones es correcta.
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Caṕıtulo 6

Compacidad

El último caṕıtulo de este libro está dedicado al estudio de la compacidad, que quizá
sea la propiedad topológica más importante de las introducidas hasta ahora. En cierto
sentido, los espacios topológicos compactos se comportan como los espacios finitos; por
ejemplo, en ellos toda función continua alcanza un máximo y un mı́nimo.

Tras presentar unos resultados generales, se concluye con el estudio de los subespacios
compactos en los espacios métricos. Entre estos resultados, cabe destacar la caracterización
—que no es puramente topológica, ya que la acotación no es una propiedad topológica—
de los subespacios compactos de (Rn, τusual) como los subespacios cerrados y acotados
(Teorema 6.3.1).

6.1. Definición y ejemplos

Definición 6.1.1 Sea (X, τ) un espacio topológico. Diremos que una colección de abiertos
{Gi}i∈I ⊆ τ es un recubrimiento de X si X = ∪i∈IGi .

Dado un recubrimiento {Gi}i∈I por abiertos de X , un subrecubrimiento de él será
cualquier subcolección de {Gi}i∈I que sirva a su vez como recubrimiento de X .

Definición 6.1.2 Un espacio topológico (X, τ) es compacto si cualquier recubrimiento
por abiertos de X admite un subrecubrimiento finito:

X =
∪
i∈I

Gi ⇝ X =

N∪
k=1

Gik (para algún N ∈ N) .

Ejemplos:

1. Cualquier espacio topológico grosero (X, τgrosera) es compacto, ya que en un recu-
brimiento por abiertos de X por fuerza se debe encontrar el único abierto no vaćıo
que existe en esta topoloǵıa, que es el propio X . Dicho abierto sirve como subrecu-
brimiento finito, por tanto.

157
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2. Cualquier espacio topológico (X = {x1, . . . , xN}, τ) (con N ∈ N ) con una cantidad
finita de elementos es trivialmente compacto, pues, dado cualquier recubrimiento por
abiertos del espacio, X = ∪i∈IGi , basta escoger, para cada punto, un abierto que
lo contenga, entre los del recubrimiento, de modo que puede extraerse el siguiente
subrecubrimiento finito:

X =
N∪
k=1

Gik

(xk ∈ Gik , para cada k ∈ {1, . . . , N} ).

3. Un espacio topológico discreto no es, sin embargo, compacto en general. De hecho,
lo cierto es que se verifica el siguiente resultado:

“Un espacio topológico discreto es compacto si, y sólo si, tiene una cantidad finita
de elementos.”

Demostración:

Una de las dos implicaciones ya sabemos que es cierta en general, independientemente
de la topoloǵıa del espacio. Comprobemos la otra:

(⇒) Sea (X, τdiscreta) un espacio discreto con una cantidad infinita de elementos.
Entonces el siguiente es un recubrimiento por abiertos del que obviamente no es
posible extraer ningún subrecubrimiento finito:

X =
∪
x∈X

{x} .

4. (R, τusual) no es compacto. El siguiente recubrimiento por abiertos no admite ningún
subrecubrimiento finito:

R =
∪
n∈N

(−n, n) .

(Esta colección de intervalos abiertos es un recubrimiento de R por la propiedad
arquimediana.)

5. Tampoco es compacto el intervalo (0, 1) con la topoloǵıa de subespacio inducida por
la usual de R , pues este recubrimiento por abiertos no admite ningún subrecubri-
miento finito:

(0, 1) =

∞∪
n=2

(
0, 1− 1

n

)
.

(De nuevo la propiedad arquimediana garantiza que esta colección de intervalos
abiertos es un recubrimiento de (0, 1) .)
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6. Sea (X, τ) un espacio topológico de Hausdorff, y sean (xn)n∈N una sucesión en X
y x0 ∈ X su ĺımite.

El subespacio K = {x0} ∪ {xn : n ∈ N} es compacto:

Dado un recubrimiento abierto de K ,

K ⊂
∪
i∈I

Gi ,

sea Gi0 (para algún i0 ∈ I ) un abierto del recubrimiento tal que x0 ∈ Gi0 ; como x0
es el ĺımite de (xn)n∈N , debe existir N ∈ N , tal que, para cada n ≥ N , xn ∈ Gi0 .

Ahora basta tomar un abierto del recubrimiento que contenga a cada uno de los
N − 1 primeros términos de la sucesión, y se obtiene el siguiente subrecubrimiento
finito del de partida:

K ⊂ Gi0 ∪Gi1 ∪ . . . ∪GiN−1

(con x1 ∈ Gi1 , . . . , xN−1 ∈ GiN−1).

El teorema que enunciamos a continuación nos proporciona un importante ejemplo de
espacio topológico compacto.

Teorema 6.1.3 El intervalo cerrado [0, 1] , dotado de la topoloǵıa de subespacio de la
usual de R , es compacto.

Demostración:
Sea [0, 1] ⊂ ∪i∈IGi un recubrimiento abierto.
Llamemos α = sup {x ∈ [0, 1] : [0, x] se recubre con finitos abiertos del recubrimiento} .

Es suficiente comprobar que α = 1 : como 1 ∈ [0, 1] ⊂ ∪i∈IGi , existe i1 ∈ I , tal que
1 ∈ Gi1 ; puesto que Gi1 es un abierto de τusual , existe ε > 0 , tal que (1 − ε, 1] ⊂ Gi1 , y
[0, 1−ε] puede recubrirse con finitos abiertos del recubrimiento —pues 1 es el supremo de
los x ∈ [0, 1] tales que [0, x] puede recubrirse con finitos de aquellos abiertos—. Uniendo
esos abiertos al abierto Gi1 , tendŕıamos un subrecubrimiento finito del intervalo [0, 1] .

Demostremos pues que α = 1 . Para ello, supongamos que α < 1 , y lleguemos a
contradicción.

Sea Giα un abierto del recubrimiento de partida al que pertenezca α , y sea ε > 0 tal
que [α− ε, α+ ε] ⊆ Giα .

Pero entonces sucede que α no puede ser el supremo de los números x de [0, 1] tales
que [0, x] puede recubrirse con finitos abiertos del recubrimiento de inicio, pues α + ε es
un número estrictamente mayor que α , y [0, α + ε] puede recubrirse con finitos abiertos
de la familia {Gi}i∈I , a saber: en primer lugar, Giα , que sirve para recubrir desde α− ε
hasta α+ ε ; en segundo lugar, los finitos abiertos entre {Gi}i∈I que sirvan para recubrir
[0, α− ε] .

La compacidad es, como sucede con la conexión (véase el tema 5), una propiedad
topológica:
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Proposición 6.1.4 La imagen continua de un espacio topológico compacto es un espacio
topológico compacto.

Demostración:

Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) una aplicación continua y epiyectiva entre espacios topológicos,
y sea (X, τ) compacto.

Consideremos un recubrimiento por abiertos de Y : Y = ∪i∈IGi , y veamos que admite
algún subrecubrimiento finito.

Como f es continua, el siguiente es un recubrimiento por abiertos de X :

X = f−1(Y ) = f−1(
∪
i∈I

Gi) =
∪
i∈I

f−1(Gi) .

Y, puesto que por hipótesis X es compacto, existe un subrecubrimiento finito de él:

X =
N∪
k=1

f−1(Gik) ,

de donde se sigue, ya que f es epiyectiva, que éste es un subrecubrimiento finito de Y del
de partida:

Y = f(X) = f(
N∪
k=1

f−1(Gik)) =
N∪
k=1

f(f−1(Gik)) =
N∪
k=1

Gik .

Ejemplos:

1. Aprovechando el ejercicio 15b del tema 3, la proposición 6.1.4 nos dice que todos los
intervalos cerrados y acotados, de la forma [a, b] , con a < b , son compactos.

2. La aplicación

[0, 1]
ϕ−→ S1

t �−→ ϕ(t) = (cos 2πt, sen 2πt)

(considerando tanto el intervalo como la circunferencia unidad dotados de las topo-
loǵıas de subespacio inducidas por la usual de R y R2 , respectivamente) es epiyectiva
y continua, luego el teorema 6.1.3 y la proposición 6.1.4 aseguran que S1 es un es-
pacio compacto.

3. No será compacto, sin embargo, el espacio que se obtiene cuando a la circunferencia
unidad le quitamos un cierto punto p ∈ S1 .

El ejemplo 2 tras la Propiedad Universal del Producto (teorema 4.2.1) muestra cómo
S1 \ {p} ⊂ (R2, τusual) es homeomorfo a (R, τusual). Como este último espacio no es
compacto, tampoco puede serlo S1 \ {p} .
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6.2. Algunos resultados de interés

Dedicamos esta sección a aumentar la colección de resultados teóricos que nos permitan
manejar el concepto de compacidad con más soltura.

Empezamos viendo que la compacidad y el que un subespacio topológico sea cerrado
son cosas muy relacionadas. (Al menos, en espacios topológicos de Hausdorff, que es, como
puede verse, una propiedad especialmente interesante en espacios topológicos.) Para ello
es necesario el siguiente lema.

Lema 6.2.1 Si K y H son dos subespacios compactos disjuntos de un espacio topológico
de Hausdorff (X, τ) , entonces existen abiertos disjuntos, U , V ∈ τ , tales que K ⊆ U y
H ⊆ V .

Demostración:

Tomemos x ∈ K e y ∈ H . Como x ̸= y y (X, τ) es de Hausdorff, existen abiertos Uy

y Vy tales que x ∈ Uy , y ∈ Vy , y Uy ∩ Vy = ∅ .
Si consideramos todos los posibles elementos de H , manteniendo fijo x en K , obtene-

mos el siguiente recubrimiento abierto de H :

H ⊆
∪
y∈H

Vy .

Como H es compacto, de ese recubrimiento podemos extraer un subrecubrimiento
finito:

H ⊆
N∪
k=1

(yk∈H)

Vyk = Vx (∗).

Para cada Vyk (con k ∈ {1, . . . , N}), existe el correspondiente abierto Uyk disjunto
con Vyk , tal que x ∈ Uyk , según comentamos al inicio de la demostración. La intersección
de todos ellos (son finitos) vuelve a dar un abierto Ux = Uy1 ∩ . . . ∩ UyN disjunto con Vx

y tal que x ∈ Ux .

De este modo podemos dar un recubrimiento por abiertos de K :

K ⊆
∪
x∈K

Ux .

Al ser K compacto también, existe algún subrecubrimiento finito del anterior:

K ⊆
M∪
j=1

(xj∈K)

Uxj = U .

Según vimos en (∗) , para cada xj de los anteriores, H ⊆ Vxj , y, por tanto:

H ⊆ Vx1 ∩ . . . ∩ VxM = V ,
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con lo cual ya hemos encontrado el par de abiertos disjuntos que buscábamos:

K ⊆ U , H ⊆ V , U ∩ V = ∅ .

Teorema 6.2.2 Sea A un subespacio de un espacio topológico (X, τ) . Se verifican las
siguientes proposiciones:

a) Si X es compacto, y A es cerrado, entonces A es compacto.
b) Si X es T2 , A es compacto, entonces A es cerrado.

Demostración:
a) Sea A ⊂ ∪i∈IGi un recubrimiento abierto de A . Como A es cerrado, el siguiente es un
recubrimiento por abiertos de X :

X = ∪i∈IGi ∪Ac .

Puesto que por hipótesis X es compacto, de ese recubrimiento debe poder extraerse
algún subrecubrimiento finito, que, por fuerza, debe tener como uno de los abiertos de la
colección al complementario de A , porque, si no fuera aśı, no habŕıa manera de garantizar
que todo X siguiera recubierto. Digamos que éste sea un subrecubrimiento finito del
anterior:

X = ∪N
k=1Gik ∪Ac .

Ya hemos obtenido con ello un subrecubrimiento finito de A a partir del que dimos al
inicio:

A ⊂ ∪N
k=1Gik .

b) Demostremos que Ac es abierto en (X, τ) . Sea x ∈ Ac ; como {x} y A son compactos
disjuntos, el lema 6.2.1 garantiza la existencia de dos abiertos U , V , tales que {x} ⊆ U ,
A ⊆ V y U ∩ V = ∅ .

Aśı pues, ya hemos encontrado un entorno (el abierto U ) de x contenido en Ac , y por
tanto Ac es abierto:

x ∈ {x} ⊆ U ⊆ V c ⊆ Ac .

Como consecuencia del teorema 6.2.2, obtenemos los siguientes enunciados, de gran
utilidad:

Proposición 6.2.3 Si f : (X, τ) → (Y, τ ′) es una aplicación continua entre un espacio
topológico compacto y un espacio topológico de Hausdorff, entonces f es cerrada.

Demostración:
Si F es cerrado en el espacio compacto (X, τ) , entonces por el apartado a del teorema

6.2.2 sabemos que F es compacto. Puesto que f es una aplicación continua, la proposición
6.1.4 garantiza que f(F ) es compacto.
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Al ser un compacto dentro del espacio de Hausdorff (Y, τ ′) , el apartado b del teorema
6.2.2 permite concluir afirmando que f(F ) es cerrado.

Corolario 6.2.4 Cualquier aplicación biyectiva y continua de un compacto en un espacio
de Hausdorff es un homeomorfismo.

Ejemplo:
(Retomamos el ejercicio 25 del tema 4.)
Si consideramos sobre (R, τusual) la relación de equivalencia x ∼ y ⇔: x − y ∈ Z y

la aplicación epiyectiva y continua (entendiendo que S1 está dotado de la topoloǵıa de
subespacio de (R2, τusual) )

(R, τusual)
f−→ S1

t �−→ f(t) = (cos 2πt, sen 2πt),

entonces (véase el diagrama 6.2.1) por el corolario 4.5.2 existe una aplicación φ conti-
nua entre el espacio cociente y la circunferencia unidad, entendida como subespacio de
(R2, τusual) .

(R, τusual)
f

continua
��

π

��

S1

(R/∼ = π([0, 1]), τπ)

φ

�� (6.2.1)

La aplicación φ es, además de continua, biyectiva (compruébese como sencillo ejer-
cicio). Como cada clase de equivalencia en R/∼ tiene un representante en [0, 1] (¿por
qué?), resulta que R/∼ = π([0, 1]), es decir, R/∼ es un espacio compacto, por ser la ima-
gen continua de un compacto. Puesto que, además, S1 es de Hausdorff, podemos acabar
aplicando el corolario 6.2.4 para afirmar que φ es un homeomorfismo.

A continuación probaremos que el producto de dos (por tanto, de finitos, sin más que
proceder por inducción) espacios topológicos compactos vuelve a ser un espacio compacto.

(Este resultado puede generalizarse para productos de familias arbitrarias —véase
el ejercicio 14 del tema 4— de espacios topológicos, y es el conocido como teorema de
Tychonoff, pero su demostración no es en absoluto sencilla, e involucra el Axioma de
Elección. El lector interesado puede encontrar esta demostración en [5, Teorema 37.3].)

En primer lugar, necesitamos un lema:

Lema 6.2.5 (del entorno tubular) Sean (X, τ) e (Y, τ ′) espacios topológicos, y sea
(X × Y, τproducto) el espacio topológico producto. Sean x ∈ X , K compacto en Y y
U ∈ τproducto tal que {x} × K ⊆ U . Entonces existen abiertos V ∈ τ y W ∈ τ ′ (con
x ∈ V y K ⊆ W ) tales que {x} ×K ⊆ V ×W ⊆ U .
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Demostración:
Para cada y ∈ K , (x, y) ∈ {x} × K ⊆ U , y como U es un abierto de la topoloǵıa

producto, debe existir algún abierto básico dentro de U que contenga a (x, y) ; es decir,
existen Vy ∈ τ , Wy ∈ τ ′ , tales que (x, y) ∈ Vy ×Wy ⊆ U .

De este modo, obtenemos el siguiente recubrimiento por abiertos de K :

K ⊆ ∪y∈KWy ,

del que, gracias a la compacidad de K , podemos extraer algún subrecubrimiento finito:

K ⊆ Wy1 ∪ . . . ∪WyN = W (con N ∈ N) .

Con cada uno de esos finitos Wyk , tenemos el correspondiente Vyk abierto en (X, τ)
(y todos ellos verifican x ∈ Vyk ); la intersección de estos finitos abiertos, que denotamos
V = Vy1 ∩ . . .∩VyN , vuelve a ser un abierto que contiene el elemento x y, por tanto, hemos
acabado, pues se verifica:

{x} ×K ⊆ V ×K ⊆ V ×W ⊆ U .

Teorema 6.2.6 Sean (X, τ) e (Y, τ ′) espacios topológicos. El espacio topológico producto
(X × Y, τproducto) es compacto si, y sólo si, (X, τ) e (Y, τ ′) son compactos.

Demostración:
(⇒) Como las proyecciones naturales de un espacio topológico producto son aplicaciones
epiyectivas y continuas, resulta que tanto (X, τ) como (Y, τ ′) son imágenes continuas de
un espacio topológico conexo, luego ambos espacios son conexos.

(Este argumento es enteramente válido para demostrar esta misma implicación en el
caso de un producto arbitrario de espacios topológicos.)
(⇐) Vamos a demostrar, en realidad, que si K es un compacto en (X, τ) y K ′ es un
compacto en (Y, τ ′) , entonces K ×K ′ es un compacto de (X × Y, τproducto) .

Sea, pues, el siguiente un recubrimiento por abiertos (de la topoloǵıa producto) de
K ×K ′ :

K ×K ′ ⊆ ∪i∈IUi .

Fijemos x ∈ K , y consideremos {x}×K ′ , trivialmente homeomorfo a K ′ , y por tanto
compacto.

Entonces, como {x}×K ′ ⊆ K×K ′ ⊆ ∪i∈IUi , podemos quedarnos con una subcolección
finita de los abiertos {Ui}i∈I que siga recubriendo {x} ×K ′ :

{x} ×K ′ ⊆ Ui1 ∪ . . . ∪ UiN = Ux (para cierto N ∈ N) .

Estamos ya en las hipótesis del lema 6.2.5 del entorno tubular, y aśı pues existen
abiertos Vx ∈ τ , Wx ∈ τ ′ , tales que x ∈ Vx , K

′ ⊆ Wx , y

{x} ×K ′ ⊆ Vx ×K ′ ⊆ Vx ×Wx ⊆ Ux (♦).
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Como esto lo podemos hacer para cada x ∈ K , tenemos el siguiente recubrimiento por
abiertos del compacto K :

K ⊆ ∪x∈KVx ,

del que podremos extraer un subrecubrimiento finito:

K ⊆ Vx1 ∪ . . . ∪ VxM (con M ∈ N ) .

Y teniendo en cuenta (♦) , se verifica:

K ×K ′ ⊆ (Vx1 ×K ′) ∪ . . . ∪ (VxM ×K ′) ⊆ Ux1 ∪ . . . ∪ UxM ,

donde cada Uxk
de ésos no era más que una unión de finitos abiertos de la colección

{Ui}i∈I de partida, y por tanto hemos obtenido un subrecubrimiento finito de K×K ′ del
que dimos al inicio.

Ejemplos:

1. Los teoremas 6.1.3 y 6.2.6 aseguran que el n−cubo unidad [0, 1]× (n). . . ×[0, 1] es
compacto en (Rn, τusual) .

Igualmente, como, según vimos, todo intervalo cerrado de la forma [a, b] (con a < b )
es compacto en (R, τusual) , cualquier paraleleṕıpedo [a1, b1]×. . .×[an, bn] es compacto
en (Rn, τusual) .

2. No es compacto, sin embargo, el cilindro S1×R (considerado dotado de la topoloǵıa
producto de la topoloǵıa de subespacio inducida por la usual de R2 sobre S1 y de
la usual de R ), pues ya sabemos que (R, τusual) no es compacto.

Y śı lo es el tronco de cilindro S1× [0, 1] (con la topoloǵıa evidente), como aplicación
sencilla del teorema 6.2.6, pues tanto S1 como [0, 1] son compactos con sus topoloǵıas
usuales.

6.3. Compacidad en espacios métricos

El primer resultado que se presenta en esta sección no es general para cualquier espacio
métrico, sino que está enunciado para (Rn, τusual) . El hecho de que su demostración pueda
hacerse sin necesitar más que lo expuesto hasta el momento, aśı como la buena cantidad
de ejemplos de espacios compactos (y no compactos) que permite poner, son motivos
suficientes para encabezar este apartado.

Teorema 6.3.1 Sea A ⊂ (Rn, τusual(= τd2)) . El subconjunto A es compacto si, y sólo si,
es cerrado y acotado.

Demostración:
(⇒) Como A es compacto en un espacio de Hausdorff (apartado b del teorema 6.2.2), A
es cerrado.
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Además, si no fuese acotado (para cualquier λ > 0 , siempre existe a ∈ A tal que
a /∈ Bd2(O, λ) , con O = (0, . . . , 0)), entonces el siguiente es un recubrimiento abierto de
A del que no es posible extraer ningún subrecubrimiento finito:

A ⊂ Rn = ∪n∈NBd2(O,n) .

No se puede conseguir ninguno, porque cada bola abierta de esas que estamos usan-
do para recubrir A está encajada en la siguiente: Bd2(O,n) ⊂ Bd2(O,n + 1) , para
cada n ∈ N ; por tanto, si nos quedáramos con una cantidad finita de ellas, digamos
Bd2(O,n1) , . . . , Bd2(O,nM ) (con M ∈ N ), su unión coincidiŕıa con la bola de radio máxi-
mo ν = máx {n1, . . . , nM} . Y ya dijimos antes que no hay bola abierta dentro de la cual
esté contenido A .

(⇐) Si A es acotado, existe N ∈ N tal que:

A ⊆ [−N,N ]× (n). . . ×[−N,N ] .

En el primer ejemplo tras el teorema 6.2.6 ya se vio que [−N,N ]× (n). . . ×[−N,N ] es
un espacio compacto. Tenemos, por tanto, que A es un subconjunto cerrado dentro de un
compacto, de donde se sigue (apartado a del teorema 6.2.2) que A es compacto.

Ejemplos:

1. En (Rn, τusual) es un subespacio compacto una bola cerrada (da igual el centro y
el radio) con cualquier distancia lipschitzianamente equivalente a la distancia d2 .
(Véanse 22f y 22h del tema 3.)

Igualmente, no es un compacto ninguna bola abierta con una distancia aśı. (Śı es un
subconjunto acotado, obviamente, pero no es un cerrado.)

2. Consideremos la siguiente aplicación continua (con topoloǵıas usuales tanto en la
salida como en la llegada):

Rn+1 f−→ R
(x1, . . . , xn+1) �−→ f((x1, . . . , xn+1)) = x21 + . . .+ x2n+1 .

Puesto que {1} es un subconjunto cerrado en (R, τusual) , la esfera n−dimensional

Sn = f−1({1}) = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 : x21 + . . .+ x2n+1 = 1}

es un cerrado en (Rn+1, τusual) .

Como además Sn es trivialmente acotado, aplicando el teorema 6.3.1, tenemos un
nuevo ejemplo de espacio compacto.

3. No son compactos —con la topoloǵıa que sobre cada uno de ellos induce la usual del
plano real—, puesto que no son acotados en (R2, dusual) , los siguientes subespacios:
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a) El lugar geométrico de los puntos de cualquier hipérbola.

b) Cualquier par de rectas paralelas.

c) Cualquier par de rectas que se corten.

d) La franja horizontal
{(x, y) ∈ R2 : |y| ≤ 1} ,

y su análoga en vertical

{(x, y) ∈ R2 : |x| ≤ 1} .

(Tampoco lo son la franja horizontal abierta {(x, y) ∈ R2 : |y| < 1} ni la
correspondiente vertical; estos dos subespacios, además de no ser acotados,
tampoco son cerrados.)

e) X = ∪n∈NSd2((0, 0), n) (la unión de todas las esferas con la distancia d2 de
centro (0, 0) y radio n ∈ N ; es decir, la unión de todas las circunferencias con
ese centro y ese radio).

Observación: La demostración que hacemos de la implicación (⇒) en el teorema 6.3.1
es válida (con la adaptación obvia correspondiente) para cualquier espacio métrico, y no
necesariamente para (Rn, τusual) .

En cambio, hay que tener muy presente que la implicación inversa (⇐) no es cierta
en cualquier espacio métrico. Concretamente, en (R, ddiscreta) , cualquier subconjunto no
vaćıo es cerrado y acotado, y sólo son compactos los subconjuntos con finitos elementos.

Además, el Análisis Funcional nos proporciona el siguiente enunciado:
Lema (de Riesz) Un espacio normado (E, ∥ · ∥) es de dimensión finita si, y sólo si, la
bola cerrada unidad de E es un compacto.

Aśı, por ejemplo, en el espacio de dimensión infinita C([0, 1]) de las funciones reales
continuas sobre [0, 1] , dotado de la norma del supremo (en este caso, del máximo —véase
el ejercicio 5) ∥f∥ := supx∈[0,1] |f(x)| , la bola cerrada unidad (cerrado y acotado) no es
un compacto.

A continuación vamos a enunciar y demostrar una primera versión de un resultado
bastante útil en espacios métricos.

Lema 6.3.2 (del recubrimiento de Lebesgue) Sea (X, d) un espacio métrico compac-
to, y sea X = ∪i∈IGi un recubrimiento por abiertos. Existe λ > 0 (número de Lebesgue
del recubrimiento) tal que, para cualquier x ∈ X , existe i ∈ I tal que B(x, λ) ⊆ Gi .

Demostración:
Dado x ∈ X = ∪i∈IGi , existe i(x) ∈ I , tal que x ∈ Gi(x) . Puesto que X es un espacio

métrico, existe r(x) > 0 , tal que x ∈ B(x, r(x)) ⊆ Gi(x) .
Consideremos ahora este siguiente recubrimiento abierto de X :

X =
∪
x∈X

B(x,
r(x)

2
) .
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Por la compacidad de X , de él podemos extraer algún subrecubrimiento finito:

X =
N∪
k=1

B(xk,
r(xk)

2
) (con N ∈ N) .

Por tanto, x ∈ B(xj ,
r(xj)
2 ) , para algún j ∈ {1, . . . , N} .

Tomemos λ = mı́n{ r(x1)
2 , . . . , r(xN )

2 } , y comprobemos la siguiente inclusión:

B(x, λ) ⊆ B(xj , r(xj)) ,

con lo que la prueba estaŕıa acabada, ya que B(xj , r(xj)) ⊆ Gi(xj) .
Aśı pues, sea z ∈ B(x, λ) ; la propiedad triangular de la distancia d permite terminar:

d(z, xj) ≤ d(z, x) + d(x, xj) < λ+
r(xj)

2
≤ r(xj)

2
+

r(xj)

2
= r(xj) .

Obsérvese que en cualquier espacio métrico (X, d) , dado un recubrimiento por abiertos
X = ∪i∈IGi , para cada x ∈ X , existe λ(x) > 0 tal que B(x, λ(x)) ⊆ Gi , para algún i ∈ I .
La clave del lema que acabamos de probar es que cuando el espacio métrico es compacto, el
radio de la bola no depende del elemento: hay un número λ > 0 que vale como radio para
cualquier x ∈ X , de modo que la bola abierta centrada en x de radio λ esté contenida en
algún abierto del recubrimiento.

Como aplicación importante del lema 6.3.2, podemos demostrar que la continuidad
sobre un espacio métrico compacto implica continuidad uniforme:

Teorema 6.3.3 Toda aplicación continua f : (X, d) → (Y, d′) entre espacios métricos,
siendo (X, d) compacto, es uniformemente continua.

Demostración:
Queremos comprobar que f es uniformemente continua; es decir, que se verifica:

∀ε > 0, ∃δ > 0 : d(x1, x2) < δ ⇒ d′(f(x1), f(x2)) < ε .

Dado ε > 0 , consideremos el siguiente recubrimiento abierto de Y :

Y =
∪
y∈Y

Bd′(y,
ε

2
) .

Tomando imágenes inversas por la aplicación continua f , obtenemos este recubrimiento
por abiertos de X :

X = f−1(Y ) = f−1(
∪
y∈Y

Bd′(y,
ε

2
)) =

∪
y∈Y

f−1(Bd′(y,
ε

2
)) .

Por el lema del recubrimiento de Lebesgue 6.3.2, existe λ > 0 tal que, para cada
x ∈ X , Bd(x, λ) ⊆ f−1(Bd′(y,

ε
2)) , para algún y ∈ Y .
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Basta tomar δ = λ :

d(x1, x2) < δ(= λ) ⇒ x1 ∈ Bd(x2, λ) ⊆ f−1(Bd′(y,
ε

2
)) , para cierto y ∈ Y .

Por consiguiente, tanto f(x1) como f(x2) pertenecen a la bola Bd′(y,
ε
2) , y usando la

propiedad triangular con y como tercer punto, obtenemos:

d′(f(x1), f(x2)) ≤ d′(f(x1), y) + d′(y, f(x2)) <
ε

2
+

ε

2
= ε .

Enunciemos y demostremos el único teorema de toda esta sección que es general incluso
para espacios topológicos no metrizables.

Teorema 6.3.4 Sea (X, τ) un espacio topológico compacto, y sea A ⊆ X infinito. En-
tonces A′ ̸= ∅ .

Demostración:
Supongamos que A′ = ∅ . Entonces, para cada x ∈ X , existe VX ∈ τ (con x ∈ Vx ), tal

que Vx ∩A = ∅ , o bien Vx ∩A = {x} .
Entonces éste es un recubrimiento por abiertos de X :

A ⊆ X = ∪x∈XVx ;

por la compacidad de X , de ese recubrimiento es posible extraer un subrecubrimiento
finito:

A ⊆ X = ∪N
k=1Vxk

(para N ∈ N) .

Por tanto, A = A∩ (∪N
k=1Vxk

) = ∪N
k=1(A∩Vxk

) , lo cual implica que A tiene a lo sumo
una cantidad finita de elementos.

Como consecuencia de este teorema y del siguiente lema, obtendremos fácilmente el
conocido como teorema de Bolzano-Weierstrass. Haga honor el lema previo al adjetivo que
le acompaña:

Lema 6.3.5 Sea (X, τ) un espacio topológico T1
1. Dado A ⊆ X , si x0 ∈ A′ , entonces

cualquier entorno de x0 tiene como intersección con A un subconjunto infinito.

Demostración:
Supongamos que para algún entorno V de x0 se verifica:

V ∩A = {x1, . . . , xN} (con N ∈ N) .

(Podemos suponer también, sin pérdida de generalidad, que x0 ̸= xi , para cualquier
i ∈ {1, . . . , N} .)

1Véase la nota a pie de página 1 del cuarto ejemplo tras la definición de espacio conexo, en el tema 5.
Téngase en cuenta también que alĺı mismo se dice que cualquier espacio topológico T2 es T1 , y recuérdese
que todo espacio métrico es T2 .
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Como (X, τ) es T1, existen entornos V1 , . . . , VN de x0 , tales que x1 /∈ V1, . . . , xN /∈ VN .
Pero entonces V ∩ V1 ∩ . . .∩ VN es un entorno de x0 cuya intersección con A es vaćıa, en
contradicción con la hipótesis de que x0 es un punto de acumulación de A .

Teorema 6.3.6 (Bolzano-Weierstrass) Toda sucesión acotada en (Rn, τusual) tiene al-
guna subsucesión convergente.

Demostración:

Sea (xm)m∈N ⊂ Rn una sucesión acotada. Entonces existe algún K > 0 , para el cual

se verifica (xm)m∈N ⊂ [−K,K]× (n). . . ×[−K,K] .

Para demostrar el enunciado, basta encontrar un valor de adherencia x0 de la suce-
sión (xm)m∈N : de existir tal valor de adherencia, como (Rn, τusual) es un espacio pri-
mero contable, por el apartado e del ejercicio 51 del tema 2, existe una subsucesión
(xmk

)k∈N ⊆ (xm)m∈N convergente a x0 .

Comprobemos, pues, que en las condiciones supuestas siempre existe algún valor de
adherencia de la sucesión (xm)m∈N .

Si el conjunto de términos de la sucesión, {xm : m ∈ N} , es un conjunto con finitos
elementos, entonces hay algún x0 ∈ R que aparece como término de la sucesión (xm)m∈N
repetido infinitas veces, y es, por tanto, valor de adherencia de (xm)m∈N .

Si, por el contrario, el conjunto de términos {xm : m ∈ N} es infinito, puesto que

{xm : m ∈ N} ⊂ [−K,K]× (n). . . ×[−K,K] , y [−K,K]× (n). . . ×[−K,K] es compacto,
el teorema 6.3.4 garantiza que existe algún x0 ∈ R que es punto de acumulación de
{xm : m ∈ N} . Como (Rn, τusual) es T1 , el lema 6.3.5 permite concluir que x0 es un valor
de adherencia de la sucesión (xm)m∈N .

Veamos ahora otra versión del lema del recubrimiento de Lebesgue. Posteriormente
esta nueva versión nos permitirá incluso saber que ambas versiones de dicho lema son, en
realidad, equivalentes.

Lema 6.3.7 (del recubrimiento de Lebesgue; segunda versión) Sea (X, d) un es-
pacio métrico con la propiedad de que cualquier sucesión tiene alguna subsucesión conver-
gente, y sea X = ∪i∈IGi un recubrimiento por abiertos. Existe λ > 0 (número de Lebesgue
del recubrimiento) tal que, para cualquier x ∈ X , existe i ∈ I tal que B(x, λ) ⊆ Gi .

Demostración:

Supongamos que no existe tal λ ; entonces, para cada n ∈ N , existe xn ∈ X , tal que
B(xn,

1
n) ⊈ Gi , sea cual sea i ∈ I .

Aśı hemos definido una sucesión (xn)n∈N en X , que debe tener alguna subsucesión
convergente, por hipótesis: (xnk

)k∈N −→ x0 ∈ X = ∪i∈IGi .

Sea i(x0) ∈ I tal que x0 ∈ Gi(x0) . Como Gi(x0) es abierto, existe ε > 0 , tal que
B(x0, ε) ⊆ Gi(x0) . Puesto que la subsucesión (xnk

)k∈N es convergente a x0 , existe N ∈ N
tal que, para nk ≥ N , con 1

nk
< ε

2 , xnk
∈ B(x0,

ε
2) .
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Como B(xnk
, 1
nk
) ⊆ B(xnk

, ε2) y B(x0, ε) ⊆ Gi(x0) , si probamos la inclusión

B(xnk
,
ε

2
) ⊆ B(x0, ε) (∗),

habremos llegado a afirmar que se verifica la inclusión B(xnk
, 1
nk
) ⊆ Gi(x0) , que supusimos

al principio de la demostración que no pod́ıa darse.

Comprobemos pues (∗) . Sea z ∈ B(xnk
, ε2) ; usando la propiedad triangular con xnk

(con nk ≥ N y 1
nk

< ε
2 ) como tercer punto, acabamos, como puede verse a continuación:

d(z, x0) ≤ d(z, xnk
) + d(xnk

, x0) <
ε

2
+

ε

2
= ε .

Introduzcamos ahora un concepto muy importante en espacios métricos.

Definición 6.3.8 Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que (xn)n∈N ⊂ X es una su-
cesión de Cauchy si:

∀ε > 0 , ∃ν ∈ N : p, q ≥ ν , d(xp, xq) < ε .

Interesa observar las dos siguientes propiedades de las sucesiones de Cauchy en un
espacio métrico:

1. Toda sucesión de Cauchy es acotada.

Demostración: Si (xn)n∈N ⊂ (X, d) es una sucesión de Cauchy, entonces existe ν ∈ N
tal que, para p, q ≥ ν , d(xp, xq) < 1 .

Basta tomar M = máx{d(xi, xj) : i, j ∈ {1, . . . , ν}} para obtener 1 +M como cota
superior del conjunto de números reales {d(xn, xm) : n,m ∈ N} .

2. Toda sucesión convergente es de Cauchy.

Demostración: Sea (xn)n∈N una sucesión convergente a x0 en (X, d) . Entonces, para
cada ε > 0 , existe N ∈ N tal que:

d(xn, x0) <
ε

2
(con n ≥ N) .

Dado ε > 0 , usando la propiedad triangular con x0 como tercer punto, y tomando
p, q ≥ N :

d(xp, xq) ≤ d(xp, x0) + d(x0, xq) <
ε

2
+

ε

2
= ε ;

es decir, la sucesión (xn)n∈N es de Cauchy.
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Teorema 6.3.9 Sea (X, d) un espacio métrico, y sea A ⊆ X . Son equivalentes:
a) A es compacto;
b) toda parte infinita de A tiene algún punto de acumulación (en A );
c) toda sucesión en A tiene alguna subsucesión convergente (en A ).

Demostración:
(a ⇒ b) Véase el teorema 6.3.4.
(b ⇒ c) Dada una sucesión (xn)n∈N ⊂ A , bastará encontrar un valor de adherencia x0
de (xn)n∈N , pues (X, d) es, como espacio métrico, primero contable, y entonces existirá
una subsucesión (xnk

)k∈N ⊆ (xn)n∈N , tal que (xnk
)k∈N −→ x0 . (Véase el ejercicio 51.e del

tema 2.)
Usaremos de nuevo el mismo razonamiento que en el teorema 6.3.6 de Bolzano-Weiers-

trass. En primer lugar, si el conjunto de términos de la sucesión, {xn : n ∈ N} , es finito,
es porque existe algún x0 ∈ A que se repite infinitas veces como término de la sucesión.
Ya hemos encontrado un valor de adherencia.

En el caso en que {xn : n ∈ N} sea un conjunto infinito, entonces, puesto que supone-
mos cierto b), {xn : n ∈ N} tiene algún punto de acumulación x0 ∈ A . Como (X, d) es un
espacio métrico, es T1 , y entonces cualquier entorno de x0 corta con infinitos puntos con
{xn : n ∈ N} , lo cual quiere decir que x0 es valor de adherencia de la sucesión (xn)n∈N .
(c ⇒ a) Supongamos que A verifica c), y que existe algún recubrimiento por abiertos

A ⊂ ∪i∈IGi (⋆),

del que no es posible extraer ningún subrecubrimiento finito por abiertos.
Por el lema 6.3.7 (segunda versión del recubrimiento de Lebesgue), existe un número

de Lebesgue λ > 0 para el recubrimiento (⋆) .
Dado x1 ∈ A , podemos tomar x2 ∈ A , tal que x2 /∈ B(x1, λ) .
(Si no fuera posible, seŕıa porque A ⊆ B(x1, λ) , y, como λ es un número de Le-

besgue del recubrimiento (⋆) , éste tendŕıa algún subrecubrimiento finito, contra lo que
supusimos:

A ⊆ B(x1, λ) ⊆ Gi1 para algún i1 ∈ I .)

Del mismo modo, podemos tomar x3 ∈ A , tal que x3 /∈ B(x1, λ) ∪B(x2, λ) .
(De nuevo, si ello no fuera posible, tendŕıamos A ⊆ B(x1, λ) ∪ B(x2, λ) , y otra vez

más, puesto que λ es número de Lebesgue del recubrimiento (⋆) , encontraŕıamos un
subrecubrimiento finito de (⋆) , a pesar de lo supuesto al inicio de esta demostración:

A ⊆ B(x1, λ) ∪B(x2, λ) ⊆ Gi1 ∪Gi2 para ciertos i1, i2 ∈ I .)

Razonando inductivamente como hasta ahora, tendŕıamos una sucesión (xn)n∈N ⊂ A ,
que verifica:

d(x1, x2) ≥ λ ,

d(x1, x3) ≥ λ , d(x2, x3) ≥ λ

...
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d(x1, xn) ≥ λ , d(x2, xn) ≥ λ , . . . , d(xn−1, xn) ≥ λ

...

Como ni es de Cauchy, ni tiene ninguna subsucesión de Cauchy, no existe ninguna
subsucesión de (xn)n∈N que sea convergente (por la segunda propiedad que enunciamos
anteriormente de las sucesiones de Cauchy), y por tanto hemos llegado a una contradicción
—que procede de suponer que A no verifica a)—, pues supusimos que A verifica c).

La primera consecuencia trivial de este teorema ya ha sido anunciada: las dos versiones
del lema de recubrimiento de Lebesgue (lema 6.3.2 y lema 6.3.7) son equivalentes.

Como segunda consecuencia, obtenemos el siguiente teorema que caracteriza la com-
pacidad en (Rn, τusual) :

Teorema 6.3.10 (Bolzano-Weierstrass-Heine-Borel-Lebesgue) Dado un subcon-
junto A de (Rn, τusual) , las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) A es compacto;

b) toda parte infinita de A tiene algún punto de acumulación (en A );

c) toda sucesión en A tiene alguna subsucesión convergente (en A );

d) A es cerrado y acotado.

Su demostración es una simple combinación de los teoremas 6.3.1 y 6.3.9.

Cuando dimos la definición de sucesión de Cauchy en (X, d) , demostramos que toda
sucesión convergente en un espacio métrico es de Cauchy. Ciertamente, la afirmación in-
versa no se verifica en general. Basta pensar en la sucesión (1, 1′4, 1′41, 1′414, 1′4142, . . .)
(obtenida a partir de la expresión decimal sucesiva de

√
2 ). Esta sucesión es de Cauchy

con la distancia usual, pues converge a
√
2 ∈ R . Pero como

√
2 no es un número racional,

es un ejemplo de sucesión de Cauchy no convergente en (Q, dusual) .

Por eso, es pertinente dar la siguiente definición:

Definición 6.3.11 Diremos que un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesión
de Cauchy en (X, d) es convergente.

Acabemos con un par de resultados que relacionan compacidad y completitud.

Teorema 6.3.12 Todo espacio métrico (X, d) compacto es completo.

Demostración:

Dada cualquier sucesión (xn)n∈N , por ser (X, d) compacto, el teorema 6.3.9 garantiza
la existencia de una subsucesión (xnk

)k∈N ⊆ (xn)n∈N convergente a algún x0 ∈ X .

Por tanto, dado ε > 0 , existe ν1 ∈ N tal que, si nk ≥ ν1 , entonces:

d(xnk
, x0) <

ε

2
.
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Si la sucesión (xn)n∈N es de Cauchy, entonces también existe ν2 ∈ N tal que, si
p, q ≥ ν2 , entonces:

d(xp, xq) <
ε

2
.

Basta coger ν = máx{ν1, ν2} para que, si nk, n ≥ ν , se verifique:

d(xn, x0) ≤ d(xn, xnk
) + d(xnk

, x0) <
ε

2
+

ε

2
= ε ;

es decir, la sucesión (xn)n∈N converge a x0 . Esto prueba que (X, d) es completo.

Corolario 6.3.13 (Rn, d2) es completo.

Demostración:
Por la primera propiedad enunciada tras la definición de sucesión de Cauchy, cual-

quier sucesión de Cauchy (xn)n∈N ⊂ (Rn, d2) es acotada. Es decir, existe λ > 0 tal que
(xn)n∈N ⊂ Bd2 [O, λ] , con O = (0, . . . , 0) .

Puesto que Bd2 [0, λ] es compacto (es cerrado y acotado en (Rn, d2) ), es completo,
según el teorema 6.3.12, y por tanto la sucesión (xn)n∈N es convergente.

Problemas

(En toda esta sección, cada vez que aparezca Rn (para cualquier n ∈ N ) —o algún
subconjunto suyo—, y no se diga lo contrario, supondremos que la topoloǵıa con la que
trabajamos es la usual —respectivamente, la de subespacio inducida por la usual de Rn—.)

1. Se dice que una familia de conjuntos tiene la propiedad de la intersección finita si
cualquier subfamilia finita suya tiene intersección no vaćıa.

Pruébese que un espacio topológico (X, τ) es compacto si, y sólo si, toda familia de
cerrados con la propiedad de la intersección finita tiene intersección no vaćıa.

2. Un espacio topológico (X, τ) se dice numerablemente compacto si cualquier recubri-
miento numerable por abiertos de X admite un subrecubrimiento finito.

a) Demuéstrese que un espacio topológico es compacto si, y sólo si, es numerablemente
compacto y verifica que, de cada recubrimiento por abiertos de X se puede extraer
un subrecubrimiento numerable.

(A un espacio topológico que verifique esta propiedad se le llama de Lindelöf.)

b) Pruébese que cualquier subconjunto cerrado de un espacio numerablemente com-
pacto es numerablemente compacto.

c) Pruébese que, si (X, τ) es un espacio topológico T2 y primero contable, y A es
un subconjunto numerablemente compacto de X , entonces A es cerrado.
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3. Diremos que un espacio topológico (X, τ) es secuencialmente compacto si cualquier
sucesión (xn)n∈N ∈ X tiene alguna subsucesión convergente.

(Obviamente, si K ⊆ X , diremos que K es secuencialmente compacto si cualquier
sucesión (xn)n∈N ∈ K tiene alguna subsucesión convergente (en K ).)

a) Demuéstrese que, si (X, τ) es un espacio primero contable, entonces X es nume-
rablemente compacto si, y sólo si, es secuencialmente compacto.

b) Pruébese que el producto de dos espacios topológicos secuencialmente compactos
es secuencialmente compacto.

4. Es un resultado básico y bien conocido (Teorema Fundamental del Orden) que todo
conjunto no vaćıo y acotado superiormente (inferiormente) de números reales tiene
supremo (respectivamente, ı́nfimo).

Demuéstrese que todo subconjunto compacto de R tiene máximo y mı́nimo.

5. Compruébese que, si (X, τ) es un espacio topológico compacto sobre el que tenemos
definida una aplicación continua f : (X, τ) → R , entonces f alcanza un valor máximo
(y también un valor mı́nimo).

6. Como aplicación del ejercicio anterior, demuéstrese que no puede definirse una función
continua y epiyectiva f : [a, b] → R .

(En particular, R y [a, b] —con a < b— no pueden ser homeomorfos, algo ya conocido,
pues R no es compacto, y [a, b] śı.)

7. Sean (X, d) un espacio métrico, K ⊂ X un subespacio compacto no vaćıo y x ∈ X .
Demuéstrense, como aplicaciones del ejercicio 5, las siguientes afirmaciones:

a) Existen x1, x2 ∈ K tales que δ(K) = d(x1, x2) .

b) Existe y ∈ K tal que dist(x,K) = d(x, y) .

8. Sea f : (X, τ) → (Y, τ ′) una aplicación continua entre espacios compactos Hausdorff.
Pruébese que, si cada punto x ∈ X es aislado en f−1(f(x)) , entonces, para cada y ∈ Y ,
f−1(y) es un conjunto finito.

9. Sea (X, τ) un espacio topológico compacto, y sea F una familia de funciones definidas
sobre X y con valores en R , con las propiedades siguientes:

a) si f y g son dos elementos de F , entonces fg ∈ F ;

b) para todo punto x ∈ X , se pueden escoger un entorno U (abierto) de una base
de entornos del punto x y una función f ∈ F , de tal modo que f|U = 0 .

Pruébese que F contiene la función idénticamente nula, y póngase un ejemplo de que
tal resultado no sigue siendo válido si no se exige que X sea compacto.
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10. Demuéstrese que no es posible dar una isometŕıa (ejercicio 25 del tema 1: “Espacios
métricos”) de un espacio métrico compacto sobre un subespacio propio (distinto del
total) de śı mismo.

(Dicho de otro modo, siempre que tengamos una isometŕıa

f : (X, d) → (Y, d|Y ) ⊆ (X, d) ,

con (X, d) compacto, en realidad Y es todo X .)

11. Sea (X, τ) un espacio topológico compacto T2 , y sean τ ′ y τ ′′ dos topoloǵıas sobre X
tales que τ ′ ⪇ τ ⪇ τ ′′ .

Pruébese que (X, τ ′) no es T2 y que (X, τ ′′) no es compacto.

12. Sean (X, d) un espacio métrico compacto, y f : (X, d) → (X, d) una función continua.

Demuéstrese que, si el conjunto F = {x ∈ X : f(x) = x} es vaćıo, entonces existe una
constante k > 0 tal que d(x, f(x)) ≥ k , para todo x ∈ X .

13. Sea (X, d) un espacio métrico compacto, y sea f : (X, d) → (X, d) una función que
verifica d(f(x), f(y)) < d(x, y) , siempre que x ̸= y .

Pruébese que f posee un único punto fijo.

14. Dı́gase si los siguientes espacios topológicos son compactos o no:

a) (R, τgrosera) .
b) (R, τdiscreta) .
c) (R, τcofinita) .
d) El espacio de Arens. (Véase el ejercicio 49 del tema 2: “Espacios topológicos”.)

e) El conjunto de Cantor. (Véase el ejercicio 14 del tema 5: “Conexión”.)

f ) (R, τ = {G ⊂ R : 0 /∈ G} ∪ {R}) .
g) (R, τ = {G ⊆ R : 0 ∈ G} ∪ {∅}) .
h) (R, τ = {G ⊆ R : x ∈ G ⇒ −x ∈ G}) .

15. Sea (R, τconumerable) .

a) Demuéstrese que este espacio topológico no es compacto.

b) Pruébese que un subespacio A en este espacio es compacto si, y sólo si, A tiene
una cantidad finita de elementos.

16. Razónese —usando la compacidad alĺı donde sea oportuno— por qué los siguientes
espacios topológicos no son homeomorfos:

a) A = { 1
n : n ∈ N} y A ∪ {0} .

b) El disco unidad abierto y el disco unidad cerrado en R2 .
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c) Rn y Sn = {(x1, . . . , xn+1) : x
2
1 + . . .+ x2n+1 = 1} , con n ≥ 2 .

d) Un cilindro y una esfera.

17. Complétese —usando la compacidad alĺı donde sea oportuno— la clasificación iniciada
en el ejercicio 15b del tema 3: “Aplicaciones continuas”.

Ejercicios de autoevaluación

Sólo una de las opciones indicadas es correcta para cada pregunta:

1. Cualquier subespacio propio. . .

a) de (R, τdiscreta) es compacto;

b) de (R, τusual) es compacto;

c) de (R, τgrosera) es compacto;

d) de (R, τconumerable) es compacto.

2. Sea A un subespacio compacto de un espacio topológico (X, τ) . Dı́gase cuál de las
siguientes afirmaciones es cierta:

a) A siempre es cerrado en (X, τ) ;

b) A nunca es un abierto en (X, τ) ;

c) la topoloǵıa de subespacio inducida por τ sobre A siempre es metrizable;

d) cualquier subespacio F de A , cuyo complementario en A sea abierto en A , es
compacto.

3. Dı́gase cuál de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) el espacio topológico producto de un espacio compacto y un espacio no compacto
puede ser compacto;

b) el espacio topológico cociente de un espacio compacto siempre es compacto;

c) todo subespacio de un espacio compacto es compacto;

d) ninguna de las anteriores es correcta.

4. Dı́gase cuál de los siguientes subespacios de (R, τusual) no es compacto:

a) [2, 3] ∪ [4, 5] ;

b) Q ∩ [0, 1] ;
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c) {− 1
n : n ∈ N} ∪ { 1

n : n ∈ N} ∪ {0} ;
d) {1, 2, 3} .

5. Dı́gase cuál de los siguientes subespacios de (R, τ = {G ⊂ R : 1 /∈ G} ∪ {R}) es
compacto:

a) { 1
n : n ∈ N} ;

b) {− 1
n : n ∈ N} ;

c) I (=conjunto de los números irracionales);

d) (0, 1) .

6. Dı́gase cuál de los siguientes subespacios de (R, τ = {G ⊆ R : 1 ∈ G} ∪ {∅}) no es
compacto:

a) { 1
n : n ∈ N} ;

b) {1} ;
c) {1, 2} ;
d) {1, 2, 3} .

7. Dı́gase cuál de los siguientes subespacios de (R, τ = {G ⊆ R : N ⊆ G} ∪ {∅}) no es
compacto:

a) (0, 1) ;

b) N ;

c) {1, 2, 3} ;
d) los tres subespacios anteriores son compactos.

8. Sobre (0,+∞) consideremos la siguiente distancia:

d(x, y) =

{
x+ y , si x ̸= y ,
0 , si x = y .

En este espacio métrico. . .

a) toda bola abierta es un compacto;

b) toda bola cerrada es un compacto;

c) los únicos subconjuntos compactos son los subconjuntos finitos;

d) ninguna de las anteriores es correcta.

9. En R dotado de cualquier métrica. . .

a) toda bola cerrada es un compacto;
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b) todo subespacio compacto es cerrado;

c) toda sucesión acotada tiene alguna subsucesión convergente;

d) ninguna de las anteriores es correcta.

10. Dı́gase cuál de los siguientes espacios métricos es completo:

a) [0, 1] , dotado de la distancia usual;

b) (0, 1) , dotado de la distancia usual;

c) Q , dotado de la distancia usual;

d) ninguna de las anteriores es correcta.

11. Dı́gase cuál de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) si dos espacios métricos son homeomorfos y uno de ellos es completo, el otro
forzosamente ha de ser completo;

b) si dos espacios métricos son homeomorfos y uno de ellos no es acotado, el otro
tampoco puede ser acotado;

c) todo subespacio de un espacio métrico compacto es completo.

d) todo subespacio cerrado de un espacio métrico compacto es completo.

12. Dı́gase cuál de los siguientes espacios métricos no es completo:

a) (R, dusual) ;
b) (R, ddiscreta) ;
c) A = { 1

n : n ∈ N} ∪ {0} , dotado de dusual ;

d) B = { 1
n : n ∈ N} , dotado de dusual .

13. Dı́gase cuál de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) un espacio topológico (X, τ) es compacto si X puede recubrirse por una cantidad
finita de abiertos;

b) la unión arbitraria de subespacios compactos en un espacio topológico (X, τ) es
un compacto;

c) la intersección arbitraria de subespacios compactos en un espacio topológico (X, τ)
de Hausdorff es un compacto;

d) ninguna de las anteriores es correcta.

14. Dı́gase cuál de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) la unión de dos subconjuntos no compactos no puede ser un compacto;

b) la intersección de dos subconjuntos no compactos puede ser un compacto;
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c) la imagen continua de un espacio no compacto no puede ser un compacto;

d) ninguna de las anteriores es correcta.

15. Dı́gase cuál de los siguientes subespacios de (R2, τusual) es compacto:

a) A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} ;
b) B = {(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| < 5} ;
c) C = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 1 , 0 ≤ y ≤ 1

x} ;
d) D = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x ≤ 3 , 0 ≤ y ≤ 1

x} .

16. Dı́gase cuál de los siguientes subespacios de (R2, τusual) es compacto:

a) Q×Q ;

b) ∪n∈N([0, 1]× { 1
n}) ;

c) {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1} ∩ {(x, y) ∈ R2 : −1
2 ≤ x− y ≤ 1

2} ;
d) ∪n∈NSd2 [(0, 0), n] (=unión de todas las esferas, con la distancia d2 , de centro (0, 0)

y radio n ∈ N ).

17. Dado un espacio métrico (X, d) . . .

a) todo subconjunto de una bola cerrada es compacto;

b) todo subconjunto acotado es compacto;

c) cualquier sucesión convergente es de Cauchy;

d) ninguna de las anteriores es correcta.

18. Dado un espacio métrico (X, d) . . .

a) el subconjunto de los términos de una sucesión de Cauchy siempre está incluido
en alguna bola abierta;

b) (X, d) es compacto si existe alguna sucesión (xn)n∈N ⊂ X sin valores de adheren-
cia;

c) cualquier sucesión en (X, d) tiene alguna subsucesión convergente;

d) ninguna de las anteriores es correcta.

19. Un subconjunto A ⊆ R . . .

a) es compacto con la topoloǵıa usual si, y sólo si, es cerrado y acotado con cualquier
distancia sobre R ;

b) es compacto con la topoloǵıa usual si, y sólo si, cualquier sucesión (xn)n∈N ⊂ A
admite una subsucesión convergente a algún x0 ∈ A ;



MA
NU

AL
ES

 UE
X

181

APUNTES DE TOPOLOGÍACompacidad 181

c) es compacto con la topoloǵıa discreta si, y sólo si, es cerrado y acotado con la
distancia discreta;

d) ninguna de las anteriores es correcta.

20. Dı́gase cuál de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) todo espacio métrico que verifique que toda parte infinita suya tiene algún punto
de acumulación es completo;

b) un espacio métrico que no es compacto no puede recubrirse con una cantidad finita
de abiertos;

c) todo espacio métrico completo verifica que cualquier sucesión tiene una subsuce-
sión convergente;

d) ninguna de las anteriores es correcta.
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Soluciones a los ejercicios de
autoevaluación

CAPÍTULO 1:

1. d 2. d 3. c 4. c 5. b

6. b 7. b 8. d 9. b 10. a

11. d 12. d 13. d 14. a 15. d

16. a 17. a 18. d 19. b 20. c

CAPÍTULO 2:

1. d 2. a 3. c 4. b 5. b

6. d 7. b 8. d 9. a 10. c

11. b 12. a 13. c 14. d 15. a

16. c 17. b 18. d 19. c 20. d

CAPÍTULO 3:

1. a 2. c 3. d 4. b 5. a

6. a 7. c 8. b 9. c 10. d

11. d 12. d 13. a 14. c 15. c

16. d 17. a 18. b 19. c 20. c

183
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CAPÍTULO 4:

1. a 2. b 3. d 4. d 5. d

6. c 7. a 8. c 9. b 10. d

11. c 12. a 13. b 14. c 15. d

16. d 17. c 18. a 19. b 20. d

CAPÍTULO 5:

1. c 2. a 3. c 4. b 5. a

6. b 7. c 8. c 9. a 10. d

11. a 12. d 13. c 14. d 15. d

16. c 17. b 18. b 19. a 20. b

CAPÍTULO 6:

1. c 2. d 3. b 4. b 5. a

6. a 7. a 8. c 9. b 10. a

11. d 12. d 13. c 14. b 15. d

16. c 17. c 18. a 19. b 20. a
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Subconjunto
acotado, 17
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de Cauchy, 171
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